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光滑曲面片上的 G
1 插值曲线
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摘 � 要:限制在光滑曲面上的插值曲线是计算机辅助几何设计中一个较新研究方向,实现在曲面上曲线插值的主要思

想是利用曲面与其参数之间的对应关系,将其转化为一般的曲线插值问题.提出了一种新的、实用的算法, 将曲面上插值点

列和单位切向量投影到平面上,在平面上构造样条插值曲线,该样条插值曲线的插值柱面与曲面的交线即为过曲面上给定

点列的 G1 插值曲线.
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1 � 问题的提出
在计算机辅助几何设计中,构造通过空间给定点列且具有一定连续性的插值曲线, 已经是一个比较成熟的理论. 随着

计算机图形学理论的不断发展和计算机辅助设计的广泛应用, 如何表示曲面上的曲线和构造曲面上的插值曲线, 是摆在计

算机辅助几何设计人员面前的一个较新的研究方向, 且在处理诸如数控加工中的路径设计以及服装加工中的花纹设计等

领域频繁出现的曲面裁剪问题时显得日益重要. 例如,在服装 CA M 的立体裁剪中经常遇到这样的问题:先在布料(立体)上

给定一些点,然后过这些点构造一条位于布料上的曲线,最后机器沿这条曲线进行裁剪.

文献[ 1- 4] 研究了限制在光滑曲面上的曲线插值,其主要思路是将其转化为一般的曲线插值问题求解,基于曲面及其

参数之间的对应关系,首先在参数域平面上构造插值曲线,再将该参数域内插值曲线映射到曲面上, 获得曲面上曲线, 从而

实现曲面上曲线插值的目的.文献[ 1] 基于构造1个D � R2 � R3且像集为曲面 �的映射, 将曲面上曲线插值归结为通常R2

上的插值曲线构造;文献[ 2] 也是将曲面上曲线插值归结为通常 R2 上的插值曲线构造, 获得了如球面、圆柱面、圆锥面等常

用曲面上的 N U RBS 插值曲线. 进一步用 N U RBS 构造曲面 �,解其反演方程, 在平面上进行 N U RBS 插值,给出一般参数曲

面� 上C2 曲线插值方法.上述 2种方法仅适用于可参数化的曲面,不能适用于一般的光滑曲面.文献[ 3] 通过给定的插值点

及切向量构造1条插值曲线,再利用插值点的曲面上的法向量形成直纹面,曲面与直纹面的交线为所求的曲线.该方法涉及

到一般曲面的求交,增加了该方法应用的不稳定性和计算量.笔者利用曲线投影柱面的方法构造出插值于曲面上的给定点

列和切方向的G1 插值曲线,首先将曲面上的给定点列和切方向投影到平面,然后在平面上构造 1条样条插值曲线和该插值

曲线关于平面(一般是坐标面,可以根据曲面的具体情形对曲面作适当的旋转处理) 的投影柱面- 插值柱面,最后通过插值

柱面和曲面求交的方法,得到曲面上的 G1 连续的插值曲线.该方法的优点是不需要建立曲面间的映射而直接通过几何方

法进行处理,在插值柱面是曲线关于坐标面的投影柱面时,插值柱面和曲面的交线易求, 且该方法适用于一切曲面(参数曲

面和非参数曲面) .

文中讨论的光滑曲面 � 经过适当旋转后, �: R = R( u, v) 的单位法向量

N =
Ru � Rv

| Ru � Rv |
= ( cos �, co s �, cos �)
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满足 cos �保持固定的符号.

2 � 预备知识
设参数曲线 � 的方程为

r( t) = ( x ( t) , y( t) , z ( t) ) � � � � t � �,

它关于坐标面 ox y 的投影柱面为

�x y : r( u, v ) = ( x ( u) , y ( u) , v ) � � � � u � �, - � < v < + � .

引理 1� 若空间曲线是 C r 光滑的, 则它关于平面的投影柱面是 C r 光滑曲面.

引理 2� 曲面的光滑性在平移和旋转变换下不变.

引理 3� 设曲线 � 是光滑曲面� 上的一条光滑曲线,则 � 上一点处的切方向与� 关于平面的投影曲线上对应点处的切

方向相互决定.

证明 � 设 A 是曲线 � 上一点, T是曲线 � 的A 处的单位切向量, 平面 �是 � 上A 点处的切平面,则 T平行于�.

设曲面 �x y 是曲线� 关于坐标面 ox y 的投影柱面, 平面 �P 是投影柱面� x y 在 A 处的切平面,则 T 平行于�P .

设曲线 �xy 是� 关于坐标面ox y 的投影曲线,点 A x y 是点A 关于坐标面 ox y 的投影点, 则 �xy 在A xy 处的单位切向量Tx y

平行于平面 �P 与坐标面 ox y 的交线.

因为对 A 点而言,切平面 �和 �x y 是固定的, 所以 T 和Tx y 可以相互决定 .

引理4 � 若曲面�1和 �2分别是C r1 和C r2 光滑的,且在交线上每一点的法向量不平行,则这2张曲面的交线是Cmin( r1, r2)

连续的.

3 � 平面上的插值曲线与插值柱面
给定平面上 n + 1个数据点 P0 , P 1, �, P n 和n + 1 个单位向量 T0 , T1 , �, Tn .

在以P i- 1 ( 0 < i � n) 为起点, T i- 1为方向的射线上取点 P1
i ,以P i 为起点, - Ti 为方向的射线上取点P 2

i ,则以 P0
i � P i- 1 ,

P1
i , P2

i , P3
i � P i 为控制点的 B� zier曲线[ 5] 为

P3
i ( u) = P0

i B0, 3( u) + P1
i B1, 3( u) + P2

i B2, 3( u) + P3
i B 3, 3( u) = �

3

j = 0

P j
iB j , 3 ( u) � � 0 � t � 1, ( 1)

该曲线在 P i , P i+ 1 处分别与 Ti 和 T i+ 1 相切.

将上述 n 段曲线顺序组合得到 1 条插值于 P i 且切于单位向量T i 的 3次 B�zier 样条曲线.

记 l i = � Pi- 1Pi � , l = �
n

i= 1

l i ,令 t0 = 0, t i = �
i

j = 1

l j , i = 1, 2, �, n, u =
t - t i- 1

ti - ti- 1

, t � ( ti- 1 , t i ) , 根据( 1) 式组合各插值区

间上的曲线,得

P ( t) = P3
i ( u) = P3

i (
t- ti- 1

t i - t i- 1

) � � t � ( t i- 1 , ti ) . ( 2)

由 B� zier曲线的端点性质[ 5] 得如下结论:

定理 1� 曲线 �: P( t) ( t � [ 0, 1] ) 为插值于点 P0 , P1 , �, Pn 且与 T0 , T1 , �, Tn 相切的 G1 连续的样条插值曲线.

设曲线

�� : �P( u) = �
m

i= 0

A iB i, m ( u) � � 0 � t � 1

是拟合于点 P0 , P1 , �, Pn 的m 次 B� zier 曲线,且采用规范积累弦长参数化 u0 = 0, ui =
t i

tn

( i = 1, 2, �, n) , 使得

�P�( ui ) / /T i .

在利用( 2) 式构造样条插值曲线时, 经常会遇到所构造的样条插值曲线与插值点的分布形状有较大的误差或样条插值

曲线的扭曲,这时可以根据拟合曲线 �� 来调整( 1) 式中的控制点 P j
i 使得曲线� 的形状符合插值点的分布形状.可以采用文

献[ 3] 中的方法以防止插值曲线出现扭曲.

插值曲线 �: P( t) 关于坐标面 ox y 的插值柱面为

�x y : T(�, �) = ( �
3

j = 0

P j
i ( x ) B j , 3 (

�- t i- 1

t i - t i- 1
) , �

3

j = 0

P j
i ( y ) B j , 3(

�- ti- 1

t i - t i- 1
) , �) � � � �

� � t i- 1 � � � t i , - � < � < + � , i = 1, 2, �, n, ( 3)

其中 P j
i ( x ) , P j

i ( y ) 是点 P j
i 的 x , y 坐标.

定理 2� 插值柱面 �x y 的切平面是连续变化的.
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证明 � 当 ti- 1 < �< t i ( i = 1, 2, �, n) 时, r�是C � 的, r�是C � 的, 所以 r�� r� 是C � 的.而在结点 t i ( 0 < i < n) 处,

当 � � t i 和� � t i 时, r�具有相同的方向, r�是C � 的,所以 r� � r�是连续变化的.

4 � 曲面片上的光滑插值曲线

图 1� 曲面上数据点与 ox y 面上投影点

如图 1 所示, 给定光滑曲面片 �: R( u, v) = ( x ( u, v) ,

y( u, v) , z ( u, v) ) , ( u, v) � D , 曲面上的 n + 1 个点 P �0 , P �1 ,

�, P �n ,及 P �i 处曲面 � 的切平面上的单位向量 T�i ( i = 0, 1,

�, n) .文中要解决的问题是: 在曲面� 上构造1条G1光滑曲

线 �,使之通过插值点列P �i ( i = 0, 1, �, n) 且在该点处的单

位切向量为T�i .

首先,将插值点列 P �i ( i = 0, 1, �, n) 和单位切向量T�i

投影到坐标面 ox y 得到 n + 1 个点 P i 和 n + 1 个单位向量

Ti (将投影向量单位化) ;其次, 利用第 3节中的方法构造 ox y

面上的G1样条插值曲线 �x y : P ( t) ,构造曲线 �xy 关于坐标面

ox y 的插值柱面� xy ;最后, 曲面� 和插值柱面�x y 的交线� 为

所求的曲面 � 上的插值于点P �
0 , P �1 , �, P�n 的插值曲线(见图 2) . 其交线 � 的方程为:

图 2 � 插值柱面与插值曲线

x( u, v) = �
3

j = 0

P j
i ( x) B j , 3 (

�- t i- 1

ti - t i- 1
) ,

y( u, v) = �
3

j = 0

P j
i ( y ) B j , 3 (

�- ti- 1

t i - t i- 1
) � � u � [ t i- 1 , t i ] ,

z( u, v) = �.

( 4)

交线 � 的求法: 在 ox y 面上取样条插值曲线 � xy 上点

( x 0 , y 0 ) ,代入( 4) 式的第 1, 2 式求出参数 u0 , v0 , 将 u0, v0 代

入曲面 � 的方程R( u, v) = ( x ( u, v) , y ( u, v) , z ( u, v) ) , 得到

插值曲线 � 上的点 R( u0 , v0 ) .

若曲面 �的方程为F ( x , y , z ) = 0, 则交线 �为插值柱面

上的曲线:

F( �
3

j = 0

P j
i ( x ) B j , 3 (

�- ti- 1

t i - t i- 1

) , �
3

j = 0

P j
i ( y) B j , 3 (

�- t i- 1

ti - ti- 1

) ,�) = 0. ( 5)

交线 � 的求法:在 ox y 面上取样条插值曲线� xy 上点( x 0 , y 0 ) , 代入F( x , y , z ) = 0,解得 z = z 0 , 则点( x 0 , y 0, z 0 ) 为插值

曲线 � 上的点 .

定理 3� 插值曲线 � 是G 1 的且在插值点处的单位切向量为 T�i ( i = 0, 1, �, n) .

证明 � 显然 � 过插值点 P �i ( i = 0, 1, �, n) . 现只要证明插值曲线 � 在结点 t i ( i = 0, 1, �, n) 的切向量为 T�i .

当0 < i � n时, 在坐标面 ox y 上,曲线 �xy 的曲线段P 3
i ( u) 的端点处的单位切向量分别为 T i- 1 和 Ti , 曲线段 P3

i ( u) 与

P3
i+ 1 ( u) 在端点处相切于 T i. Ti 提升到曲面 � 上为T�i (该提升是在 �xy 在P i 处的切线关于 ox y 面的投影柱面上进行的) .因

此, T�i 位于插值柱面 � xy 在P �
i 处的切平面上, 而 T�i 又位于曲面 � 在P �

i 处的切平面上.

� 是插值柱面 � xy 与曲面 � 的交线, 所以 � 在 P �
i 处的切线是曲面� 在P �

i 处的切平面�与插值柱面� x y 在 P �i 处的切

平面 �x y 的交线,因此 � 在P �
i 处的切线平行于 T�i ,即 P �i 在插值点P �

i 处的单位切向量为T �i .

5 � 算法与实例
算法步骤如下:

ST EP 1 � 将曲面上的插值点列和单位切向量投影到坐标面 ox y 得到n + 1个点 P i( i = 0, 1, �, n) 和 n+ 1 个单位向

量 Ti (将投影向量单位化) ;

ST EP 2 � 利用 3 中的方法构造 ox y 面上的G 1 样条插值曲线 �x y ;

ST EP 3 � 构造曲线 �x y 关于坐标面 ox y 的插值柱面为 � x y ;

ST EP 4 � 求曲面 � 和插值柱面� x y 的交线� (利用第4 节中的方法求交线 �,不需要用一般曲面求交的方法,这也是该

算法的优点之一) .

图3所示曲面是 z = 9- x 2 - y 2 ,插值数据点为( - 1. 000, 1. 000, 7. 000) , ( 0. 000, 0. 000, 9. 000) , ( 1. 000, 1. 000, 7. 000) ,
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( 2. 000, 2. 000, 1. 000) , 相应的切向量分别为( 0. 250, 0. 400, - 0. 300) , ( 0. 750, 0. 000, 0. 000) , ( 0. 450, 0. 105, - 1. 110) ,

( 0. 750, 0. 750, - 6. 000) .

图 4 所示是球面 x 2 + y 2 + z 2 = 4, 插值数据点 (均在上半平面) 为( - 1. 00, - 1. 00, 1. 414) , ( 0. 000, 0. 000, 2. 000) ,

( 1. 000, 1. 000, 1. 414) , ( 0. 000, 1. 500, 1. 323) , ( - 1. 00, 1. 00, 1. 414) , 相应的切向量分别为 ( 0. 250, 0. 500, + 0. 530) ,

( 1. 000, 0. 000, 0. 000) , ( 0. 000, 1. 000, 0. 710) , ( 1. 000, 0. 000, 0. 000) , ( - 0. 250, - 0. 250, 0. 000) .

图 3 � 曲面 z = 9- x2 - y2 上的插值曲线 � � � � � � � � � 图 4� 半球面上的插值曲线

遗憾的是,文中的方法不适合封闭曲面上任意数据点的情形.笔者下一步的工作是讨论如何用投影柱面的方法解决封

闭曲面上点列的插值问题.
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G1 Continuous Interpolation Curve on Smooth Surface

SU Guo-r ong , YANG Song- lin

( Depart ment o f M athemat ics, Suzhou U niver sity, Suzhou 215006, China)

Abstract: In com puter aided g eo metr ic design, an inter polat ion curve r est ricted on a g iven smo oth surface

is a new research aspect . T he m ain so lut ion is to t ransfer to the comm on curve interpo lation based on the

relat ion betw een the sur face and its parameter dom ain. A new and practical metho d is int roduced in this

paper. The basic idea is as fo llow s: at first the given data points and tangent vector s on the surface ar e

pro jected to a plane, then co nstr uct a spline cur ve inter polat ing the projected data points on the plane.

The intersect cur ve o f the sur face and the pro jecting cylinder of the spline curve is the G
1

continous inter-

polat ion curv e.

Key words: B�zier curve; interpolat ing curve; spline curv e; G
1 continuity
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