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二元 Birkhoff插值泛函组适定性问题

崔利宏,杨 爽
(辽宁师范大学数学学院,辽宁 大连 116029)

摘 要:主要研究了二元 Birkhoff插值泛函组适定性问题.在过去已得到的构造适定二元切触插值泛函组的基础上 ,给

出了构造二元 Birkhoff插值适定泛函组的一种新的构造方法 添加平面代数曲线法. 该方法是通过迭加过程来实现的.
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1 相关定义
Birkhoff插值是切触插值的一般情形, 也是切触插值的一个更高层次. 随着近年来插值理论的发展,

Birkhoff插值在解决许多实际问题中发挥了重大作用,因此 Birkhoff插值的理论及方法的研究便成为当今

许多专家学者关注的一个领域.而已有的二元切触插值的某些理论及方法,又给二元 Birkhoff插值的进一

步研究提供了许多依据. 笔者通过对二元二次 Birkhoff插值空间使用一种迭加方法 添加代数曲线法,

对构造适定的二元 Birkhoff插值空间泛函组问题作了进一步研究.

定义 1
[ 1]

一个多元 Birkhoff插值格式( E, P s ) 由如下 3个部分构成:

( 1) 一个结点集 Z = { zq }
m
q= 1 = { ( x q, 1 , , xq, d ) }

m
q= 1 ;

( 2) 一个插值空间 P s = { p | p ( z ) = p ( x1 , , xd ) =
i S

aix
i
1
1 x

i
d
d } ,其中 S 是N

d

0 的一个低子集(一

个N
d
0 的子集称为一个低集,如果 0 j k ik , k = 1, , d 及 i S 蕴涵j S) ;

( 3) 一个关联矩阵 E(实际上是一个 d + 1维数组) = ( e q, ) , q = 1, , m , S, 其中 eq, = 0或 1.

Birkhoff插值问题的实质就是对任意给定的实数组 c q, (对于 q , 应有 eq, = 1) ,去寻找一个多项式 p

P s ,使之满足插值条件
1

+ +
d

x 1
1 x d

d

p ( z q ) = cq, .

多元 Birkhof f插值问题 给定一个实数集

{ f
( i)
A R | A A i , i = 0, 1, , t } , ( 1)

去寻找一个多项式 p P
( s)
n , 使得

DA ( Q i ) p = f
( i)
A A A i , i = 0, 1, , t . ( 2)

满足( 2) 式的多项式 p 被称之为Birkhoff插值多项式,而集合 = { DA ( Qi ) | A A i , i = 0, 1, , t }

被称之为关于 P
( s)
n 的一个 Birkhoff插值泛函组.

定义 2
[ 1]

如果存在唯一一个多项式 p P
( s )
n 满足( 2) 式, 那么称 Birkhoff插值问题( 1) ( 2) 为适定
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Birkhoff插值问题,并且称 是关于P
( s)
n 的一个 Birkhoff插值适定泛函组.

沿平面代数曲线的 Birkhoff插值问题:设 k 为正整数, r 为非负整数,定义
[ 2]

dn, ( k ) =
n + 2

2
-

n - ( + 1) k + 2

2
=

( n + 1) ( n + 2) / 2 n < ( + 1) k ,

k( + 1) [ 2n + 3 - ( + 1) k ] / 2 n > ( + 1) k ,

其中 en . r ( k) = ( n - rk ) k -
k - 1

2
+ 1.

设 q ( x , y ) = 0为平面上一条 k 次无重复分量代数曲线, B = {Q
( r)
i | i = 1, , en. r ( k) ; r = 0, , }

为该曲线上的一个 Birkhoff插值泛函组.对于每一个任意给定的数组{f
( r )
i | i = 1, , en. r ( k) ; r = 0, ,

} , 寻找一个多项式 p ( x , y ) P
( 2)
n ,使之满足如下插值条件:

r

rp ( Q
( r )
i ) = f

( r )
i i = 1, , e n. r ( k ) ; r = 0, , , ( 3)

其中
r

rp ( Q
( r )
i ) 表示在 p ( x , y ) 曲线 q( x , y ) = 0上泛函组 B 中点Qi ( i = 1, , en. r ( k ) ) 处沿该曲线的 r

阶法向导数.

定义3
[ 1]

如果对于每一个任意给定的数组{f
( r )
i | i = 1, , e n. r ( k ) ; r = 0, , } ,方程组( 3) 总存在

1组解,那么称 B = { Q
( r )
i | i = 1, , e n. r ( k ) ; r = 0, , } 为沿 k 次代数曲线q ( x , y ) = 0的一个 n 次r

阶 Birkhoff插值适定泛函组, 并简记为 B I
(2)
n. r ( q) (这里 I

(2)
n. r ( q) 代表位于曲线 q( x , y ) = 0上的所有 n次

r 阶 Birkhoff插值适定泛函组的集合) .

注1 以下 2个命题等价
[ 3]

:

( 1) 如果对于任给的数组{f
( r )
i | r = 0, 1; i = 1, , en. r ( k ) } ,方程

r

rp ( Q
( r)
i ) = f

( r )
i ( r = 0, 1; i = 1,

, e n. r ( k ) ) 总存在唯一解.

( 2) 如果存在一个多项式 p ( x , y ) P
( 2)
n ,满足齐次Birkhoff插值条件

r

rp ( Q
( r)
i ) = 0( r = 0, 1; i = 1,

, e n. r ( k ) ) 蕴含沿曲线 q ( x , y ) = 0,恒有 p ( x , y ) = 0.

2 定理及其证明
定理1

[ 4]
假设 = {D A ( Qi ) | A Ai , i = 0, , t } 是关于 P

( 2)
2 的一个Birkhoff插值适定泛函组, 而

B = { Q
( r)
i | r = 0, 1; i = 0, , e 2. r ( k ) } I

( 2)
2+ 2 k. r ( q) ,且 B = ,则 B必定构成关于P

(2)
2+ 2 k 的一

个Birkhoff插值适定泛函组(当 r = 0, k = 1时, B 必定构成关于P
( 2)
3 的一个 Birkhoff 插值适定泛

函组) .

为了证明定理 1,需要如下引理:

引理 1
[ 1]

假设 B = { Q
( r)
i | r = 0, 1; i = 1, , e n. r ( k ) } 是位于 k 次无重复分量代数曲线q ( x , y ) =

0上的一个Birkhoff插值泛函组, 则 B能够做成沿 q( x , y ) = 0的 n次 1阶 Birkhoff插值适定泛函组的充要

条件是:对任何一个满足齐次Birkhoff插值条件
r

rp ( Q
( r)
i ) = 0( r = 0, 1; i = 1, , e n. r ( k ) ) 的多项式 p ( x ,

y ) P
( 2)
n ,一定能够表示成分解 p ( x , y ) = [ q( x , y ) ]

2
r 1 ( x , y ) , 其中 r1 ( x , y ) P

(2)
n- 2k .

证明 由注 1充分性显然.下面只须证明必要性.

由于 B = { Q
( r)
i | r = 0, 1; i = 1, , en. r ( k ) } I

( 2)
n. r ( q ) , 并且存在多项式 p ( x , y ) P

( 2)
n 满足齐次

Birkhoff插值条件
r

rp ( Q
( r )
i ) = 0( r = 0, 1; i = 1, , en . r ( k) ) ,因此当 r = 0时, B = { Q

( 0)
i | r = 0; i = 1,

, e 0. r ( k ) } I
( 2)
n. 0 ( q) .由注1,沿曲线 q( x , y ) = 0恒有 p ( x , y ) = 0,也就是说,曲线 p ( x , y ) = 0与 q( x ,

y ) = 0的每一个因子都交于无穷多个点, 但 q ( x , y ) = 0为无重复分量的, 则有 p ( x , y ) = q ( x , y )

r ( x , y ) .
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下证 r = 1时成立.

对 p ( x , y ) = [ q ( x , y ) ]
2
r ( x , y ) 两端求1阶导数( Q

( 1)
i B ) ,并使用Leibniz微分公式

[ 5]
,得 r( Q

( 1)
i )

= 0, i = 1, , en .1 ( k ) . 但是 B I
(2)
n. 1 ( q ) ,并且 e n. 1 ( k ) = ( 2- k ) -

( k - 2) ( k - 1)
2

+ 1,这意味着一个 n

- k次代数曲线r ( x , y ) = 0与另一个 k次曲线q( x , y ) = 0相交于( n - k) - ( k - 2) ( k - 1)
2

+ 1个相异点.

由Cayley-Bacharach定理
[ 6]
知,它们必相交于余下的

( k - 2) ( k - 1)
2

个点,即相交于( n - k ) k + 1个

交点.

由 Bezout定理
[7]
知, r ( x , y ) = q ( x , y ) r1 ( x , y ) ,所以 p ( x , y ) = [ q ( x , y ) ]

2
r 1 ( x , y ) . 必要性得证.

定理 1的证明 全部的条件数为

dim P
( 2)
2 +

1

r = 0
e 2+ 2k. r ( k) =

2 + 2

2
+

1

r = 0
[ ( 2+ 2k - rk) k -

k - 1

2
+ 1] = 2k

2
+ 7k + 6.

而 dim P
( 2)
2+ 2 k =

2+ 2k + 2

2
= 2k

2
+ 7k + 6,即全部条件数准确地等于多项式空间 P

( 2)
2+ 2k 的维数.

由注 1可知,只需证明仅存在零多项式满足所给的齐次 Birkhoff插值条件即可.

假定存在多项式 p ( x , y ) P
( 2)
2+ 2k 满足如下齐次 Birkhoff插值条件:

( D Ap ) ( Qi ) = 0 Qi N,
r

rp ( Q
( r )
i ) = 0 Q

( r )
i B . ( 4)

由( 4) 式和 B I
(2)
2+ 2k. r ( q ) ,而 p ( x , y ) P

( 2)
2+ 2k , 由引理 1知,存在一个多项式 r ( x , y ) P

( 2)
2 ,使得

p ( x , y ) = [ q( x , y ) ]
2
r ( x , y ) . ( 5)

对( 5) 式两端求 2阶导数, 得 0 = ( DAp ) ( Qi ) = DA ( [ q( x , y ) ]
2
r ( x , y ) ) ( Qi ) , Qi N.

使用 Leibniz微分公式有( DAr ) ( Qi ) = 0, Qi N.

但是 是关于P
( 2)
2 的 Birkhoff插值适定泛函组,故由注 1,有 r( x , y ) = 0.

由 p ( x , y ) = [ q ( x , y ) ]
2
r ( x , y ) 可知 p ( x , y ) = 0,则 B 必定构成关于P

(2)
2+ 2k 的一个 Birkhoff插

值适定泛函组.

3 定理的举例

例1 设 1 = { ( 1, 0) , ( 0, 1) , (- 1, 0) , ( 0, - 1) , (
2
2

,
2
2

) } 为单位圆周 x
2
+ y

2
- 1 = 0上的点, 2 =

{ (-
2

2
, -

2
2

) } 为点(
2
2

,
2
2

) 的方向导数,令 = 1 2 为单位圆周 x
2

+ y
2

- 1 = 0上的 Birkhoff插

值适定泛函组. B = { (- 1, 1) , ( 0, 0) , ( 1, - 1) ( 2, - 2) } I
( 2)
3,0 ( x + y = 0) ,且 B = , 则由定理 1可

知 B 可构成关于P
( 2)
3 的一个 Birkhoff插值适定泛函组.

事实上,设

p ( x , y ) = a1x
3
+ a2x

2
y + a3 xy

2
+ a4y

3
+ a5x

2
+ a6xy + a7y

2
+ a8x + a9 y + a10 , ( 6)

则

p ( x , y )
n

=
p ( x , y )

x
cos +

p ( x , y )
y

sin . ( 7)

(
2
2

,
2
2

) 的方向导数为(-
2
2

, -
2

2
) ,即 cos = -

2
2

, sin = -
2

2
. 将上述条件代入( 7) 式, 将点代入( 6)

式,得到以 a1 , a2 , a3 , a4 , a5 , a6 , a7 , a8 , a9 , a10 为未知量的齐次线性方程组,令其系数行列式为 det ( A) .

由 det( A) = 576 0可知,给定任意一个{f ( x i , yi ) | i = 1, , 10} ,都存在唯一的多项式 p ( x , y ) 满
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图 1 单元圆的二元 Birkhoff插值

足题中条件,即所给插值泛函组为Birkhoff插值适定

泛函组.

若被插函数为 f ( x , y ) = 2
x+ y

,则确定的二元三

次多项式为

p ( x , y ) = 0. 084 3x
3
+ 0. 232 1x

2
y + 0. 232 1xy

2
+

0. 084 3y
3
+ 0. 250 0x

2
+ 0. 250 0y

2
+

0. 500 0xy + 0. 665 7x +

0. 665 7y + 1. 000 0.

其图像如图 1所示.
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Properly Posed Set of Functionals for Bivariate Birkhoff Interpolation

CUI L-i hong, YANG Shuang

( School of Mathematics, Liaoning Normal University , Dalian 116029, Liaoning China)

Abstract: This paper mainly deals with the properly posed set of functionals for bivariate Birkhoff interpolat ion. By

means of the theory and method of constructing the properly posed set of functionals for bivariate osculatory interpola-

tion, the paper gives a new constructive method of properly posed sets of functionals in bivariate Birkhoff interpolation:

plane algebraic curve superpositon process. Which is realized by superimposition.

Key words: bivariate Birkhoff interpolat ion; properly posed sets of functionals; plane algebraic curve
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