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参数Markov决策过程的随机逼近算法

胡光华
(云南大学 数学系,云南 昆明 � 650091)

摘要: 讨论平均报酬参数马氏决策过程的随机梯度算法,利用与折扣报酬的关系, 给出了目标函数的梯度

的一个新的表达式. 同时得到了基于单一样本路径的随机逼近算法, 最后证明了算法以概率 1 收敛到其梯度.
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� � 用仿真的方法求解马氏决策过程( MDP)近几

年来引起了不少学者的注意. 求解的方法可分 3

种, 一是逼近值函数从而求出最优策略, 如

Watkins[ 1]的 Q- 学习算法和Williams[ 2]的梯度算

法;二是直接通过仿真的方法逼近由一参数向量所

确定的最优策略[ 3] , 另外就是将两者结合起来的

�行动- 评价 方法[ 4]
.

本文考虑用第 2种方法求解平均报酬参数马

氏决策过程,利用随机逼近的方法直接求出最优参

数所确定的参数 MDP 的最优策略;给出了一种与

文献[ 3]不同的基于折扣准则的随机逼近算法.并

讨论了算法以概率 1的收敛性.

1 � 模 � 型

考虑离散时间、有限状态集 S = {1, 2, !, N }

的时齐马氏链{ X t , t = 0, 1, 2, !} . 其状态转移概

率矩阵依赖于某 R
K 空间中的参数向量� ∀ R

K
,即

P( �) = ( p ij ( �) ) N #N .其中,对 � i , j ∀ S ,

p ij ( �) = P( X t+ 1 = j | X t = i , �)

在状态 i ∀ S 系统获一瞬时报酬也与参数向量有

关,记为 r ( i , �) .这样参数 �充当了控制策略的作

用;取不同的 �, 系统就会有不同的状态转移矩阵

和报酬函数.称该模型为参数 MDP.

通常意义下的马氏决策过程∃S , A , P , r%很

容易转换为上面的参数 MDP .例如,若设行动集 A

= {1, 2, !, M } ,因一个随机平稳策略 �是满足对

任意 i ∀ S , &
a ∀ A

�a( i ) = 1的 S 到[ 0, 1] M 上的映

射, 对 � ∀ R
K
,若给定关于 �的连续可微的基函数

族{ f a ( i , �) : a ∀ A , i ∀ S } ,则取策略 �在状态 i

取行动 a 的概率为

�a( i , �) =
f a ( i , �)

&
a∋∀ A

f a∋( i , �)
,

则不同 �的便确定不同的策略.此时参数 MDP 中

的转移概率和报酬函数为

p ij ( �) = &
a ∀ A

�a* i , �) p ij ( a) ,

r ( i , �) = &
a ∀ A
�a ( i , �) r ( i , a) .

设 Q = { P( �) : � ∀ R
K
} , �Q表示Q的闭包, 其

元素仍为随机矩阵.本文始终假设:

假设 1 � �P ∀ �Q 所确定的马氏链是不可分、
非周期的.

假设 2 � 对 � i , j ∀ S 及 � ∀ R
K
, p ij ( �) 和

r ( i , �) 有界,有连续二阶导数; 且其一、二阶导数

有限.

目标函数有 2种准则,分别是

(1) 折扣报酬:对任意 i ∀ S ,

J ( i , �) = lim
T ( )

E� &
T- 1

t= 0
 
t
r ( X t , �) | X 0 = i ,

这里 E�表示对转移概率矩阵为 P ( �) 的马氏链

{ X t } 求期望.

(2) 平均报酬:
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!( �) = lim
r ( )

E� &
T- 1

t= 0
r ( X t , �)

T
.

由假设1可知, 对任意给定的 �∀ R
K
, !( �)有

定义且与初始状态无关; 此时由 P( �) 所确定的马

氏链为遍历的且存在平稳分布 ∀( �) = ( ∀1( �) ,

!, ∀N ( �) ) T 满足

∀T
( �) P ( �) = ∀T ( �) , (1)

∀T
( �) e = 1

这里, ∀
T
表示列向量 ∀的转置, e = ( 1, 1, !, 1) T

∀ R
N
.此时, 由文献[ 5] 知,平均报酬等于

!( �) = &
N

i = 1

∀i ( �) r ( i , �) = ∀T
( �) r ( �) , (2)

其中 r ( �) = ( r ( 1, �) , !, r (N , �) ) T 为报酬向量

函数. 有了平稳分布的概念后, 便可定义期望折扣

报酬 ! ( �) 如下

! ( �) = &
N

i= 1
∀i ( �) J ( i , �) =

∀T ( �) J ( �) . (3)

引理 1 � 折扣报酬目标函数满足

J ( �) = r ( �) +  P( �) r ( �) +

 2P2
( �) r ( �) + ! (4)

且 J ( �) 满足 Bellman方程

J ( �) = r ( �) +  P( �) J ( �) .

引理 2 � ∀( �) , ! ( �) 和 !( �) 均二阶可微,且

具有有限的一、二阶导数.

引理 1的证明见文献[ 5] ; 而引理 2的证明见

文献[ 3] .

本文求解的问题是:求参数 � ∀ R
K 使得!( �)

或 ! ( �) 最大.下定理说明两目标函数是一致的.

定理 1 � 对任意 � ∀ R
K 和  ∀ (0, 1) ,有

! ( �) =
!( �)
1 -  

.

证明 � 由(3) 式和(4) 式

! ( �) = ∀T ( �) J ( �) ,

J ( �) = r ( �) +  P( �) r ( �) +

 2P2
( �) r ( �) + !

考虑到平稳策略满足 ∀T
( �) P ( �) = ∀T ( �) ,故有

! ( �) = ∀
T
( �) lim

n( ) &
n

t= 0
 
t
P
t
( �) r ( �) =

lim
n( ) &

n

t= 0
 t!∀T ( �) P t

( �) r ( �) =

lim
n( ) &

n

t= 0

 t∀T ( �) r ( �) =
!( �)
1 -  

证毕.

2 � 随机逼近算法

文[ 3] 中给出了 !( �) 的梯度为

 !( �) = ∀
T
( �) (  r ( �) +  P ( �) v ( �) ,

其中 v 为相对值函数,第 i 个分量定义为

v ( i , �) =

E� lim
T ( ) &

T- 1

t= 0

( r ( X t , �) - !( �) ) | X 0 = i .

其计算过程涉及到平稳分布 ∀( �) , !( �) 及值

函数 v ( �) ,较为复杂. 利用平均报酬与折扣报酬的

关系,本文给出另外一个 !( �) 的梯度的表达式.

定理 2 �

 !( �) = (1 -  )  ∀T ( �) J ( �) +

∀T ( �) (  r ( �) +   P( �) J ( �) )

证明 � 由 Bellman方程得

r ( �) = J ( �) -  P ( �) J ( �) .

又对(1) 式两边求梯度,得

 ∀T ( �) ( I - P ( �) ) = ∀
T
( �)  P( �) , ( 5)

再对(2) 两边求梯度并将(5) 式代入得

 !( �) =  ∀T
( �) =

 ∀T
( �) ( J ( �) -  P( �) J ( �) ) +

∀T ( �)  r ( �) =

 ∀T
( �) ( ( I -  1) +  ( I -

P ( �) ) J ( �) + ∀T
( �)  r ( �) =

(1 -  )  ∀T ( �) J ( �) +

∀
T
( �) (  r ( �) +   P( �) J ( �) )

证毕.

若给定参数向量 �, 则 ∀( �) , J ( �) 也就唯一

确定,从而可由定理 2求出梯度  !( �) ,再用梯度
下降法

�k+ 1 = �k + #k  !( �k)

便可求出使目标函数 !( �) 极大的参数 �.其中 #k

为步长. 但求解 ∀( �) , J ( �) 较困难, 有时甚至是

不可能的(如当系统模型全部或部分未知时) .此时

若能求出梯度  !( �) 的一个带噪声的观察值
d( �) ,就可由如下的随机梯度法求解

�k+ 1 = �k + #kd ( �k) .

下面讨论如何给出恰当 d ( �) 的的表达式以

估计梯度  !( �) .
引理 3 � lim

 ∗ 1
( 1-  ) J ( �) = e!( �) . ( 6)

证明见文献[ 5] .
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定理 3 � 设

D (  , �) = ∀( �) T
(  r ( �) +  P ( �) J ( �) ,

(7)

则有

lim
 ∗ 1

D(  , �) =  !( �) .

证明 � 由 ∀T
( �) e = 1可知

 ∀T ( �) e = 0.

于是,由定理 2

 !( �) = (1 -  )  ∀T
( �) J ( �) +

∀T ( �) (  r ( �) +   P( �) J ( �) ) =

 ∀T
( �) ( 1-  ) J ( �) + D(  , �) ,

两边取  单增趋于 1的极限并注意到(6) 式得

 !( �) =  ∀T
( �) e!( �) + lim

 ∗ 1
D(  , �) =

lim
 ∗ 1

D (  , �) , � � 证毕.

由定理 3可知, 当  趋于 1时, D (  , �) 便是

 !( �) 的近似.下面考虑如何通过一样本路径来
逼近 D(  , �) . 首先对转移概率 p ij ( �) 作如下假

设:

假设3 � 对任意 i , j ∀ S 和� ∀ R
K
,存在有界

函数 L ij ( �) ,使得

 p ij ( �) = p ijL ij ( �) .

易见, 当 p ij + 0 时, L ij ( �) =
 p ij ( �)
p ij ( �)

=

 lnp ij ( �) ,相当于梯度似然比.另外, 当存在∃> 0

使对任意 i , j ∀ S 都有

p ij ( �) = 0或者 p ij ( �) , ∃

的话,则假设 3成立.

将(7) 式展开

D (  , �) =

&
N

i = 1
∀i ( �)  r ( i , �) +  &

N

j= 1
p ij ( �) J ( j , �) =

&
N

j = 1
∀i ( �)  r ( i , �)+ &

N

i = 1
&
N

j= 1
∀i ( �) p ij ( �) J ( j , �) .

设给定参数向量 � ∀ R
K 和折扣因子  ∀ (0,

1) ,状态转移概率矩阵为 P( �) 的一个样本状态系

列为{ i 0, i 1, i 2, !, in , !} . 由渐进平稳性, 若任意
的 i , j ∀ S , r ( i , �) 和 L ij ( �) 是已知的.这样,上

式右端的第 1项便可用  r ( i 0, �) ,  r ( i 1, �) , !
的平 均 来 逼近; 同样, 第 2 项 也 可 视为

L i
0
i
1
( �) J ( i 1) , L i

1
i
2
( �) J ( i 2) , !的平均的  倍.

定理 4 � 设假设 3成立, 由 P( �) 产生的一个

样本状态序列为{ i 0, i 1, i 2, !, in , !} ,令

dT (  , �) =

1
T &

T- 1

t= 0

 r ( i , �)+  L i
1
i
t+ 1
( �) &

T

s = t+ 1
 s- t- 1

r ( i s, �) ,

则以概率 1

lim
T ( )

d r (  , �) = D (  , �)

成立.

证明 � 设转移概率矩阵 P( �) 产生的马氏链为

{ X 0, X 1, X 2, !},而{ i0, i 1, i2, !} 为一样本路径.由

假设 1知样本序列{ i 0, i 1, i 2, !, in , !} 是渐进平稳

的.由遍历理论知,等式(8) 和(9) 以概率 1成立.

E�(  r ( X t , �) ) = lim
T ( )

1
T &

T- 1

t= 0

 r ( it , �) , ( 8)

E�( LX
t
X
t+ 1
( �) J ( X t+ 1, �) ) =

lim
T ( )

1
T &

T- 1

t = 0

L i
t
t
t+ 1
( �) J ( it+ 1, �) , ( 9)

又

E�(  r ( X t , �) ) = &
N

i= 1
∀( i , �)  r ( i , �) =

∀T ( �)  r ( �) ,
E�( LX

t
X
t+ 1
( �) J ( X t+ 1, �) ) =

&
N

i= 1
&
N

j = 1

∀( i , �) p ij ( �) L ij ( �) J ( j , �) =

∀T
( �)  P ( �) J ( �) ,

所以, (8) , (9) 式变为

∀T
( �)  r ( �) = lim

T ( )

1
T &

T- 1

t = 0

 r ( it , �) ,

� � � � � � � � � � � � w . p. 1 (10)

 ∀T
( �)  P( �) J ( �) =

 lim
T ( )

1
T &

T- 1

t= 0

L i
t
i
t+ 1
( �) J ( it+ 1, �) ,

� � � � � � � � � � � � w . p. 1 (11)

另一方面

lim
T ( )

1
T &

T- 1

t = 0
L i

t
i
t+ 1
( �) J ( i t+ 1, �) =

lim
T ( )

1
T &

T- 1

t = 0

L i
t
i
t+ 1
( �) −

&
T

s = t+ 1

 s- t- 1
r ( i s, �) + &

)

S = T+ 1

 s- t- 1
r ( i s, �) ,

由假设 2和假设 3可知,上式的右端展开后第

2项满足

1
T &

T- 1

t= 0

L i
t
i
t+ 1
( �) &

)

s= T+ 1

 s- t- 1
r ( is, �) .

1
T &

T- 1

t= 0
| L i

t
i
t+ 1
( �) | &

)

s = T+ 1
 
s- t- 1

| r ( is, �) | .
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C
T &

T- 1

t = 0
&
)

s= T+ 1

 s- t- 1
=

C
T

1-  T

(1 -  )
2 ( 0 � ( T ( ) ) .

于是

lim
T ( )

1
T &

T- 1

t= 0
L i

t
i
t+ 1
( �) J ( i t+ 1, �) =

lim
T ( )

1
T &

T- 1

t= 0

L i
t
i
t+ 1
( �) &

T

s= t+ 1

 s- t- 1
r ( is, �) ,

将其代入(11) 并加上(10) 即得

D (  , �) = lim
T ( )

1
T &

T- 1

t = 0

 r ( it , �) +

 L i
t
i
t+ 1
( �) &

T

s= t+ 1

 s- t- 1
r ( i s, �) =

lim
T ( )

dT (  , �) , � � � � � � � �

证毕.

于是,本文给出的基于随机梯度的参数 MDP

求解方法如下:

给定正整数 T ,折扣因子  ∀ (0, 1) 及 k 时刻

的参数向量 �k ∀ R
K
, 如下产生下一个参数向量

�k+ 1 = �k + #kdT (  , �k) ,

其中, dT (  , �k) 由( 7) 式所确定, #k 为步长,满足

&
)

k = 0
#k = ) 和 &

)

k= 0
#
2
k < ) ,

一个易实现的求 dT (  , �k) 的递推算法如下:

设由转移概率矩阵 P( �) 产生的样本路径为:

{ i 0, i 1, i 2, !, iT } .

( i) 令 z 0 = 0, d 0 = 0, z 0, d 0 ∀ R
K
;

( ii) t = 0到 T - 1, 循环做

z t+ 1 =  ( z t + L i
t
i
t+ 1
( �) ) ,

d t+ 1 = d t +
1

t + 1
(  r ( it+ 1, �k) +

� � � r ( i i+ 1, �k) z k+ 1- d t ) ;

( iii) 返回 dT (  , �k) = dT .

说明:

( a) 理论上  应十分接近 1, 但实际上  并不

需要很接近 1(如 0. 9即可) , 否则还会使算法方差

很大.

(b) 每次返回 dT 后, 下一样本路径的初始状

态 i 0可取为上一样本路径的终止状态 iT . 事实上,

由于步长很小, �k+ 1 的 �k 差异不大,即平稳分布变

化不大, 这样可保证样本状态较快服从平稳分布.
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A stochastic approx imation for parameters M arkov decision processes
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Abstract: A stochastic gradient algorithm for average rew ard M arkov decision processes ( MDP) that de!
pends on a parameter vector is proposed. A new gradient of the object function is given and a stochastic ap!
prox imat ion algorithm that bases on a sing le sample path is presented. F inally, a converg ence of the gradient

( w ith probability 1) is provided.
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