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完全离散二项风险模型下有限时间内的生存概率问题
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摘要: 应用分析方法研究了保险公司在完全离散复合二项风险模型下的生存概率问题, 得到了生存到固

定时刻 n 及在时刻 n 恰好发生了 k 次赔付且盈余为某数 x ( x � 0) 的概率公式;并由此得到有限时间内的生存

概率公式 .
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� � 经典风险理论, 主要处理保险事务中的随机风
险模型,研究在有限时间内的生存概率、破产概率

以及最终破产等问题.关于这方面的研究, 研究得

较多的是连续时间模型. Feller, Gerbert 和 Gordon

E. Willmot将随机过程的理论与方法应用于这一

研究, 取得了许多较好的结果
[ 1, 2]

. 对离散时间模

型的研究较少[ 3] , 且大都停留在完全离散的复合

二项风险模型上. 在此模型下, Gordon E. Will�
mot [ 4]研究了有限时间内的生存概率. 成世学和伍

彪[ 5]研究了生存到固定时刻 n ,并且在此时刻 n的

盈余为某数 x ( x � 0) 的概率.在假定 c = 1( c为

单位时间内收取的保费) 时, 龚日朝、杨向群[ 6] 研

究了生存到固定时刻 n,在此时刻 n 恰好发生第 k

次赔付而且在此时刻n 的盈余为某数 x ( x � 0) 概

率公式.在保险公司的实务中, 更关心到某时刻为

止发生赔付的总次数,因此,在一定的假设条件下,

假定 c取任意正整数,本文得到了生存到固定时刻

n,在此时刻 n 为止恰好发生了 k 次赔付而且在此

时刻n 的盈余为某数 x ( x � 0) 的概率公式.

1 � 复合二项风险模型的定义与实际背景

定义1 � 设 u  Z= {0, 1, 2, 3, !} , c  Z
+ ∀

{1, 2, 3, !} , 给定在某概率空间( � , F, p ) 上的:

(1) 取值于 Z
+ 的独立同分布随机变量 Yi , i

= 1, 2!,其分布为: P { Y = j } = p j , j = 1, 2, !.

(2) 具有参数 p 的二项随机序列 N ∀
{N ( n ) }

#
n= 0, p  (0, 1) .即 N 具有零初值、平稳独

立增量性,且具有参数为 p , 项数为 n 的二项分布

B( n, p ) .如果 N ∀ { N ( n ) }
#
n= 0与{ Yi }

#
i = 1相互独

立, 令

U( n ) = u + cn - ∃
N ( n)

i = 1
Yi , n = 0, 1, 2, !.

( 1)

则称(1) 为完全离散复合二项风险模型. 记为

{ U( n) }
#
n= 0.

模型的实际背景:

在保险公司的事务中,我们假定:

(1) 只在离散时刻 n 进行至多一次赔付并收

取保费, 在连续时间段( n - 1, n] 中进行的赔付以

及收取的保费均视为在时刻 n 进行的.

(2) 保险公司在时刻 n = 0 时有初始资本

u( u � 0) , 公司的唯一收入是获取保费收入,假定

单位时间的收入为 c 元.

(3) 保险公司仅有的支出是投保人发生事故

后, 公司对其的赔付,我们假定:

( i) 公司在时刻 n 进行赔付的次数 �n 有二点

分布:

P { �n = 1} = p , P { �n = 0} = q, �n = 1, 2,

!,

其中, p + q = 1, 0 < p < 1, N ( n ) 为时刻 n为止

� 收稿日期: 2003- 04- 26

� 基金项目:云南省金融数学省院省校合作项目.

� 作者简介:乔克林( 1964- � ) ,男,延安大学讲师,云南大学在读硕士,主要从事金融数学的理论与应用研究.



赔付的总次数, 即

N (0) = 0, N ( n ) = ∃
n

k= 1
�k , � n = 1, 2, !.

在实际中{ �n : n = 1, 2, !} 相互独立,因而易

证 N ∀ { U( n ) }
#
n= 0是参数取 p 的二项随机序列,

证明见文献[ 7] .

( ii) 第 i 次的赔付量为 Y i , 而且{ Yi }
#
i = 1 为取

正值的独立同分布随机变量序列, 于是到时刻 n为

止的总赔付量 S ( n ) ∀ ∃
N ( n )

i= 1

Y i ,约定 S ( n) = 0,若

N ( n) = 0. 进一步假定 E ( Y) =  < + # ,

E [ S ( n) ] < cn .

(4) 在实际中,我们假定 N = { U( n) }
#
n= 0和

Y = { Y i }
#
i = 1独立.

根据以上假设, 记保险公司在时刻 n的盈余资

本为 U( n) , 则

U( n) = u + cn - s ( n ) , �n = 0, 1, 2, !

这样,保险公司的盈余过程为{ U( n ) }
#
n= 0.

对于 { U( n ) }
#
n= 0, 保险公司关心的重要问题

之一是:到某一时刻为止生存的概率或者破产的概

率.这里, 所谓破产定义为盈余资本为负,盈余为负

的最小时刻我们定义为破产时,即

! ∀ min( n  Z
+

, U( n) < 0) . (2)

我们采用如下几个记号

∀ ( k )
( u , n, x ) ∀ P

u
{ U( n) = x , T n = k , ! > n }

(3)

表示生存到固定时刻 n, 在此时刻 n为止恰好发生

了 k 次赔付而且在此时刻n 的盈余为某数 x ( x �

0) 的概率.

∀( u, n, x ) ∀ p
u
{ U( n) = x , ! > n } (4)

表示生存到固定时刻 n, 在此时刻 n的盈余为某数

x ( x � 0) 的概率.

∀( u, n) ∀ p
u
{ ! > n} (5)

表示生存到固定时刻 n 的概率.

其中: T n 表示到时刻 n为止赔付的总次数,本

文中记 p
u
{* } ∀ p

u
{ * | U(0) = u } .

2 � 几个引理

定义 2 � 给定 u  Z , c  Z
+

,设 X i , i = 1,

2, !是独立同分布的取值于 Z 的随机变量序列,

公共分布为 #,且

P ∀ #( (0, + # ) ) = P {X i > 0} > 0,令

U
*

( n) = u + cn - ∃
n

i= 1

X i , n = 0, 1, 2, !,

称{ U
*

( n ) }
#
n= 0 为 U

*
- 型离散风险模型.

引理 1
[ 7] � 对于离散型风险模型{ U( n) }

#
n= 0

和{ U
*

( n) }
#
n = 0 二者是等价的, 即二者可相互转

化.

我们定义安全负荷系数 ∃ ∀ c - p  
p 

> 0.

引理 2
[ 6] � 对于 { U( n ) }

#
n= 0, 若 ∃> 0, 则

lim
n %+ #

U( n) = + # , a. s. - P .

引理3
[ 6] � { U( n) }

#
n= 0是一个齐次Markov过

程.

引理 4
[ 8] � 设 L 是复平面C 上包围原点闭曲

线,复变量函数 %( z ) 在曲线 L 及其内部解析, 记

A ∀ { t  C : | t%( z ) | < | z | , � z  L } ,则对任

意的 t  A ,有:

( i) 关于 �的方程�= t%( �) 在曲线 L 的内部

有一解 �= �( t ) .

( ii) 设复变函数 f ( z ) 在 L 及其内部解析, 则

f ( �( t ) ) = f (0) + ∃
#

n = 1

t
n

n!
dn- 1

ds
n- 1 &

[ f∋( s ) %n
( s) ] | s= 0.

引理 5 � 设 m , n  Z , 多项式 ∃
#

k = 0
akx

k n
的

展开式中, x
m 的系数为

n! ∃
j  Q ( n , m)

(
m

i = 0

a
j
i

i

j i!
,

其中: Q ( n , m ) ∀ { j = ( j 0, j 1, !, j m) : ∃
m

i= 0

j i =

n, ∃
m

i= 0

ij i = m , j i  Z, i = 0, 1, !, m } .

证明 � 证明较易,因篇幅所限,故略.

3 � 生存概率

定理 1 � 对于{ U( n) }
#
n= 0, 若 P ( Y = ic) =

p i , ∃
#

i= 1
p i = 1; u =  uc,  u  Z.则有:

( i) 若 x 不为 c 的整数倍,则有:

∀ ( k)
( u, n, x ) = 0.

( ii) 若 x 为 c的整数倍,

1) 当 k = n 时,

∀ ( n)
( u , n , x ) =
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n! p
n ∃

j  Q( n,  u- x / c )
(
 u- x / c

i = 0

p
j
i
i

j i!
, x ) u + cn

0 , x > u + cn

2) 当 k < n 时,

∗ 当 x > u + cn 时, ∀
( k )

( u , n, x ) = 0,

+ 当 x = u + cn 时,

∀ ( k )
( u , n , x ) =

1 � � k = 0,

0 � � k > 0.

, 当 0 ) x < u + cn 时,

∀ ( k )
(0, n, x ) =

n!( x / c + 1) p
k
q

n- k

( n - k + 1) !
&

∃
j  Q ( n+ 1, n- x / c ) ;

j
0
= n- k+ 1 � � � �

(
n- x/ c

i= 1

p
j
i

i

j i!
,

∀ ( k )
( u , n , x ) =

n!
q

n- k
p

k

( n - k ) ! ∃
j  Q ( n,  u+ n- x / c) ;

j
0
= n- k � � � � �

(
 u+ n- x / c

i= 1

p
j
i
i

j i!
-

q ∃
n- 1

l= 0
∃
k

m= 0
∃

Q( n- 1- l,  u+ n- l) ;
j
0
= n- 1- l- k+ m � �

∀ ( m)
( 0, l , x ) &

q
n- 1- k- l+ m

p
k- m

( n - 1- k - l + m ) ! (
 u+ n- l

i = 1

p
j
i
i

j i !
.

证明 � 根据假设,结论 i) 显然成立.下面证明

ii) 中的 1) :因为 k = n, 即每一时刻都发生赔付,

且 P ( Y = ic) = p i , ∃
#

i= 1
p i = 1.即当赔付发生时,

赔付量为 c的整数倍,因此,若 x > u + cn,结论显

然成立.下面讨论 0 ) x ) u 的情形.

将时刻 1视为新模型{ U( n) ∀ U( n + 1) , n

 Z} 的开始时刻,则新模型有初始资本 U(0) =

u + c - Y 1, 于是由引理 3,运用模型的 Markov性

及定理的假设得

∀
( n)

( u, n, x ) = p ∃
 u+ 1

i= 1
∀

( n- 1) &

( u + c - ic, n - 1, x ) p i ,

(6)

我们定义母函数

∀
−( n)

( z c, n, x ) = ∃
#

 u= 0
∀

( n)
(  uc, n, x ) z

 u
. (7)

在(6) 式两端同乘 z
 u
, 并关于  u 从 0 到 # 求

和,得

∀
−

( n)
( z c, n, x ) = pP̂ ( z ) ∀

−
( n)

( zc, n - 1, x ) ,

其中 P̂ ( z ) = ∃
#

i= 1

p iz
i
, | z | < 1.

由上式可以看出: { ∀
−

( n)
( z c, n , x ) }

#
n= 0 是关

于 n 的等比数列,公比为 pP̂ ( z ) ,首项为

∀
−

(0)
( z c, 0, x ) = z

x
,

则通项为 ∀
� −

( n)
( z c, n, x ) = p

n
[ P̂ ( z ) ]

n
z

x
.

应用引理 5, 结合(7) 式, 在上式两端比较 z
 u

的系数, 即可得

∀ ( n)
( u , n , x ) = n ! p

n ∃
j  Q ( n ,  u- x/ c)

(
 u- x / c

i= 0

p
j
i
i

j i!
,

于是该命题得证.

在 ii) , 2) 中, ∗ + 结论是显然的,下面证明 ii)

中的 , .

同样,将时刻 1视为新模型{ U( n) = U( n +

1) , n  Z } 的开始时刻,新模型有初始资本  uc+ c

- ∃
N ( 1)

i= 0

Y i ,于是由引理 3, 运用模型{ U( n) }
#
n= 0 的

Markov性于时刻 1,考虑赔付量的大小,结合全概

率公式, 得

∀
( k)

(  uc, n , x ) =

q∀ ( k )
(  uc + c, n - 1, x ) +

p ∃
 u+ 1

i= 1
∀ ( k- 1)

)  uc + c - ic, n - 1, x ) p i ,

引进母函数

∀
^ ( w)

(  uc, n , x ) = ∃
#

k= 0
∀

( k )
(  uc, n, x ) w

k
,

� � | w | < 1. ( 9)

在(8) 式的两端同乘 w
k
,并关于 k 从0到 # 求

和, 并且注意到

∀ (0)
(  uc, n, x ) = ∀ ( 0)

(  uc+ c, n- 1, x ) = 0,

得

∀
^ ( w)

(  uc, n , x ) = q∀
^ ( w)

(  uc + c, n - 1, x ) +

pw ∃
 u+ 1

i= 1

∀
^ ( w )

(  uc + c - ic, n - 1, x ) p i . (10)

定义

Ŝ
( w)

( zc, n, x ) ∀ ∃
#

 u = 0

∀
^ ( w )

(  uc, n , x ) z
 u
,

� � � � � � � � � � | z | < 1. (11)

在( 10) 式两端同乘 z
 u
, 并关于  u 从 0到 # 求

和, 得

zŜ
( w)

( z c, n, x ) = ĝ ( z , w ) Ŝ
( w )

( z c, n - 1, x ) -

q∀ ( w)
(0, n - 1, x ) , (12)
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其中 ĝ ( z , w ) ∀ q + pw ∃
#

i= 1

p iz
i
. 于是上式可看作

是函数 Ŝ ( zc, n, x ) 关于 n 的差分方程.

定义 �

&
^ ( w )

( z c, t , x ) ∀ ∃
#

n = 0
Ŝ

( w )
( z c, n, x ) t

n
, | t | < 1.

(13)

&
^ ( w )

(0, t , x ) ∀ ∃
#

n= 0
∀
^ ( w )

(0, n, t ) t
n
, | t | < 1.

(14)

在方程(12) 两端同乘 t
n
,并关于 n 从 0到 #

求和,可得

[ z - ĝ ( z , w ) t ] &
^ ( w )

( z c, t , x ) =

z Ŝ
( w )

( z c, 0, x ) - qt &
^ ( w )

(0, t , x ) ,

而

Ŝ
( w)

( z c, 0, x ) = ∃
#

 u = 0

∀
^ ( w )

(  ux , 0, x ) z
 u

= z
x / c

,

则上式变成

[ z - ĝ ( z , w ) t ] &
^ ( w )

( z c, t , x ) =

z
x / c+ 1

- qt &
^ ( w )

(0, t , x ) . (15)

下面根据此式推导 &
^ ( w )

(0, t , x ) .

根据引理 4, 取引理中的 %( z ) = ĝ ( z , w ) ,

f ( z ) = z
x / c+ 1

,可知在{ z : | z | < 1} 内方程: z =

tĝ ( z , w ) 存在唯一解, z = z ( t , w ) 并且

f ( z ( t , w ) ) = ∃
#

n= 0

t
n

n!
d

n- 1

dsn- 1 [ f ∋( s) %n
( s )∋] | s= 0

将 %( z ) = ĝ ( z , w ) , f ( z ) = z
x / c+ 1

代入上式得

z
x / c+ 1

= ( x / c + 1) ∃
#

n = 0

t
n

n !
d

n- 1

dsn- 1 &

[ s
x / c

( q + pw p̂ ( s) )
n
] | s= 0 =

( x / c + 1) ∃
#

n= x/ c+ 1

t
n

n !
d

n- 1

ds
n- 1 &

[ s
x / c

( q + pw p̂ ( s) )
n
] | s= 0.

根据引理 5, 可知多项式 s
x / c

( q + pw p̂ ( s) )
n

中 s
m 的系数,记为

A ( n, m - x / c, w ) ∀ n ! ∃
j  Q ( n , m- x / c)

(
m- x/ c

i= 0

&

p
j
i
i

j i !
q
j
0 ( pw )

n- j
0. (16)

则(15) 式变为

z
x / c+ 1

= ( x / c + 1) ∃
#

n= x/ c+ 1

&

A ( n, n - 1 - x / c, w )
n

t
n
,

将上式及 z = tĝ( z , w ) 代入( 15) 式, 得

∀
^ ( w)

( 0, t , x ) = q
- 1

( x / c + 1) ∃
#

n= x / c+ 1

&

A ( n , n - 1 - x / c, w )
n

t
n- 1

.

将上式代入( 14) 得

∃
#

n= 0

∀
^ ( w )

(0, n, x ) t
n

=

q
- 1

( x / c + 1) ∃
#

n= x/ c+ 1

A ( n , n - 1- x / c, w )
n

t
n- 1

,

所以

∀
^ ( w)

( 0, n , x ) = q
- 1

( x / c + 1) &

A ( n + 1, n - x / c, w )
n + 1 .

将上式代入(9) 式,并结合(16) 式得

∃
#

k= 0

∀ ( k )
(0, n, x ) w

k
=

q
- 1

( x / c + 1) n ! ∃
j  Q ( n+ 1, n- x / c)

(
n- x / c

i = 0
&

p
j
i

j i!
q

j
0 ( p w )

n+ 1- j
0,

比较两端 w
k的系数知n + 1 - j 0 = k 则可得在初

始资本 u = 0时的概率公式

∀ ( k)
( 0, n , x ) =

n! ( x / c + 1) Pk
q

n- k

( n - k + 1) !
&

∃
j  Q ( n+ 1, n- x / c )

j
0
= n- k+ 1 � �

(
n- x / c

i= 1

p
j
i
i

j i !
.

下面推导初始资本 u > 0情形下的概率公式,

由( 15) 式得

&
^ ( w )

( z c, t , x ) =
2x / c

- z
- 1

qt &
^ ( w )

(0, t , x )

1 - z
- 1

ĝ( z , w ) t
,

将( 14) 式带入上式, 然后展开成关于 t 的多项式,

并结合( 13) 式, 比较两端 t
n 的系数,得

z
n
Ŝ

( w)
( zc, n, x ) =

z
x / c

ĝ
n
( z , w ) - q ∃

n- 1

j = 0
z

j
ĝ

n- 1- j
( z , w ) &

∀
^ ( w)

( 0, j , x ) ,

将( 11) 式代入上式, 并比较两端 z
 u+ n 的系数,得

∀
^ ( w)

(  uc, n, x ) = A ( n ,  u + n - x / c, w ) -

q ∃
n- 1

l= 0
∀
^ ( w )

(0, l , x ) &

A ( n - 1- l ,  u + n - l , w ) .

将(9) 式代入上式并比较两端 w
k
的系数, 便

得出了所要证明的结论.
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根据上述定理, 我们很容易得出下述推论.

推论 � 对于{ U( n) }
#
n= 0 在上述定理假设条

件下有:

(1) ∀ ( u, n, x ) = ∃
n

k= 0
∀

( k)
( u , n , x ) ,

(2) ∀ ( u, n) = ∃
u+ cn

x = 0
∃
n

k= 0
∀ ( k )

( u , n , x ) .
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T he survival probablities in finite time period

in fully discrete binomial risk model

QIAO Ke�lin, LI Jin�zhi, HE Shu�hong
( Department of Mathematics, Yunnan University, Kunming 650091, China)

Abstract: Applying analyt ic method, the survival probabilities in f inite t ime period in fully discrete bino�
mial risk model are researched for insurance firm. The formula of surviv ing unt il the finite t ime n and just tak�
ing place k times payments and gaining x ( x �0) on that t ime are got . The formula of the surv ival probability

in f inite t ime period also are got for that reason.

Key words: compound binomial risk model; ruin probability; survival probability; orig inal funct ion
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