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摘要: 去掉了已有文献中的条件: 对任意子列{ x n
i
} { x n} ,当  T n

ix n
i
- x n

i
 ! 0时就有  Tx n

i
- x n

i
 

! 0∀ 后,研究了 Banach空间中渐近拟非扩展型映象不动点的迭代逼近问题;所得结果推广和发展了已有文献

中的成果.
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1 预备知识

本文中处处设 E 是实的 Banach空间.

定义 1 设 D 是E 的非空集, T : D ! D 是一

映象, F ( T ) 是 T 的不动点集.

(1) T 称为渐近非扩展的
[ 1]
,如果存在一数列

{ kn } [ 1, # ) , lim
n! #

kn = 1,使得

 T n
x - T

n
y  ∃ kn  x - y  ,

x , y % D, n & 1. (1)

(2) T 称为渐近非扩展型的[ 2]
,如果

lim
n ! #

sup sup
x, y % D

 T n
x - T

n
y  -  x - y  ∃ 0.

(2)

(3) T 称为渐近拟非扩展型的,如果

lim
n ! #

sup sup
x % D, q % T( F)

 T n
x - q  -  x - q  ∃

0. (3)

(4) T 称为一致 L- Lipschitzian的,其中 L 是

一正常数,如果

 T n
x - T

n
y  ∃ L  x - y  ,
( x , y % D, n & 1) . (4)

由定义不难看出: 若 T 是具数列{ k n} [ 1,

# ) , lim
n ! #

kn = 1的渐近非扩展映象,则 T 是渐近非

扩展型的一致 L - Lipschitzian 映象, 其中 L &

sup{ k n: n & 1} < # .渐近非扩展映象, 渐近非扩

展型映象都是特殊的渐近拟非扩展型映象.

定义2 设 D是E 的非空闭凸集, D称为E 的

收缩核,如果存在一连续映象 Q : E
onto

D , 使得:

Qx = x , x % D .映象 Q 称为由E 到D 的保核

收缩.

定义 3 设 D 是E 的非空闭凸集, T : D ! D

是一映象, { n } , { n} 是[ 0, 1] 中的 2个数列, Q: E
onto

D是一非扩张的保核收缩. { un } , { vn } 是E 中

满足条件

∋
#

n= 1

 un  < # , 且 ∋
#

n= 1

 v n  < # ( 5)

的 2序列,则

(1) 由下式定义的序列{ x n } D

x 0 % D,

x n+ 1 = Qp n ,

p n = ( 1- n ) x n + nT
n
Qy n + un ,

y n = ( 1- n) x n + nT
n
x n + v n

( 6)

称为修正的具误差的 Ishikaw a迭代序列;

(2) 由下式定义的序列{ x n } D
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x 0 % D,

x n+ 1 = Qp n,

p n = (1 - n) x n + nT
n
x n + un

(7)

称为修正的具误差的 Mann迭代序列;

(3) 特别:如果 un = v n =  , n & 0, 则由

(6) 和( 7) 所定义的序列{ x n } D 分别称为修正

的 Ishikaw a迭代序列和修正的 Mann迭代序列.

下面的 3 个引理在证明本文的主要结果中起

到重要作用.

引理 1 设 { an } , { bn } 都是非负数列, 且

 N 0 % N , n &N 0有

an+ 1 ∃ an+ bn (8)

成立.若∋
#

n = 0

bn < # ,则 lim
n! #

an 存在.

引理 2
[ 3] 设 E 是一个 p ( p > 1) 一致凸的

Banach空间,则存在常数 cp > 0,使得

 !x + ( 1- !) y  p ∃

! x  p
+ (1 - !)  y  p

-

cpWp ( !)  x - y  p
(9)

对 x , y % E , ! % [ 0, 1] 成立.其中

Wp ( !) = !
p
(1- !) + !(1 - !)

p
.

引理3 设 E是一实的Banach空间, D是E的

非空有界闭凸集. Q: E
onto

D 是一保核收缩, 设

T : D ! D 是一致L- Lipschitzian映象, { x n } 是由

(6) 式定义的序列.则有

 x n+ 1 - Tx n+ 1  ∃

 x n+ 1 - T
n+ 1

x n+ 1  +

L ( L + 1) 2  x n - T
n
x n  +

L ( L + 1)  un  + L
2
( L + 1)  v n  . (10)

证明 证明与文献[ 4] 中引理 2. 1的证法相

同,故略.

关于渐近非扩展映象与渐近非扩展型映象不

动点的迭代逼近问题, Goebel- Kirk[ 1] , Kirk [ 2] ,张

石生先生等[ 5, 6] , Xu[ 7]等都讨论过. 本文结果改进

和推广了文献[ 1, 2, 5~ 7]中的相应结果.

2 主要结果

本文去掉了文献[ 5] 中相应定理的条件(* ) :

对任意子列{ x n
i
} { x n} , 当  T n ix n

i
- x n

i
 ! 0

时就有  Tx n
i
- x n

i
 ! 0.并将 T 由渐近非扩展

型映象推广到了渐近拟非扩展型映象. 且扩大了

{ n } , { n } 的范围的情况下证明了以下定理:

定理 1 设 E 是一实的 p ( p > 1) 一致凸

Banach空间, D 是E 的非空有界闭凸集. 设存在非

扩张的保核收缩 Q : E
onto

D, T : D ! D是一半紧
的一致 L - Lipschitzian的渐近拟非扩张型映象;

{ n } , { n } 是[ 0, 1] 中的 2个数列,且满足

( 0< ∀1= inf{ n: n &0} ∃ sup{ n: n &0} =

∀2 < 1;

) 0 < ∀3 = inf { n : n & 0} .

如果 F ( T ) ∗ # ,设

cn = sup
x % D, q % F( T )

{  T n
x - q  p

-  x - q  p
} ,

bn = sup
k&n

{ ck} , ( n & 1) .

若∋
#

n= 1
bn < # 或 lim

n ! #
bn < 0. { x n } 是由(6) 定

义的修正的具误差的 Ishikaw a 迭代序列; 则{ x n }

强收敛到 T 的某一不动点 q
*
.

证明 任取 q % F ( T ) ,由于 D 有界, { un } ,

{ v n} 是 E中满足条件(5)的有界列,且 x n , T
n
Qyn ,

T
n
x n 均属于D .于是由( 6) 及(9) 有

 x n+ 1- q p
=  Qp n- Qq p ∃  p n- q p

=

 (1- n( xn- q+ un ) + n ( T
n
Qyn- q+ un)  p ∃

(1 - n)  x n - q + un  p
+ n  T nQy n -

q + un  p
- cpWp ( n)  x n - T

n
Qy n  p

. (11)

因{ x n- q } , { T
n
Qy n- q} 有界, 易证:  M >

0,使

 x n - q + un  p ∃

 x n - q  p
+ M  un  , (12)

 T n
Qy n- q + un  p ∃

 T n
Qy n- q  p

+ M  un  . (13)

将( 12) , (13) 代入(11) 化简得

 x n+ 1  p ∃ (1 - n)  x n - q p
+

n  T n
Qyn - q  p

+ M  un  -

cpWp ( n)  x n - T
n
Qy n  p

=

 x n- q  p
+ an{  T nQy n- q p

-

 Qyn - q p
} + n{  Qyn- q p

-

 x n - q p
} + M  un  -

cpWp ( n)  x n- T
n
Qyn  p

. (14)

首先考察(14) 右端第三项,据引理 2得

 Qyn - q  p
-  x n - q  p

=

 Qyn - Qq p
-  x n- q p ∃
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 yn - q p
-  x n- q p

=

 (1- n) ( x n- q+ vn ) +

n( T
n
x n - q + vn)  p

-  x n- q p ∃

(1- n)  x n- q + vn  p
+

n  T nx n- q+ vn  p
-

cpWp( n)  x n - T
n
x n  p

-  x n - q  p
.

(15)

因{ x n - q } , { T
n
x n- q} 有界,故

 xn - q+ vn  p ∃  x n- q p
+ M  v n  .

(16)

 T nx n - q + vn  p ∃

 T nx n - q p
+ M  vn  . (17)

将(16) , (17) 代入(15) 并化简得

 Qyn- q p
-  x n - q p ∃

n{  T nx n- q p
-  x n- q p

} +

M  vn  - cpWp ( n )  x n- T
n
x n  p

. (18)

把(18) 代入(14) 化简得

 xn+ 1- q p ∃

 xn - q p
+ n {  T nQyn - q  p

-

 Qyn - q p
} + M  un  -

cpWp ( n)  x n - T
n
Qyn  p

+

n { n[  T nx n- q p
-  x n- q p

] +

M  vn  - cpWp ( n )  x n- T
n
x n  p

} ∃

 xn - q p
+ n {  T nQyn- q  p

-  Qyn - q p
} +

n n {  T n
x n - q  p

-  x n- q  p
} +

M [ n  v n  +  un  ] -

ncpWp ( n )  x n - T
n
x n  p

. (19)

因为 T 是渐近拟非扩张型映象,故

lim
n! #

sup sup
x % D, q % F( T)

 T nx - q  -  x - q ∃ 0.

从而有

lim
n! #

sup sup
x % D, q % F( T)

 T nx - q p
-  x- q  p ∃ 0.

(20)

即: lim
n! #

bn ∃ 0.下面分 2种情况分别讨论:

(1) 若∋
#

n= 1
bn < # .则 lim

n ! #
bn = 0.据{ bn} 的定

义知: { bn} 单调减少, 故: bn & 0, ( n & 1) . 且

x % D 有

 T n
x - q  p

-  x - q  p ∃ bn , ( n &
1) . (21)

而 Qy n % D, x n % D ;据(21) 应有

 T n
Qy n - q  p

-  Qyn - q  p ∃ bn ,

 T n
x n - q  p

-  x n - q  p ∃ bn ,

( n & 1) . (22)

将( 22) 代入(19) 得

 x n+ 1- q p ∃

 x n - q  p
- ncpWp ( n)  x n - T

n
x n  p

+

(1 + n ) nbn + M [ n  v n  +  un  ] =

 x n - q  p
- ncp {

p
n (1- n ) +

n(1 - n)
p
}  x n - T

n
x n  p

+

(1 + n ) nbn + M [ n  v n  +  un  ] ∃

 x n - q  p
- ∀3 cp { ∀

p
1(1 - ∀2) +

∀1(1- ∀2)
p
}  x n - T

n
x n  p

+

(1 + n ) nbn + M [ n  v n  +  un  ] ,

(23)

令

∀= ∀3 cp { ∀
p
1(1 - ∀2) + ∀1(1 - ∀2)

p
} ,

B n = (1 + n ) anbn +

M [ n  vn  +  un  ] ,

则据(5) 及条件 ( , ) 和 cp > 0, ∋
#

n= 1
bn < # 知:

∀> 0, ∋
#

n= 1

Bn < # .则(23) 变为

 x n+ 1- q p ∃  x n - q  p
-

∀ x n - T
n
x n  p

+ Bn . (24)

由( 24) 得

 x n+ 1- q p ∃  x n - q  p
+ Bn ,

据引理 1知 lim
n! #

 x n - q 存在; 又由(24) 有

∀ lim
n! #

 x n - T
n
x n  p ∃

lim
n! #

{  x n- q  p
-  x n+ 1- q p

+ B n} = 0,

从而 lim
n! #

 x n- T
n
x n  = 0.据引理 3得lim

n! #
 x n-

Tx n  = 0. 因 T 是半紧的, 故: 存在子列{ x n
k
}

{ x n} ,使 lim
k ! #

x n
k
= q

* % D. 由于 T 是连续的, 故

 Tq* - q
*  = lim

k ! #
 Tx n

k
- xn

k
 = 0 ,即 q

* %

F (T ) . 已证 lim
n! #

 x n- q  存在,由 q % F( T ) 的任

意性知 lim
n !#

 x n - q
*  存在; 又 lim

k ! #
x n

k
= q

* %

F (T ) .故 lim
n! #

 x n - q
*  = 0, 即 lim

n! #
xn = q

* %

F (T ) .

(2) 若 lim
n! #

bn < 0.则  n0 % N , n & n0, 有
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bn < 0.从而, x % D, n & n0 有

 T n
x - q  p

-  x - q  p
< 0.

而 Qy n % D , x n % D ,应有

 T n
Qyn - q  p

-  Qy n - q  p
< 0

与

 T n
x n - q  p

-  x n - q p
< 0. (25)

将(25) 代入(19) 得

 x n+ 1 - q  p ∃

 x n - q  p
- ncpWp ( n)  x n- T

n
x n  p

+

M [ n  v n  +  un  ] . (26)

由(26) ,同(1) 一样可证

lim
n ! #

x n = q
* % F ( T )

定理 1得证.

由于渐近非扩张型映象必是渐近拟非扩张型

映象.因此,将定理1中的条件 T : D ! D是一半紧

的渐近拟非扩张型映象, 换为 T : D ! D 是一半紧

的渐近非扩张型映象时. 结论仍然成立.

仿定理 1的证明,可证明下面定理成立:

定理 2 设 E 是一实的 p ( p > 1) 一致凸

Banach空间, D 是E 的非空有界闭凸集.设存在非

扩张的保核收缩 Q : E
onto

D, T : D ! D是一半紧

的一致 L - Lipschitzian 的渐近拟非扩张型映象;

{ n } 是[ 0, 1] 中的数列,且满足

0 < ∀3 = inf { n : n & 0} ∃ sup{ n : n &0} =

∀4 < 1.如果 F( T ) ∗ #. 设

cn = sup
x % D, q % F( T )

{  T n
x - q  p

-  x -

q p
} ,

bn = sup
k&n
{ ck } , ( n & 1) .

若∋
#

n= 1
bn < # 或 lim

n ! #
bn < 0. { x n } 或是由(7)

定义的具误差的 Mann迭代序列; 则{ x n } 强收敛到

T 的某一不动点 q
*
.

在定理 1中, 如果 un = v n =  , n & 0则条

件 存在非扩张的保核收缩 Q: E
onto

D∀是不必要

的.因而有以下结果:

定理 3 设 E 是一实的 p ( p > 1) 一致凸

Banach空间, D是E 的非空有界闭凸集. T : D ! D
是一半紧的 L - Lipschitzian的渐近拟非扩张型映

象; { n } , { n } 是[ 0, 1] 中的 2个数列,且满足

( 0< ∀1= inf{ n: n &0} ∃ sup{ n: n &0} =

∀2 < 1;

) 0 < ∀3 = inf { n : n & 0} .

如果 F ( T ) ∗ # .设

cn = sup
x % D , q % F( T )

{  T n
x - q p

-  x -

q  p
} ,

bn = sup
k&n
{ ck} , ( n & 1) .

若∋
#

n = 1

bn < # 或lim
n! #

bn < 0. { x n} 是由下式定义的

修正的 Ishikaw a迭代序列

x 0 % D,

x n+ 1 = (1 - n) x n + nT
n
y n,

y n = ( 1- n) x n + nT
n
x n ,

则{ x n} 强收敛到 T 的某一不动点 q
*
.
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 T n
ix n

i
- x n

i
 ! 0, then  Tx n

i
- x n

i
 ! 0 ∀. The results improve the corresponding results in literatures.
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