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Cardinal - Hermite 插值逼近

杨柱元1 , 刘永平2

(1. 云南民族大学 数学与计算机科学学院 ,云南 昆明 　650031 ;

2. 北京师范大学 数学科学学院 ,北京 　100875)

摘要 :Sobolev 空间的 Cardinal 样条逼近已有较多研究. 在此研究了 Sobolev 空间的 Cardinal2Hermite 插值问

题 ,构造了插值逼近算子 ,并利用插值算子对多项式的重构性质获得了逼近阶的估计.
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1 　预 　备

在文献[ 1 ]中 I. J . Schoenberg 首先研究了 Cardinal 样条的插值问题. P. R. Lipow 和 I. J . Schoenberg 在

文献[ 2 ]中进一步研究了 Cardinal Hermite 插值问题 ,证明了插值问题的存在唯一性并得到了解的表达式 ,

我们将在后面予以列出. 但文献[ 2 ]和此后的相关文献[3～9 ]都没有给出其插值的误差估计 ,而这对理论和

应用而言都是很重要的. 我们在文献[ 10 ,11 ]中 ,研究了 Sobolev 空间的 Cardinal 样条逼近 ,本文进一步考

虑 Cardinal Hermite 插值在 L p ( R) 尺度下的逼近性质 ,得到了理想的逼近阶. 下面我们先给出相关定义和

符号.

令 k = 2 m 为偶数 ,自然数 r ≤m . S 2 m , r 表示全体节点在整点 v 且重数是 r的 2 m - 1阶样条函数类 ,

即 S 2 m , r < C2 m - r - 1 . 所谓 Cardinal Hermite 插值问题 (参见文献[2 ]) 是指 :

给定 r 个序列

　　　　　　　　　y = ( yv) , y′= ( y′v) , ⋯, y
( r - 1)

= ( y
( r - 1)
v ) , v ∈ Z.

我们期望找到函数 F( x) ,满足对所有的 v ∈ Z ,有

　　　　　　　　　F( v) = yv , F′( v) = y′v , ⋯, F ( r - 1) ( v) = y ( r - 1)
v ,

且 F( x) 属于某预先指定的线性空间φ. 我们把这一问题记为

　　　　　　　　　C. H. I . P ( y , y′, ⋯, y
( r - 1)

,φ) .

定义

Fγ, r = { F( x ) : F ( x) ∈ Cr - 1 , F
( s) ( x ) = O (| x |

γ) , x →±∞, s = 0 ,1 , ⋯, r - 1} ,

Yγ = { y = ( yv) : yv = O (| v |
γ

, v →±∞) } ,

L p , r = { F( x) : F ( x) ∈ Cr - 1 , F
( s) ( x ) ∈L p ( R) , s = 0 ,1 , ⋯, r - 1} ,

其中 L p ( R) 表示 R 上的全体 p - 幂可积函数.

下面的几个命题可以在文献[2 ] 中找到.

命题 1 　① C. H. I . P( y , y′, ⋯, y ( r - 1) , S 2 m , r ∩ Fγ, r) 有解当且仅当 y ( s) ∈ Yγ , s = 0 ,1 , ⋯, r - 1 ,
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且此时解唯一.

②若 1 ≤ p ≤±∞则 C. H. I . P( y , y′, ⋯, y
( r - 1)

, S 2 m , r ∩L p , r) 有解当且仅当 y
( s) ∈ l p , s = 0 ,1 ,

⋯, r - 1 ,且此时解唯一.

命题 2 　① 存在样条函数 L 2 m , r , s ( x ) ∈ S 2 m , r ∩ L1 , r 满足 L
(ρ)
2 m , r , s ( v) = δvδρ- s , 其中

δv =
1 , v = 0 ,

0 , v ≠0
ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 .

②存在仅依赖于 m 和 r 的正常数 A 和δ,满足对所有的 x ∈ R ,有

　　　　　　| L (ρ)
2 m , r , s ( x) | ≤ A exp ( - δ| x | ) , s ,ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 .

为书写方便 ,记 L s ( x ) = L 2 m , r , s ( x) , s = 0 ,1 , ⋯, r - 1 .

命题 3 　① C. H. I . P( y , y′, ⋯, y
( r - 1)

, S 2 m , r ∩ Fγ, r} ) 的唯一解样条函数 S ( x) 由 Lagrange -

Hermite 展式给出 ,即

S ( x) = ∑
v ∈Z

[ yvL 0 ( x - v) + y′vL 1 ( x - v) + ⋯+ y
( r - 1)
v L r - 1 ( x - v) ] , ( 3 )

且右端级数在 R 的任一紧子集上一致收敛.

②若 y
(ρ)
v = O (| v |

γ) ,ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 ,则 ( 3 ) 在 R 的任一紧子集上一致收敛 ,且和函数满足

S
(ρ) ( x) = O (| x |

γ) ,ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 .

若 ( y
(ρ)
v ) ∈ l p ,ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 ,γ≥0 ,1 ≤ p ≤±∞,则 ( 3 ) 在 R 的任一紧子集上一致收敛 ,且和

函数满足 S
(ρ) ( x ) ∈L p ( R) ,ρ = 0 ,1 , ⋯, r - 1 ,γ ≥0 .

③Lagrange - Hermite 公式对次数不超过 2 m - 1 的多项式 P( x) ∈ ∏
2 m - 1

精确成立 , 即 P( x) =

∑
v ∈Z

[ P( v) L 0 ( x - v) + P′( v) L 1 ( x - v) + ⋯+ P ( r - 1) ( v) L r - 1 ( x - v) ].

2 　定理及其证明

定义 Sobolev 空间 W r
p ( R) ∶= { f ∈L p ( R) : f

( k) ∈L p ( R) , k ≤ r} . 设

J m , h ( f , x ) = ∑
v ∈Z

[ f ( hv) L 0 ( x h - 1 - v) + hf′( hv) L 1 ( x h - 1 - v) + ⋯+

h r - 1 f
( r - 1) ( hv) L r - 1 ( x h - 1 - v) ].

定理 1 　若 f ∈ W r
p ( R) ,1 ≤ p ≤±∞, h > 0 , r < 2 m ,则

　　　　　　　　　　‖f - J m , h ( f ) ‖p ≤ Ch r ‖f r ‖p ,

其中 C 独立于 f 和 h.

证明 　令 Gα, h = (α+ [0 ,1 ]) h ,α∈ Z. 先对 x ∈ Gα, h 估计 | f ( x ) - J m , h ( x ) | . 暂固定α和 x ∈

Gα, h . 设 p (·) 为 f (·) 在 x 的 r - 1 阶 Taylor 多项式. 则有 f ( x ) = p ( x) . 由命题 3 ③,有

p ( x) = ∑
v ∈Z

[ p ( hv) L 0 ( x h - 1 - v) + hp′( hv) L 1 ( x h - 1 - v) + ⋯+ h r - 1 p
( r - 1) ( hv) L r - 1 ( x h - 1 - v) ].

从而

f ( x ) - J m , h ( x ) = ∑
v ∈Z

{ [ p ( hv) - f ( hv) ] L 0 ( x h - 1 - v) + h[ p′( hv) - f′( hv) ] L 1 ( x h - 1 - v) +

⋯+ h r - 1 [ p
( r - 1) ( hv) - f

( r - 1) ( hv) ] L r - 1 ( x h - 1 - v) } =

∑
v ∈Z

{ [ p ( hα+ hv) - f ( hα+ hv) ] L 0 ( x h - 1 - α - v) + h[ p′( hα+ hv) -

f′( hα+ hv) ] L 1 ( x h - 1 - α - v) +

⋯+ h r - 1 [ p
( r - 1) ( hα+ hv) - f

( r - 1) ( hα+ hv) ] L r - 1 ( x h - 1 - α - v) } .

注意到对 x ∈ Gα, h , xh - 1 - α∈[0 ,1 ] ,并对 x ∈ R 有 | L s ( xh - 1 - α- v) | ≤A′exp[ - δ(1 +| v | ) ] ,

s = 0 ,1 , ⋯, r - 1 ,可利用 Taylor 公式来估计 | f
( s) ( hα+ hv) - p

( s) ( hα+ hv) | , s = 0 ,1 , ⋯, r - 1 .
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f
( s) ( hα+ hv) - p

( s) ( hα+ hv) =
1

( r - 1 - s) !∫
hα+ hv

x
( hα+ hv - t) r - 1 - sf

( r) ( t) d t .

注意到对 x ∈ Gα, h , | hα+ hv - t | ≤ h (1 +| v | ) ,所以

| f
( s) ( hα+ hv) - p

( s) ( hα+ hv) | ≤ c1 h r - 1 - s (1 +| v | ) r - 1 - s∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | d t .

因此对 x ∈ Gα, h ,有

| f ( x ) - J m , h ( f , x ) | ≤ C1 h r - 1 ∑
r - 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r - 1 - sexp [ - δ(1 +| v | ) ]∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | d t .

p = ∞的情形估计是显然的.

对于 1 ≤ p < ∞,利用 HÊlder 不等式 ,我们有 (1/ q + 1/ p = 1) ,

| f ( x ) - J m , h ( f , x ) | ≤ C1 h r - 1 ∑
r - 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r - 1 - sexp [ - δ(1 +| v | ) ]
1/ q

·

∑
v ∈Z

(1 +| v | ) r - 1 - sexp [ - δ(1 +| v | ) ]∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | d t ] p
1/ p

.

再次使用 HÊlder 不等式

∫
hα+ h| v|

hα
| f r ( t) | d t ≤ h1/ q (1 +| v | ) 1/ q [∫t hα+ h| v|

hα | f
( r) ( t) | pd t ]1/ p .

从而对于 x ∈ Gα, h ,

| f ( x) - Jm , h ( f , x) | ≤C2 hr- 1+1/ q ∑
r - 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r- 1 - s+ p/ q ·

exp[ - δ(1 +| v | ) ]∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | pd t
1/ p

.

由 mesGα, h = h ,

‖f - Jm , h ( f ) ‖p
p = ∑

α∈Z∫Gα, h

| f ( x) - Jm , h ( f , x) | pd x ≤C2
ph

( r- 1 +1/ q) p ·rp ∑
r- 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r- 1 - s+ p/ q ·

exp[ - δ(1 +| v | ) ] ∑
α∈Z

∈∫Gα, h∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | pd td x ≤

C3 h
( r-1+1/ q) p ∑

r- 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r- 1 - s+ p/ qexp[ - δ(1 +| v | ) ] ∑
α∈Z

h∫
hα+ h| v|

hα
| f

( r) ( t) | pd t =

C3 hrp ∑
r - 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r- 1 - s+ p/ qexp[ - δ(1 +| v | ) ] ∑
α∈Z

(∫
hα+ h

hα
+∫

hα+2 h

hα+ h
+

⋯+∫
hα+ h| v|

hα+ h(| v| - 1)
) | f

( r) ( t) | pd t ≤

C3 hrp ∑
r - 1

s = 0
∑

v ∈Z

(1 +| v | ) r- 1 - s+ p/ qexp[ - δ(1 +| v | ) ] (1 +| v | ) | | f
( r) | | p

p ≤

C4 hrp ‖f
( r) ‖p

p .

从而 ‖f - J m , h ( f ) ‖p ≤ C5 h r ‖f
( r) ‖p . 证毕.

注 　本文中的常数 ci 和 Ci 独立于 f 和 h.
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Approximation by Cardinal2Hermite interpolation

YAN G Zhu2yuan1 , L IU Yong2ping2

(1. School of Mathematics and Computer Science , Yunnan Nationalities University , Kunming 650031 ,China ;

2. Department of Mathematics ,Beijing Normal University ,Beijing 100875 ,China)

Abstract : The cardinal spline approximation of Sobolev spaces is studied in many papers by the authors.

Here the approximation of Cardinal2Hermite intepolation is considered and the approximation operator is con2
st ructed and the approximation order is obtained by using the property of reproducing polynomials of the oper2
ator.

Key words :Sobolev spaces ;Cardinal2Hermite interpolation splines ;approximation
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