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一类解耦双曲守恒律系统的狄拉克激波
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摘要: 研究一类解耦的具有线性退化特征的非严格或严格双曲守恒律系统的黎曼问题. 借助特征分析方

法, 在广义 Rankine- Hugonio t条件和熵条件下, 获得该问题的狄拉克激波解.
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考虑如下双曲守恒律系统的黎曼问题:

� � � � � � � �
u t + ( f ( u) ) x = 0,

v t + ( g ( u ) v ) x = 0,
( 1)

初始数据为

� � � � � � � � ( v , u ) (0, x ) = ( v � , u � ) , ( � x > 0) , ( 2)

这里假设 f ( u) 是凸函数, g( u) 是光滑的增函数.

系统(1) 是一类解耦的 Burgers型双曲守恒律方程组,许多文献对它的一些特殊情形作出了重要的研

究. 张同等[ 1, 2] 讨论了( 1) 在 f ( u ) = u
2和 g( u) = u时的黎曼问题,获得了 �- 激波解, 并证明了 �- 激

波粘性扰动的稳定性.在文献[ 3] 中, Le Floch研究了当 f  ( u ) ! g ( u ) 时的柯西问题,获得包含 �- 激波

的测度解.丁夏畦等
[ 4]
利用 Lebesgue - St ielt jes积分, 定义一种新的弱解, 证明了(1) 在 f ( u ) =

1
2 u

2
,

g ( u) = u时的含有 �- 激波的柯西问题解的存在性与唯一性,文献[ 5] 从定态解出发研究了 �- 激波的

粘性稳定性,等等. �- 激波是一类新的非线性波, 在其间断线 x = x ( t ) 上,状态变量 u 和 v 中至少有一

个变成奇异测度.它表达了质量集中的现象, 具有重要的物理意义. 许多文献(如文献[ 1, 2, 6, 7] ) 提出广

义 Rankine- Hugoniot条件,来刻划 �- 激波的位置、传播速度和权之间的关系,以建立其数学理论.

在本文中,我们考虑系统(1) 的 3种情形: ( C 1) 重特征线性退化的非严格双曲系统; ( C2) 一特征线性

退化,另一特征真正非线性的非严格双曲系统; ( C 3) 一特征线性退化,另一特征真正非线性的严格双曲系

统. 本文先给出系统(1) 在 3种情形( C1 ~ C 3) 下的 �- 激波的广义Rankine- Hugoniot条件,然后,借助

特征分析法, 利用熵条件,通过求解广义Rankine- Hugoniot条件, 获得了黎曼问题( 1) 与(2) 的 �- 激波

解.

1 � 特征与分类

系统(1) 的特征值和相应的右特征向量分别为

� � � � � � � �1 = g( u) , r 1 = (0, 1) T
,

� � � � � � � �2 = f  ( u ) , r 2 = ( f  ( u ) - g( u ) , vg ( u ) ) T
.
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通过简单的计算有

� � � � � � � ��1 ∃ r 1 ! 0, ��2 ∃ r 2 = f %( u ) ( f  ( u ) - g( u) ) ,

因此,在 Lax
[ 8]
意义下, �1 是线性退化的;当 f  ( u ) & g ( u) 时, �2是真正非线性的.

特别地,当 f  ( u) ! g( u ) 时, ( 1) 转化为

� � � � � � �
u t + ( f ( u ) ) x = 0,

v t + ( f  ( u ) v ) x = 0.
( 3)

此时

� � � � � � � �1 = �2 = f  ( u) , r = (0, 1)
T
, ��1 ∃ r = ��2 ∃ r ! 0,

因此系统(3) 是重特征且线性退化的,它的特征方程为

� � � � � � � dx
dt

= f  ( u ) , du
dt

= 0.

故其特征线是直线, 且沿着特征线 u 取常值.

根据 g( u) 与 f  ( u ) 的关系,情形( C 1) ~ ( C3) 可以表述为:

( C1) : 对任意的 u ,均有 g( u) = f  ( u ) .此时(1) 转变为(3) ,系统有2个完全重合的特征,因此是一个

极端非严格双曲守恒律系统. 此重合特征是线性退化的.

( C2) : 存在某点 u 0使得g ( u0) = f  ( u 0) ,且对任意的 u均有g ( u) < f %( u ) .在这种情形中, 系统( 1)

有 2个不完全重合的特征,二者仅在 u 0相等,因此是一个非严格双曲守恒律系统. 特征 �1线性退化,而 �2

是真正非线性的.

( C3) : 对任意的 u 有g( u) > f ( u) 或者 g ( u ) < f  ( u ) .这种情形下, 系统(1) 有2个完全不重合的

特征,因而是一个严格双曲守恒律系统.特征 �1线性退化, 而 �2 是真正非线性的.

对于( C1) , 很容易验证,除了常状态和真空解

� � � � � � � � � � Vac:
 = f  ( u ) ,

v = 0
( 4)

以外,黎曼问题(3) 与(2) 的自相似波( u, v ) (  )  =
x
t
为接触间断

� � � � � � � � � � J 1:  = f  ( u l ) = f ( u r) . ( 5)

对于( C2) 和( C3) ,第 1簇特征的自相似波仅有接触间断

� � � � � � � � � � J 2:  = g( ul ) = g ( u r ) , ( 6)

第 2簇特征的自相似波是中心疏散波

� � � � � � � R :
 = f  ( u ) ,

vg ( u)d u + ( g ( u) - f  ( u) )dv = 0, ( u l < u r)
( 7)

和激波

� � � � � � � S :
! = ( f ( u l ) - f ( u r ) ) / ( u l - u r ) ,

[ f ( u ) ] / [ u] = [ g( u) v ] / [ v ] , ( u l > u r ) .
( 8)

2 � 狄拉克激波的广义 Rankine- Hugoniot条件

设系统(1) 的初始数据为( v , u) ( 0, x ) = ( v 0, u0) ( x ) ,若 u 0( x 0) < 0,容易验证 v 和 �x u将在一有

限时间同时发生爆破
[ 2, 6, 7]

.因此对于初始数据(2) ,当 u+ < u- 时, �- 激波将可能出现.

定义 1 � 称( v , u) 为(1) 的测度解,如果对任意的测验函数 ∀ ∋ C
(
0 ( (0, ( ) ) R

1
) , ( v , u ) 都满足

� � � � � � �
∗

(

0∗R 1( u∀t + f ( u ) ∀x) dxd t = 0,

∗
(

0∗R 1( ( ∀t + g ( u ) ∀x ) v )dx dt = 0.

( 9)
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现在寻找以 x = x ( t ) 为间断线,形式为

� � � � � � ( v , u ) ( t , x ) =

( v- , u- ) , x < x ( t ) ,

( w ( t ) �( x - x ( t ) ) , u�( t ) ) , x = x ( t ) ,

( v+ , u+ ) , x > x ( t )

(10)

的间断解.这里 �( x ) 是以 x = x ( t ) 为支撑的狄拉克- 广义函数, x ( t ) , u�( t ) ∋ C
1
[ 0, + ( ] .

定理 2 � 若(10) 满足下列广义 Rankine- Hugoniot条件(简称广义 R - H 条件)

� � � � � � �

dx
dt = !�,

dw
d t

= [ v ] !�- [ g( u ) v ] ,

[ u] !�- [ f ( u ) ] = 0

(11)

和

� � � � � � � � � � � � � � � !� = g( u�) , (12)

这里[ G ] = G 2- G 1. 则(10) 是系统(1) 在测度意义下的解.

在条件(11) 中,第1个方程称为运动方程, 第2个方程称为质量守恒方程. 它们描述了 �- 激波的位置

x = x ( t ) , 传播速度 !�( t ) 与权 w ( t) 之间的关系.

为了证明此定理,我们只需证( v , u ) 满足(9) 的第 2个方程即可.

证明 � 对于任意的 ∀ ∋ C
(
0 ( (0, ( ) ) R

1
) , 我们有

I =∗
+ (

0 ∗R
1( ( ∀t + g( u) ∀x ) v ) dxd t =

∗
+ (

0 ∗
x ( t )

- (
( ( ∀t + g ( u1) ∀x ) v 1)dx dt +∗

+ (

0 ∗
+ (

z ( t )
( ( ∀t + g( u2) ∀x ) v 2) dxd t +

∗
+ (

0
w ( t ) ( ∀t ( t , x ( t ) ) + g ( u�) ∀x ( t , x ( t ) ) ) dxd t =

∗
+ (

0 ∗
x ( t )

- (
[ ( v 1 ∀) t + ( v 1g ( u1) ∀) x ] dx dt -∗

+ (

0 ∗
x ( t )

- (
[ ( v 1) t + ( v 1g ( u 1) ) x ] ∀dx dt +

∗
+ (

0 ∗
+ (

x ( t )
[ ( v 2 ∀) t + ( v 2g ( u2) ∀) x ] dx dt -∗

+ (

0 ∗
x ( t )

+ (
[ ( v 2) t + ( v 2g ( u 2) ) x ] ∀dx dt +

∗
+ (

0
w ( t )

d∀( t , x ( t ) )
dt

dt =

∗
+ (

0
[ ( v 2- v 1) x ( t ) - ( v 2g( u2) - v 1g ( u1) ) ] ∀( t , x ( t ) )dt -∗

+ (

0

dw ( t)
dt ∀( t , x ( t ) )dt =

∗
+ (

0
( [ v ] x ( t ) - [ vg ( u ) ] ) -

dw ( t )
dt

∀( t , x ( t ) ) dt .

由条件(11) 有 I = 0.证毕.

特别地, 当 f  ( u ) ! g( u) 时, 将(9) ~ (12) 中的 g ( u) 替换为 f  ( u) , 可得(3) 的测度解和广义

Rankine- Hugoniot条件.

除了广义 R - H 条件(11) 和(12) 之外, 为了保证 �- 激波的唯一性,补充熵条件如下

� � � � � � � � �+1 < !� < �
-
1 , �

+
2 < !� < �

-
2 . (13)

此熵条件表明, 在( x , t ) - 平面上, 由间断两侧发出的 4簇特征线全部进入 �- 激波间断线 x = x ( t ) .

满足( 11) ~ ( 13)的间断被称为系统( 1)的狄拉克激波, 简记为 �.

3 � 黎曼问题的狄拉克激波解

这一节,我们分别在情形( C1) ~ ( C 3) 下求解黎曼问题(1) 与(2) , 对于由古典波构成的解参看文献

[ 2, 3, 6, 7] ,这里仅研究该问题的 �- 激波解.

327第 4 期 � � � � � � � � � � � � � 程红军等: 一类解耦双曲守恒律系统的狄拉克激波



(1) 情形( C1)

当 u+ < u- 时,线性退化的特征线在区域 f ( u+ ) t < x ( t ) < f  ( u- ) t内重叠, 因此, 解中将出现 �-

激波.

在初值为

� � � � � � � � � � t = 0: x ( 0) = 0, w (0) = 0, u�(0) = 0 (14)

的条件下,解常微分方程组(11) 和(12) (其中的 g ( u) 替换为 f  ( u ) ) , 可得

� � � � � � � � � �

!� =
[ f ( u ) ]
[ u ]

,

w ( t ) = [ v ]
[ f ( u) ]
[ u]

- [ f  ( u) v ] t ,

x = x ( t ) = !�t =
[ f ( u ) ]
[ u ]

t ,

u� = ( f ) - 1
( !�) .

(15)

此时熵条件(13) 等价于

� � � � � � � � � � � � � u+ < u� < u- , (16)

容易验证(15) 满足熵条件( 16) .

此种情形的 �- 激波解由(10) 表示,其中 x ( t ) , w ( t ) 和 u�( t ) 由( 15) 给出.

(2) 情形( C2)

当 u+ < u- 时,我们有

� � � � � � � � � � � �-1 > �+1 , �
-
2 > �+2 , (17)

因此,对于系统(1) 中第一个方程来说,一个古典激波( S ) 形成.由(8) 知其传播速度为

� � � � � � !=
f ( u+ ) - f ( u- )

u+- u-
= f  (  u ) ,  u ∋ [ u+ , u- ] . (18)

从而

� � � � � � � � � � � � � � �-2 > ! > �+2 , (19)

由此,当 g ( u- ) > f  (  u ) > g( u+ ) ,即 �-1 > ! > �+1 时, 解中将出现 �- 激波.

解常微分方程组的初值问题( 11) , (12) 和(14) 可得

� � � � � � � � � �

!� =
[ f ( u ) ]
[ u ]

,

w ( t ) = [ v ]
[ f ( u) ]
[ u]

- [ g ( u ) v ] t ,

x = x ( t ) = !�t =
[ f ( u ) ]
[ u ]

t ,

u� = g
- 1
( !�) .

(20)

此时容易验证( 20) 满足熵条件( 13) .

此种情形下的 �- 激波解由(10) 表示,其中 x ( t ) , w ( t ) 和 u�( t ) 由(20) 给出.

(3) 情形( C3)

这里仅研究 g ( u) > f ( u) 的情形, 对于 g( u) < f  ( u ) 的情形,类似可得.

当 u+ < u- 时,除(17) , (18) 和(19) 成立之外,还可得到

� � � � � � � � � � � � �-1 > �-2 , �
+
1 > �+2 , (21)

此时当 f (  u ) > g ( u+ ) ,即 ! > �
+
1时,解中出现 �- 激波.

解常微分方程组的初值问题( 11) , (12) 和(14) ,可得 x ( t ) , w ( t ) 和 u�( t ) 仍由(20) 给出, 且满足熵

条件(13) .此种情形下的 �- 激波解仍由(10) 表示.

注 � 可以证明, 3种情况下的狄拉克激波解在粘性扰动下都是稳定的
[ 2, 5~ 7]

.
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综上可知, 关于狄拉克激波出现的原因, 系统是严格双曲还是非严格双曲并不是其本质, 其形成的数

学机制是线性退化的特征线的重叠.对于给定的初始数据( u� , v � ) ,解中出现狄拉克激波的充分必要条件

是特征线为 4进的.
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Delta shock waves for a class of decoupled hyperbolic

system of conservation laws

CHENG Hong!jun, ZHANG Tong, YANG Han!chun
( Department of Mathematics, Yunnan University, Kunming 650091, China)

Abstract: Riemann problems for a class of decoupled non!st rictly or strict ly hyperbolic system of conserva!
t ion law s, w hich have a linearly degenerate characterist ic, are studied. With the help of characterist ic method,

under generalized Rankine!Hugoniot relation and entropy condit ion, delta!shock solut ions are obtained.

Key words: hyperbolic system of conservat ion law s; delta shock w ave; generalized Rankube!Hugoniot rela!
t ion; ent ropy condit ion
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