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一类 Rn上奇异非线性双调和方程正整解的存在性及性质

许兴业

(广东教育学院 数学系,广东 广州 � 510303)

摘要:以 Schauder- Tychonoff 不动点定理为工具, 建立了 一类 R
n
上奇异非线性双调和方程 �

2
u =

f ( | x | , u , | � u | ) u- �( n � 3, �> 0) 正的径向对称整体解的存在性定理,并给出了解的有关性质.
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关于奇异非线性椭圆型方程正整解存在问题的研究已获得丰富的成果. 文献[ 1, 2] 分别研究在 R
n

( n � 3) 中 形如 �2
u = f ( | x | , u ) ( x � R

n
)、�2

u = f ( | x | , | � u | ) u
- �

( x � R
n
, �> 0) 非线性双

调和方程正整解的存在性, 文献[ 3, 4] 研究的是平面上形如 �2
u = f ( | x | , | �u | ) u

- �及 �2
u =

f ( | x | , u, | � u | ) 非线性双调和方程的正整解的存在性, 文献[ 5, 6] 研究了一类非线性波方程解的存

在性、唯一性及光滑性,取得了丰硕的成果.本文则研究一类比文献[ 1, 2] 更为一般的 R
n 上奇异非线性双

调和方程

� � � � � � � � �2
u = f ( | x | , u , | � u | ) u

- �
( x � R

n
, n � 3, �> 0) ( 1)

正整解的存在性,并给出了解的性质. 所得的成果丰富和发展了文献[ 1 ~ 6] 的理论和应用. ( 1) 中的 �表

示 Laplace算子, | x | 表示Euclidean长度, �表示H am ilton算子, ( 1) 中的整体解定义为 u( x ) � C
4
( R

n
)

且在 R
n 中逐点满足( 1) .

1 � 引 � 理

为了证明本文的结论,我们引进文献[ 1, 2] 曾经用过的积分算子 � : C[ 0, � ) � C
2
[ 0, � ) 如下

� � � � � � � � ( �h ) ( t ) =
1

n - 2�
t

0
1-

s
t

n- 2

sh( s ) ds , t � 0, n � 3. ( 2)

引理 1 � 设 h � C [ 0, � ) , 则 �( �h ) ( | x | ) = h( | x | ) .

引理 2 � 设 h � C [ 0, � ) , 则函数 u( x ) = ( �2
h) ( | x | ) 是方程

� � � � � � � � ( �2
u ) ( x ) = h ( | x | ) ( x � R

n
, n � 3) ( 3)

的径向对称整体解; 若再假设 h � 0, 则有

� � � � � � � � 0 � ( �2
h) ( t ) � t

2

2( n - 2)
2�

t

0
sh( s ) ds, t � 0, ( 4)

� � � � � � � � 0 � d
dt

( � 2
h) ( t ) � t

( n - 2)�
t

0
sh( s ) ds , t � 0. ( 5)

引理 1和引理 2的证明参见文献[ 2] .

2 � 主要结果

在下面的讨论中我们引入记号 � : [ 0, � ) � ( 0, � ) � [ 0, � ) , k( s ) =
1, � 0 � s � 1,

s, � s > 1
,并假设函数
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f 满足以下条件:

(A) f : � � [ 0, � ) 是连续的;

( B) 存在连续函数 F : � � [ 0, � ) 满足

� � � � � � � � � � | f ( t , u , v ) | � F( t , u , v ) , ( t , u , v ) � � .

定理 1 � 假设函数 F 满足条件( � ) , ( �) 1及( �) 或者( �) , ( �) 2及( �) :

( �) 对固定的 t � 0, F( t , u , v ) 关于 u � ( 0, � ) 是非增, 关于 v � [ 0, � ) 是非减;

( �) 1 对固定的( t , u , v ) � � , �- (1+ �)
F t ,

1
6
�u , �v 关于� � ( 0, � ) 非增, 且有

� � � � � � � � � � lim
�� �
�- ( 1+ �)

F t ,
1
6
�u, �v = 0;

( �) 2 对固定的( t , u , v ) � � , �- (1+ �)
F t ,

1
6
�u , �v 关于� � ( 0, � ) 非减, 且有

� � � � � � � � � � lim
�� 0

+
�- ( 1+ �)

F t ,
1
6
�u, �v = 0;

( �) 存在常数 c > 0使

� � � � � � � � � ��
�

0
k ( t ) f t ,

1
6

c( 1 + t
2
) , ct d t < � .

则方程( 1) 都存在无穷多个正的径向对称整体解 u( x ) , 且具有性质

� � � � � � � � � � c1( 1 + | x |
2
) � c2( 1+ | x |

2
) , x � R

n
, n � 3,

其中 c1, c2是某 2个正常数, k( t ) 如上定义.

证明 � 先证 F ( t , u, v ) 满足条件( �) , ( �) 1, ( �) 的情形.由( �) 1有

�
- ( 1+ �)

k ( t ) F t ,
1
6 �( 1 + t

2
) , �t � c

- (1+ �)
k ( t ) F t ,

1
6 c( 1+ t

2
) , ct ,

对一切 t � 0, c � �< � 成立(其中 c和 k ( t ) 是( �) 中出现的常数和函数) ,且对一切 t � 0有

� � � � � � � � � � lim
�� �
�- ( 1+ �)

k ( t ) F t ,
1
6
�( 1 + t

2
) , �( t ) = 0.

由( �) 利用 Lebesgue控制收敛定理得

� � � � � � � � � � lim
�� �
�- ( 1+ �)�

�

0
k ( t ) F t ,

1
6
�( 1 + t

2
) , �( t ) dt = 0. ( 7)

故存在充分大的正数 �( 3� � c) 使得

� � � � � � � � � ��
�

0
k ( t ) F t ,

�
2

( 1 + t
2
) , 3�t dt � �

2

1+ �

. ( 8)

按通常的方法引进 C
1
[ 0, � ) 的拓扑,作集合

Y = y � C
1
[ 0, � ) |

�
2

( 1 + t
2
) � y ( t ) � 2�( 1 + t

2
) , �t � y�( t ) � 3�t , t � 0 . ( 9)

易见 Y 是C
1
[ 0, � ) 中的闭凸子集,定义映照 � : Y � C

1
[ 0, � ) 如下

� � � � � � � ( �y ) = �( 1 + t
2
) + � 2

f ( t , y ( t ) , y�( t ) ) y
- �

( t ) , t � 0. ( 10)

下面证明映照 � 满足

( i) � : Y � Y .

事实上, �y � Y ,由( B ) 及( � ) 有

� � � � � � � � � � | f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) | � F t ,
�
2

( 1 + t
2
) , 3�t .

进而由( 4) 及( 8) 得

| �2
f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) | � �2

F t ,
�
2

( 1 + t
2
) , 3�t y

- �
( t ) �

�
2

- �
t

2

2( n - 2)
2�

t

0
k ( s) F s,

�
2 ( 1 + s

2
) , 3�s ds �
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�
2

- �
t

2

2( n - 2)
2

n
2

1+ �

� �
2

t
2
, t � 0. ( 11)

从而

� � � | ( �y ) ( t ) - �( 1 + t
2
) | = | � 2

[ f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y
- �

( t ) ] | <
�
2

t
2
, t � 0.

�
2

( 1 + t
2
) � �( 1+ t

2
) -
�
2

t
2 � ( �y ) ( t ) � �( 1 + t

2
) +
�
2

t
2

< 2�( 1+ t
2
) , t � 0. ( 12)

又

� � � � � d
dt

( �y ) ( t ) = 2�t +
d

dt
�2

[ f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y
- �

( t ) ] . ( 13)

注意到 � t � 0有

d
dt
�

2
[ f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) ] =�

t

0

s
t

n- 1

�f ( s , y ( s) , | y�( s ) | ) y
- �

( s ) ds | �

�
t

0
� | f ( s , y ( s ) , | y�( s) | ) y

- �
( s ) ds �

�
2

- �

�
t

0
�F( s , y ( s) , | y�( s ) | ) ds � ( 14) 1

�
2

- �
t

n - 2�
�

0
�F s ,

�
2

( 1+ s
2
) , 3�s ds � �t , ( 14) 2

所以

� � � � � � � � �t � 2�t � ( �y )�( t ) � 2�t + �t = 3�t , � t � 0. ( 15)

故映照 � 是 Y 到 Y 的映照.

( ii) � 是连续映照.

设 y i , y � Y, i = 1, 2, 3, �,且 yi 依C
1
[ 0, � ) 的拓扑收敛于 y . � t � [ 0, t 1] � [ 0, � ) ,由( 10) 得

| ( �yi ) ( t ) - ( �y ) ( t ) | � � 2
| f ( t , yi ( t ) , | y�i ( t ) | ) y

- �
i ( t ) - f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) | �

t
2
1

2( n - 2)
2�

t
1

0
s | f ( s, y i ( s) , | y�i ( s) | ) y

- �
i ( s) - f ( s , y ( s ) , | y�( s) | ) y

- �
( s ) | ds , 0 � t � t 1,

( 16)

注意到

| f ( t , y i ( t ) , | y�i ( t ) | ) y
- �
i ( t ) - f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) | � 2F t ,

�
2 ( 1+ t

2
) , 3�t

�
2

- �

.

( 17)

又由(A) 及 y i 收敛于y ,故有

lim
t � �

| f ( t , yi ( t ) , | y�i ( t ) | ) y
- �
i ( t ) - f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) | = 0, � 0 � t � t 1. ( 18)

于是从( 16 ~ 18) 及( 8) ,依 Lebesgue控制收敛定理知

� � � � � � � � � � max
0 � t � t

1

| ( �y i ) ( t ) - ( �y ) ( t ) | � 0( i � � ) . ( 19)

再由( 13) 及( 14) 1, 得

| ( �yi )�( t ) - ( �y )�( t ) | =

d
dt
�2

[ f ( t , yi ( t ) , | y�i ( t ) | ) y
- �
i ( t ) - f ( t , y ( t ) , | y�( t ) | ) y

- �
( t ) ] �

t 1

n - 2�
t

1

0
r | f ( r , yi ( r ) , | y�i ( r ) | ) y

- �
i ( r ) - f ( r , y ( r ) , | y�( r ) | ) y

- �
( r ) | d r , 0 � t � t 1, ( 20)

于是从( 20)、( 17)、( 18) 及( 8) ,依 Lebesgue控制收敛定理知

� � � � � � � � � � max
0 � t � t

1

| ( �y i )�( t ) - ( �y )�( t ) | � 0( i � � ) . ( 21)

从( 19) 及( 21) 知 � 是连续的.

( iii) � Y 是相对紧的.由( 13)、( 8) , �y � Y 得
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( �y )�( t ) = 2�+ d
dt�

t

0

s
t

n- 1

�[ f ( s, y ( s ) , | y�( s) | ) y
- �

( s) ] ds =

2�+ �[ f ( s, y ( s ) , | y�( s) | ) y
- �

( t ) -

( n - 1)�
t

0

s
t

n 1
s
� [ f ( s , y ( s) , | y�( s ) | ) y

- �
( s ) ] ds .

对上式右边的第 2、3项进行估值如下:

| �[ f ( s, y ( s ) , | y�( s) | ) y
- �

( s) ] | � � | [ f ( s, y ( s ) , | y�( s) | ) y
- �

( s) ] �

�F ( s, y ( s ) , | y�( s) | ) y
- �

( s) �
1

n - 2�
�

0
sF s,

�
2

( 1 + s
2
) , 3�s y

- �
( s ) ds �

1
n - 2

n
2

- �

� �
2

1+ �

� �.

- ( n - 1)�
t

0

s
t

n 1
s
� [ f ( s , y ( s) , | y�( s ) | ) y

- �
( s ) ] ds �

1+
1

n - 2�
t

0
ds�

t

0
F r ,

�
2

( 1 + r
2
) , 3�r

�
2

- �

dr � 2t
�
2

- �

� �
2

1+ �

� �t , � � t � 0.

从而 � [ 0, t 1] � [ 0, � ) 有

� � � � � � � | ( �y )�( t ) | [ 2 G+ G+ Gt 1 S 常数, 0 [ t [ t 1, y I Y . ( 22)

故由( 12)、( 15) 及( 22) 知{ ( 7y ) ( t ) | y I Y} 和{ ( 7y )c( t ) | y I Y} 在[ 0, t 1] 上一致有界且等度连续.

由Ascoli- Arzela定理(见文献[ 7] 定理1. 30) 知按 C
1
[ 0, t 1] 的拓扑 7 Y 在 Y 是相对紧的,进而可以

用取对角线的方法, 证明按 C
1
[ 0, ] ) 的拓扑 7 Y 在 Y 上是相对紧的.

由( i)、( ii)、( iii) 知 Schauder - T ychonoff不动点定理的条件均满足,故映照 7 存在不动点 y I Y
[ 8]

.

由( 10) 知 y 满足

       y ( t ) = G( 1 + t
2
) + 5

2
[ f ( t , y ( t ) , | yc( t ) | ) y

- B
( t ) ] , t \ 0.

注意到 $
2
是 4阶求导算子,由引理 2得

( $
2
y ) ( t ) = $

2
[ G( 1 + t

2
) + 5

2
f ( t , y ( t ) , | yc( t ) | ) y

- B
( t ) ] =

$
2
[ G( 1 + t

2
) ] + $

2
[ 5

2
f ( t , y ( t ) , | yc( t ) | ) y

- B
( t ) ] =

f ( t , y ( t ) , | yc( t ) | ) y
- B

( t ) , t \ 0.

故方程( 1) 有正的径向对称整体解 u( x ) = y ( | x | ) 具有性质

       
G
2 ( 1 + | x |

2
) [ u ( x ) [ 2 G( 1+ | x |

2
) , x I R

n
, n \ 3.

另若选择常数 G1使得
G1
2

> 2 G.由( 6) 和( 7) , 显然 G1满足

       Q

]

0
k ( t ) F t ,

G1

2
( 1+ t

2
) , 3G1 t dt [

G1

2

1+ B

.

类似于上面的证明, 可证得方程( 1) 存在正整解 u 1( x ) = y 1( | x | ) ,具有性质

    
G1
2 ( 1+ | x |

2
) [ u( x ) [ 2G1( 1 + | x |

2
) , x I R

n
, n \ 3.

易见 u( x ) X u 1( x ) .依此方法进行下去,可得方程( 1) 的无穷多个正整解,且这些解具有定理所述的

性质.

对于以( Ò) 2代替( Ò) 1 的情形, 只须把上面证明过程中的/可选取充分大的正数 G( 3 G \ c) 使得

Q

]

0
k ( t ) F t ,

G
2

( 1 + t
2
) , 3 Gt dt [

G
2

1+ B

0 改 为 / 可 选 取充 分 的 小正 数 G( 3 G [ c) 使 得

Q

]

0
k ( t ) F t ,

n
2

( 1 + t
2
) , 3 Gt dt [

G
2

1+ B

0 ,其余的证明完全与上面相同.

证毕.

121第 2 期        许兴业: 一类 Rn 上奇异非线性双调和方程正整解的存在性及性质



定理 2  假设函数 F 满足下面的条件:

( Ñ) 对固定的 t \ 0, F( t , u , v ) 关于 u I ( 0, ] ) 是非增, 关于 v I [ 0, ] ) 是非增;

( Ò) 存在常数 c > 0使

           Q

]

0
k ( t ) F t ,

1
6

c( 1 + t
2
) ,

1
3

ct d t < ] .

则方程( 1) 具有定理 1所述的结论.

定理 2的证明完全与定理 1的证明类似,略.

3  例  子

例 1  考察非线性双调和方程

   $2
u = e- | x |

u
- A

| ¨ u |
Ccos( | x | | ¨u | ) u

- B
, x I R

n
, n \ 3, B > 0. ( 23)

其中 A, C均为正常数.取 f ( t , u, v ) = e- t
u

- A
v
Ccos( tv ) , F( t , u , v ) = e- t

u
- A

v
C
.显然, 若 A > 0, C > 0,

C- A- B< 1或者 C - A- B> 1, 则容易验证条件( B) 和定理 1的条件均满足,因此方程( 23) 具有定理

1的结论.

例 2  考察非线性双调和方程

   $2
u = e- | x |

u
- A

( 1 + | ¨u | )
- Csin( | x | , | ¨ u | ) u

- B
, x I R

n
, n \ 3, B> 0. ( 24)

其中 A, C均为正常数. 取 f ( t , u, v ) = e
- t

u
- A

( 1+ v )
- C

sin( tv ) , F ( t , u, v ) = e
- t

u
- A

( 1+ v )
- C

. 显然, 若

A > 0, C > 0,容易验证条件( B) 和定理 2的条件均满足,因此方程( 24) 具有定理 2的结论.
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T he ex istence and properties of positive entire solutions for a class of

singular nonlinear biharmonic equations on R
n

XU Xing-ye

( Department of M athematics, Guangdong Education Institute, Guangzhou 510303, China)

Abstract: The theorems of ex istence of posit ive radially symmetric ent ire solut ions for a class singular

nonlinear biharmonic $
2
u = f ( | x | , u, | ¨u | ) u

- B
( n \ 3, B < 0) on R

n
w ith the Schauder- tychonof f

fixed point theorem as the principal are established, and the ralated propert ies of the solut ions w ere obtained.

Key words: biharmonic equat ion; posit ive ent ire solut ion; Lebesgue dominated covergence theorem; e-

quicontinuity; f ixed point theorem
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