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对角因子循环矩阵 Moore-Penrose逆及奇异值分解 

张奕琴，岑建苗 
（宁波大学 理学院，浙江 宁波 315211） 

摘要：给出了对角因子循环矩阵的 Mooore-Penrose 逆的表达式，并利用得到的表达式可以给出

Moore-Penrose逆的快速算法. 进一步研究了实对角因子循环矩阵的奇异值分解，并利用 Hartley

变换矩阵，给出了奇异值分解的具体表达式.  
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循环矩阵是一类很重要的特殊矩阵，不少学者

对循环矩阵进行了不同的研究和推广. Stuart J L和

Weaver J R在文献[1]提出了对角因子循环矩阵，文

献[2]讨论这类矩阵的谱分解及其在偏微分方程求

解中的应用. 本文首先根据文献[3]的结果给出了

对角因子循环矩阵Moore-Penrose逆表达式，并可

得出矩阵秩极小或者满秩时的Moore-Penrose逆的

快速解法. 循环矩阵特性使得它与 Fourier 分析及

群理论紧密相关，这些关系对本文是十分有用的. 

最后，本文在文献[4]的基础上研究实对角因子循

环矩阵的奇异值分解，利用 Hartley 变换矩阵，给

出奇异值分解的具体表达式.  

1 定义及准备 

本文约定， nM 表示复数域上所有 阶方阵组

成的集合， 表示复数域上所有 矩阵组成

的集合. 对于

n

m nM , m n×

nM M∈ ，M ∗表示M 的共轭转置，
TM 表示M 的转置，M 表示M 的共轭， nI 表示 n

阶单位矩阵.  

若 为 阶基本循环矩阵，即  

，其中 e 为单位向量，i . 

C n 1( nC e e= ⋅，， ，⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅，， ，-1)ne i 1 2 n D为 阶

非奇异对角矩阵，即

n

1 2diag( ) 0n iD d d d d= ⋅ ⋅ ⋅ ≠， ， ， ， ， 

1 2i n= ⋅ ⋅ ⋅，， ， . 记 R DC= ，则称 为基本对角因子

循环矩阵.  

R

定义 1  对 nM 中的矩阵M ，如MR RM= ，则

称M 为对角因子循环矩阵，简称DC −循环矩阵.  

特别地，如果D中

那么

1 2 1 1n nd d d d k−= = ⋅ ⋅ ⋅ = = =， ，

DC −循环矩阵就是 因子循环矩阵. 当k − D

为单位矩阵时， DC −循环矩阵就是循环矩阵. 用

nDC 表示 nM 中所有DC −循环矩阵组成的集合.  

引理 1[2]  nM DC∈ 当且仅当  
1

0 1 1 1 1
n

n n
1 1M a I a k R a k R− − −

− −= + + ⋅ ⋅ ⋅ + ， (1) 

其中， 1 2 01 2 1 1i ik d d d i n k= = ⋅ ⋅ ⋅ − =， ，， ， ， .  

记
1 1
0

( ) n i
M i i if x a k− −

=
= ∑ x ，称它为M 的表示多项

式. 易知 ( 正好是0 1 1)a a a⋅ ⋅ ⋅，， ， n− M 的第 1 行，记

M =  .  0 1 1( )n nDC a a a −⋅ ⋅ ⋅，， ，

设
2πi
neω = 是 次本原单位根，n F 表示 阶离散n
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Fourier变换矩阵，即： 
( 1)( 1)( ) / 1i j

ij ijF F F nω − −= =， ，≤ i ≤j， n .  

显然， F 是对称的酉矩阵， . 设： F F I∗ =
1 1 1

1 1 1 2diag(1 )n n
n nT k r k r r d d− − −
−= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅， ， ， ，

 

d .  

令 ，则： DF TF=
1 1

1 1
1 diag(1 ) ( )n

D nF k k V r r r
n

ω ω− − −
−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅， ， ， ， ， ， ，1

)

 

其中， 表示关于 的 Vander- 

monde矩阵.  
1 2( nV v v v⋅ ⋅ ⋅，， ， 1 2 nv v v⋅ ⋅ ⋅，， ，

引理 2[4]  对任意首行为 的循

环矩阵

0 1 1( )na a a −⋅ ⋅ ⋅，， ，

A . 有： 

A F FΛ ∗= ， (2) 

0 1 1diag( )nΛ λ λ λ −= ⋅ ⋅ ⋅，， ， ， 

且 .  1

0
( 0 1 1n ij

j ii
a j nλ ω−

=
= = ⋅ ⋅ ⋅∑ ， ，， ， )−

定义 2  对于 m nA M ,∈ ，如果存在 n mB M ,∈ 满

足下列条件：(1) ABA A= ；(2) ；(3) ( )BAB B= AB ∗ =  

AB；(4) ( )BA B∗ = A

j

.  

那么其中的第 条， 称为( )i ⋅ ⋅ ⋅， ， B A的 (i ⋅ ⋅ ⋅， ， 

)j -逆. 用 表示( )i ⋅ ⋅ ⋅， ，j A的所有 ( -逆组成

的集合，

)j
)

i ⋅ ⋅ ⋅， ，
(i jA ⋅⋅⋅，， 表示 A的 1个 -逆. ( )i ⋅ ⋅ ⋅， ，j A的{1  

-逆称为

，

2 3 4}，， A的Moore-Penrose逆，用 A+表示.  

引理 3[2]  n阶方阵 nM DC∈ 充要条件为： 
1

D DF MF Λ− = .  (3) 

DF 同上定义 . 其中 diag( ( ) ( )M Mf r f rΛ ω= ， ， 

.  1( )n
Mf rω −⋅ ⋅ ⋅， )

,，

2 Moore-Penrose逆表达式 

定理 1[5] 若

且 r
m n m r r nA BC A M B M C M, ,= ∈ ∈ ∈， ， ，

ank( ) rank( ) rank( )A B C= = r= . 则 A的 Moore- 

Penrose逆可表示为： 
1 1( ) ( )A C CC B B B+ ∗ ∗ − ∗ − ∗= .  (4) 

通常称(4)式为Moore-Penrose逆 A+的MacDu- 

ffee公式.  

定理 2  若M 是任意的 阶对角因子循环矩

阵，ran

n

k( )M r= ≤ . 不失一般性，假若矩阵可分

块为： 

n

1 0
0 0D DF MF
Ω− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其中，Ω 为 r r× 非奇异对角矩阵. 则M 的 Moore- 

Penrose逆可表示为： 
1 1 1

1 0
0 0

V U
M FT

Ω− − −
−+ ⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

，F T∗⎟

M∈

 (5) 

1 1 1
1 1diag(1 )n

n rT k r k r U V− − −
−= ⋅ ⋅ ⋅， ， ， ，， .  

证明  设M 为对角因子循环矩阵， ( )rank M =  

≤ . 以下考虑r n 1
D DM F FΛ −= . 不失一般性，本文

假设Λ可表示为分块矩阵： 

( )

( ) ( ) ( )

0
0 0

r n r

n r r n r n r

Ω
Λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟× −
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− × − × −⎝ ⎠

= ， 

其中，Ω 为非奇异 r r× 阶对角矩阵. 设 1 2Ω Ω /= ⋅  
1 2Ω / ，则： 

1
1

1 2

0

0 r

i

i
r

e

e

θ

θ

ρ
Ω

ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

/ = ， 

其中， ≤0 iθ ≤ 1 2i rπ = ⋅ ⋅ ⋅， ，， ， . 则： 

( )
1 2

1 2 10 ( )
0

M TF TF
Ω

Ω
/

/ −⎛ ⎞
= .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

运用定理 1，令： 

( )
1 2

1 2 10 ( )
0

n r r nB TF C C TF C
Ω

Ω
/

× / −⎛ ⎞
= ∈ = ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ×

r

.  

显然有 rank( ) rank( )B C= = . 由(4)式可得： 

( )
1 2

1 11 2 10
0

M F F TT TΩ Ω
/

− −+ / ∗⎛ ⎞
⎡ F−= ⋅⎜ ⎟ ⎣

⎝ ⎠
 

( )
1 11 2 1 2

1 2 0
00

F TTF
ΩΩ

Ω

− −/ /
/ ∗

⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ ⋅⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎥ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎦

 

( )1 2 0 F TΩ
/ ∗ .  

由引理 2知，F TTF∗ 是 1个正定的循环矩阵，

记该矩阵为 K . 则： 

( )
11 2 1 2

1 1 2 10
0 0

M F KT Ω ΩΩ
−

/ /
−+ / −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( ) ( )
11 2

1 2 1 20 0
0

K F
Ω

Ω Ω

−
/

/ / ∗⎡ ⎤⎛ ⎞
.⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
T  

接着将 K分块，得到分块矩阵为： 
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U a
K

b d
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 与 1 V
K

α
β δ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其中 . 因为rU V M∈， K为正定，可以推出U V

是正定的. 特别地，它们都是可逆的. 则： 

， 也

1 2
1 1 2 1 1 2 1 2 1( )

0
M F V UT Ω Ω ΩΩ Ω

/
− − /+ − − / − / −⎛ ⎞

= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 2− /  

( )1 2 1 1 1 10 (
0
I

F T F V UT ΩΩ
− / −∗ −⎛ ⎞

= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

)− −  

( )
1 1 1

1 0
0

0 0
V U

I F T F F TT
Ω− − −

−∗ ∗⎛ ⎞
= .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

证毕.  

由此可以看出，当 或者 时，V 和

能很快计算出来[3].  

r n≈ n r n− ≈

U

当 n r 时，V 和U 将非常小的. 它们的逆

很方便就可以得出.  

n− ≈

当 ，分别计算以上矩阵块中r n≈ 1K K −， ，得

出UV a Iβ+ = 或者 1 (U V I a 1)β− = − −

)

. 因为 V 和

是可逆的，则U (I aβ− 可逆.  

若 时，可以运用 Sherman-Morrison- 

Woodbury公式求矩阵 (

1r n= −

)I aβ− 的逆[3]. 如果 r n= −  

，运用 SMW公式 2次可得. 一般来说，若2 r n= −  

， 次运用 SMW 公式即可求得k k ( )I aβ− 的逆，

这个方法的复杂性取决于U 的秩.  

同样考虑 ，得出平行的结论. 

这时仅当U 和V 有一个是具体已知的情况下，才

可以求出

1 ( )V I aβ− = − 1U−

)(I aβ− 的逆.  

3 实对角因子循环矩阵的奇异值分
解 

设正交(反对角单位)矩阵 . 即： ˆ m m
m RI

×∈
0 0 0 1
0 0 1 0

ˆ
0 1 0 0
1 0 0 0

mI

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

正交循环移位(左循环)矩阵，即： 

1

1 0
ˆ0 nI −

⎛ ⎞
Π = .⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

从而有 2TF F FΠ = = .  

定理 3  设 nM DC∈ ，且M 为实矩阵. Λ =  

Π ΛΠ ，其中 .  1( ( ) ( ) ( ))n
M M Mf r f r f rΛ ω −= ⋅ ⋅ ⋅， ， ， ω

1证明  记 ( ) 0 1j
j Mf r j nλ ω= = ⋅ ⋅ ⋅ −， ，， ， . 对于

1 2 1j n= ⋅ ⋅ ⋅ −，， ， ，为： 
1

1

0
( ) ( )

n
n j n j i

n j M i i
i

f r a k rλ ω ω
−

− − −
−

=

= = =∑  

1 1
1 1

0 0
( ) (

n n

)j i j
i i i i

i i
a k r a k rω ω

− −
− − −

= =

=∑ ∑  

( )j
M jf rω λ= = ， 

且， 
1

1
0

0

n
i

i i
i

a k rλ
−

−

=

= .∑  

证毕.  

下面利用离散 Hartley变换矩阵.  

( ) ( ) ( ) nH A Re A Im A A M= + ∈， .  

Hartley变换矩阵有 2个基本性质[6]： 

(1) 对于 m nA B M ,∈， ，有： 

( ) ( )TH A H AT= .  (6) 

(2) 对于 m nA B M ,∈， ，有： 

( ) ( ) ( ) ( ) (( )H AB H A Re B H A Im B= + =  

( ) ( ) ( ) ( )Re A H B Im A H B+ .  (7) 

对于前面的 F ，则有： 

( ) ( )TH F H F= ， (8) 
2 2( ) ( ) ( ) ( )T

nH F H F H F H F I= = = .  (9) 

F 是对称的酉矩阵，且 . 2TF F F Π= =

( ) ( ) ( ) ( )H F H F H F H F Π= = .
1−

 (10) 

定理 4  如果 是正

交矩阵. 那么，实对角因子循环矩阵

1 1
1 1(1 )n

nT diag k r k r− −
−= ⋅ ⋅ ⋅， ， ，

M 的奇异值分

解(不一定有序)为： 
1( ) ( ( ) ( ) ) ( )M TH F Re P Im P H F TΛ Π −= − ，(11) 

其中 nP M∈ 是对角的酉矩阵. 其定义为 PΛ Λ= .  

证明  由于  
1 1

D DM F F TF F TΛ Λ− ∗= = ，−  
1 1FT M FT PFTΛ Λ 1− − −= = ， 
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因此， 
1 1( ) ( )H F T M H PF TΛ− −= .  

 

由(9)式可得： 
1( ) ( )M TH F H PF TΛ −= .  

由(7)式可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )H PF Re P H F Im P H F= + =  

( ) ( ) ( ) ( )Re P H F Im P H F− =  

( ( ) ( ) ) ( )Re P Im P H FΠ− .  

由定理 3可知： 

( ) ( )P P Im P Im PΠ Π Π Π= +， =

Π = .

=

Π =

Π =

=

 

( ) ( ) 0Re P Re PΠ −  (12) 

由(12)式可知： 

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )TRe P Im P Re P Im PΠ Π− −  

( ( ) ( ))( ( ) ( ) )Re P Im P Re P Im PΠ− −  

( ) ( ) ( ) ( )Re P Re P Re P Im P Π− −  

( ) ( ) ( ) ( )Im P Re P Im P Im PΠ Π+  

( ) ( ) ( ) ( )Re P Re P Im P Im P ΠΠ+  

( ) ( ) ( ) ( )Re P Re P Im P Im P P P I∗+ = = .  

所以， ( ) ( )Re P Im P Π− 是正交的.  

由于 和T都是正交矩阵，所以 和( )H F ( )TH F

1( ( ) ( ) ) ( )Re P Im P H F TΠ −− 都是正交矩阵. 从而可

得M 的奇异值分解为： 
1( ) ( ( ) ( ) ) ( )M TH F Re P Im P H F TΛ −= − Π .  

但 Λ 中元素的次序不一定是奇异值标准次序.

证毕.  
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