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关于不完全 r-自正交拉丁方的存在性 

余  伟，徐允庆 
（宁波大学 理学院，浙江 宁波 315211） 

摘要：如果 2个 n阶不完全拉丁方重叠后正好产生 r个不同的有序对，则称它们是 r -正交的，记

作 r -IMOLS ( )n u， ，其中u为缺少的子拉丁方的阶数. 进一步，如果第 2个拉丁方是第 1个拉丁方

的转置，则称它们是 r -自正交的，记作 r -ISOLS ( )n u， . 本文给出当 {1 2 3 4}u∈ ，，， 时， r -ISOLS 

(4 )m u u+ ， 的存在性. 
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2个 n阶拉丁方， ( )ijL l= 和 ( )ijM m= ，称为 r -

正交的，如果它们重叠后正好产生 r个有序对，即 

{( ) 0ij ijl m| , : ≤ i j， ≤ 1}n r− |= .  

Belyavskaya[1-3]最先系统地考虑了如下问题：

对于哪些整数 n和 r ， n阶 r -正交拉丁方是存在

的？显然 n≤ r≤ 2n ，而且容易确定 2{ 1r n n∈ + −/ ，  

1} . 在文献[4-6]中，这个问题已经被完全解决，最

终结果如定理 1. 

定理 1[6] 对于任意整数 n≥ 2，存在 n阶 r -正

交拉丁方当且仅当 n≤ r ≤ 2n ，且 2{ 1 1}r n n+ −， ， 

除表 1中的 n和 r值例外.   

在一对 n阶 r -正交拉丁方中，如果第 2个拉丁

方是第 1 个拉丁方的转置，则称他们是 r -自正交

的，记作 r -SOLS ( )n . 对于此问题，已有定理 2. 

定理 2[7] 对任意整数 n≥ 2，存在 r -SOLS ( )n

当且仅当 n≤ r≤ 2n ，且 2{ 1 1}r n n∈ + −/ ， . 除表 2

中的 n和 r值例外或可能例外.   

本文给出一些关于 r -ISOLS ( )n u， 的存在性问

题的结果. 设 L是元素基于有限集 S上的拉丁方，

L的截态T是指由 S| |个来自拉丁方不同行不同列

的位置组成，且 S中的每个元素在各个位置中恰好

出现 1次. 若 ( )i j T∈， 当且仅当 ( )i j ∈， T，称截态

T是对称的；若截态之间没有公共位置，则称他们

是不相交的，DOP 集是指 2 个拉丁方重叠后产生

的互不相同的有序对的集合.  

1 定理及引理 

定理 3[8]  若 n和u的值满足 n≥3 1u + ，那么

ISOLS ( )n u， 存在，除 ( ) (6 1) (8 2)n u =， ，，， 例外以及
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表 1  r -MOLS(n) 

阶数 n 例外的 r值 

2 4 

3 5，6，7 

4 7，10，11，13，14 

5 8，9，20，22，23 

6 36，33 
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3 2 {6 8 10}n u u= + ∈ .， ，，  可能例外.  

定理 4[9] 假如整数m≥ 6，则存在基于有限集

{ }mZ x∪ 上的 2(( 1) 3)m+ − -ISOLS ( 1 1)m L+ ，， ，其中

有序对 ( )x x， 不出现在 DOP集中.  

定理 5[9] 假如整数m≥5，则存在基于有限集

{ }mZ x∪ 上的 2(( 1) 8)m+ − -ISOLS ( 1 1)m L+ ，， ，其中

有序对 ( )x x， 不出现在 DOP集中.   

定理 6[9]  假如整数 1 2 5m ≠ ，，，则存在基于有

限集 { }mZ x∪ 上的 2(( 1) 1)m+ − -ISOLS ( 1 1)m L+ ，， ，

其中有序对 ( )x x， 不出现在 DOP集中.   

定理 7[9]  假如整数m≥ 7，那么对于 {r m∈ +  

2 3}m +， ，基于 mZ 上的 r -SOLS ( )m 存在，其中的

DOP 集记为 P，进一步基于 { }mZ x∪ 上的 ( 1)r + - 

ISOLS ( 1 1)m + ， 存在，其中 DOP集为 {( )}P x x∪ ， ，

这里 P r| |= .   

定理 8[9]  对于每个正整数m，基于 mZ 上的

m-SOLS ( )m 存在，DOP集为{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1}m − ；

进一步基于 { }mZ x∪ 上的 ( 1)m + -ISOLS ( 1 1)m + ，

存在，DOP集为{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1} {( )}n x x− ∪ ， .   

定理 9[9] 若整数 m ≥ 7且 2[ ] {r m m m∈ +，  
21 1}m −， . 那么基于 mZ 上的 r -MOLS ( )m 存在，其

DOP集包含{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1}m − 中的每个有序对.  

引理 1 若m≥4，则基于 { }mZ x y∪ ， 上的 (m+   

2) -ISOLS ( 2 2)m + ， 存在，DOP集为{( )i i :， 0≤ i≤

1} {( ) ( )}m x x y y− ∪ ， ， ， .  

证明  (1)当 2 (m k k= ， ≥1)是偶数时，由定理

8可知，基于 { }kZ x∪ 上的 ( 1)k + -ISOLS ( 1 1)k + ， 存

在，DOP 集为{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1} {( )}k x x− ∪ ， . 用

SOLS(2)对其的每一个元素位置膨胀，即可得到： 

(2 2)k + -ISOLS (2 2 2)k + ， ，将其中的元素置换后可

以得到：( 2)m + -ISOLS ( 2 2)m + ， 存在，DOP集为

{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1} {( ) ( )}m x x y y− ∪ ， ， ， .  

(2) 当m≥3且为奇数，我们构造一个基于 mZ

上的对称的m阶拉丁方 ( ) ( )ijL m l= 如下： [ijl i= +  

]j mod m . 其中 0 {( 1) 0T i i= + :， ≤ i ≤ 1}m − 和

0 {( 1) 0T i i= + :， ≤ i≤ 1}m − 是 2 个成对的截态(其

中的 1i + 要模m )；用元素 x替换 0T 中的所有元素，

把 0T 中的元素移至拉丁方的右侧和下侧，用元素 y

替换 1T 中所有元素，把 1T 中的元素移至拉丁方的右

侧和下侧，于是得到 ( 2)m + -ISOLS ( 2 2)m + ， ，DOP

集为{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1} {( ) ( )}m x x y y− ∪ ， ， ， . 证毕.  

引理 2 若整数m≥ 6且基于 { }mZ x∪ 上的 r - 

IMOLS ( 1 1)m + ， 存在，其中 DOP集包含{( ) 0i i :， ≤

i≤ 1}m − 中的每一个有序对.   

证明  由定理 9 可知：基于 { }mZ x∪ 上的 1r - 

MOLS ( 1)m + 存在且其 DOP 集包含{( ) 0i i :， ≤ i≤

1} {( )}m x x− ∪ ， 中 的 每 一 个 有 序 对 . 而 r - 

IMOLS ( 1 1)m + ， 的DOP集与 1r -IMOLS ( 1)m + 存在

且其 DOP 集相比最多缺少一个 ( )x x， ，所以 r - 

IMOLS ( 1 1)m + ， 的 DOP 集包含 {( ) 0i i :， ≤ i ≤

表 2  r -SOLS(n) 

阶数 n 例外的 r值 可能例外的 r值 

2 4  

3 5，6，7，9  

4 6，7，8，10，11，12，13，14  

5 8，9，12，16，18，20，22，23  

6 32，33，34，36  

7 46  

12，13，14，15  v2－5，v2－4，v2－3 

16，17，18，20  v2－5，v2－3 

19，21，22，23，24，26  v2－3 
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1}m − 中的每一个有序对. 证毕. 

2 主要结果 

引理 3 设 n≥ [ ]28 4m n= /， ，当 [4r m k m∈ + +，  
23 ] {4 1}m m k+ + ，则 r -ISOLS (4 )m k k+ ， 存在，

其中 1 2 3k = ，， .  
0 1 2 3 

2 3 0 1 

1 0 3 2 

3 2 1 0 

图 1  4-SOLS(40) 

0 2 3 1 

3 1 0 2 

1 3 2 0 

2 0 1 3 

图 2  16-SOLS(4) 

证明  图 1为 4-SOLS(4)，DOP集为{(0 0) (3，，， 

3) (1 2) (2 1)}，，，， . 而且有 4个不相交的截态如下： 0T =  

1{(0 0) (1 1) (2 3) (3 2)} {(0 1) (1 0) (2 2) (3T =，，，，，，， ， ，，，，，，， 

2 33)} {(0 2) (1 3) (2 1) (3 0)} {(0 3) (1 2)T T= =， ，，，，，，， ， ，，，，

(2 0) (3 1)}，，， . 其中 0T 和 1T 是对称的， 2T 和 3T 是一

对截态. 下面构造 r -ISOLS (4 )(1m k k+ ， ≤ k≤3) . 

注意到 4-SOLS(4)的 DOP 集{(0 0) (3 3) (1，，，，， 

2) (2 1)}，， 中的 4个不同的有序对各重复出现 4次，

对于有序对 (0 0)， 和 (3 3)， ，我们用 t -SOLS ( )m 或

t′ -ISOLS ( 1 1)m + ， (设 DOP 集记为Q )对每个有序

对膨胀，而对于另外与之重复的有序对，用 1t -SOLS 

( )m 或 1t′ -ISOLS ( 1 1)m + ， (DOP 集记为 P，且 P ⊆  

Q )对它们进行膨胀. 对于有序对 (1 2)， 和 (2 1)， ，我

们用 1r -MOLS ( )m 对它们进行膨胀，其中的 DOP

集包含了 {( ) 0P i i= :， ≤ i≤ 1}n − 中的每一个有序

对，用m -SOLS ( )m (DOP集为 P )或 ( 1)m + -ISLOS 

( 1 1)m + ， (DOP 集为 {( )}P x x∪ ， )对另外与之重复

的有序对进行膨胀. 这些输入设计来自定理 7～9.   

下面给出具体的构造方法：假设 1 2 0 10 11k k s s s，，， ，， 

12 1s r，满足下列条件： 

(a) 1 2 {0 1}k k ∈， ， ； 

(b) 0 {0 2 3}s ∈ ，， ； 

(c) 2
10 {0 2 3 }s m m∈ −，，， ； 

(d) 11 12 10s s s= = ，当 10 {0 2 3}s ∈ ，， ； 

(e) 2 2
11 1 1 1 12 2( ) ( ) ( )s m k m k k s m k= + − + − = + −，  

2 2( )m k k+ − ，当 2
10s m m= − ； 

(f) 2 2
1 [ ] { 1 1}r m m m m∈ + −， ， .  

第 1步：在 0T 中，用定理 7和定理 8中的 (m +  

0 )s -SOLS ( )m 对 0 所在的位置膨胀；用定理 6～8

中的 10( )m s+ -SOLS ( )m 对 3 所在位置膨胀；用

1r -MOLS ( )m 的一个拉丁方对 1所在位置膨胀，另

一个拉丁方的转置对 2 所在的位置膨胀. 其中

1r -MOLS ( )m 的 DOP 集包含了 {( ) 0i i :， ≤ i ≤

1}n − 中的所有有序对.  

第 2步：在 1T 中，用定理 7和定理 8中的 (m +  

1 0 )k s+ -ISOLS 1 1( )m k k+ ， 对 0所在的位置膨胀；用

定理 6～8 中的 1 11( )m k s+ + -ISOLS 1 1( )m k k+ ， 对 3

所在位置膨胀；用定理 8中的 1( )m k+ - ISOLS (m +  

1 1)k k， 对 1和 2所在位置膨胀.   

第 3 步：在 2T 和 3T 中，用定理 7 和定理 8 中

的 2 0( )m k s+ + -ISOLS 2 2( )m k k+ ， 对 0 所在的 2 个

位置膨胀；用定理 6～8 中的 2 12( )m k s+ + -ISOLS 

2 2( )m k k+ ， 对 3所在的 2个位置膨胀；用定理 8中

的 2( )m k+ -ISOLS 2 2( )m k k+ ， 对 1和 2所在的 4个

位置膨胀.  

经上述步骤后，得到 r -ISOLS (4 )m k k+ ， ，其

中 1 0 1 1 11 1 12 22 2 max{ }r r m s s k s s k s k= + + + + = + , +， ， 

1 22k k k= + . 

情形 1：1 21 0k k= =， ，得到 r -ISOLS (4 1 1)m + ，， 

1 0 112 2 1r r m s s s= + + + + + ， 

11
2

11

0 {0 2 3}
1 ( 1) ( 1) 1

s
s

s m m
∈⎧

= ⎨ = + − + − .⎩

， ，， ，

，
 

计算后可以得到： 2[4 1 3 1]r m m m∈ + + +，  

{4 2}m + .  

情形 2：1 20 1k k= =， ，得到 r -ISOLS (4 2 2)m + , ， 

1 0 122 2 1 1r r m s s s= + + + + + + ， 

当

当
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12
2

12

0 {0 2 3}
1 ( 1) ( 1) 1

s
s

s m m
∈⎧

= ⎨ = + − + − .⎩

， ，， ，

，
 

计算后可以得到： 2[4 2 3 2]r m m m∈ + + +，  

{4 3}m + .  

情形 3： 1 2 1k k= = ，得到 r -ISOLS (4 3 3)m + ，， 

1 0 112 2 1 1 1r r m s s s= + + + + + + + ， 

11
2

11

0 {0 2 3}
1 ( 1) ( 1) 1

s
s

s m m
∈⎧

= ⎨ = + − + − .⎩

， ，， ，

，
 

计算后可以得到： 2[4 3 3 3]r m m m∈ + + +，  

{4 4}m + ，证毕.  

引理 4  假如整数 n≥ 28且 4m n= /⎢ ⎥⎣ ⎦ . 当 r∈ 
2 2 2 2[16 5 (4 ) ] {(4 ) 5 (4m m k k m k k m+ + − + − − +， ，

2 2 2 2) 3 (4 ) 1}k k m k k− − + − −， ，则 r -ISOLS (4m +  

)k k， 存在，其中 1 2 3k = ，， .   

证明  图 2为 SOLS(4)(16-SOLS(4))，DOP集

中的每个有序对出现且仅出现 1次；其中有 4个不

相交的对称截态： 0 {(0 0) (1 1) (2 2) (3 3)}T = ，，，，，，， ， 

1 2{(0 1) (1 0) (2 3) (3 2)} {(0 2) (1 3) (2T T= =，，，，，，， ， ，，，，，

30) (3 1)} {(0 3) (1 2) (2 1) (3 0)}T =，， ， ，，，，，，， .  

构造 r -ISOLS (4 )m k k+ ， 如下： 

在前 3个截态 0 1T T， 和 2T 中，用 r′ -ISOLS (m +  

)i ik k， ( {0 1}ik ∈ ， )对每个位置及其对称位置膨胀，

在第 4个截态 3T 中，用 r′ -MOLS ( )m 对每个位置及

其对称位置进行膨胀 . 具体的构造如下：设

0 1 2k k k，，， (0is ≤ i≤ 1 27) r r，， 满足下列条件： 

(a) {0 1} 0ik ∈ ，，≤ i≤ 2； 

(b) 2
0 0 0{0 2 3 ( ) ( ) 7 (is m k m k k m∈ + − + − − +，，， ，  

2 2
0 0 0 0 0 0) ( ) 2 ( ) ( ) } 0k m k k m k m k k− + − − + − + −， ， ≤

i≤3； 

(c) 2
1 1 1{0 ( ) ( ) } 4is m k m k k∈ + − + −， ，≤ i≤5； 

(d) 2
2 2 2{0 ( ) ( ) } 6is m k m k k∈ + − + −， ，≤ i≤ 7； 

(e) 2 2[ ] { 1 1} 1ir m m m m∈ , + −， ，≤ i≤ 2 .  

第 1步：在 0T 中，用定理 2及定理 4～8中的

0( )im k s+ + -ISOLS 0 0( )m k k+ ， 对 (0i ≤ i≤ 3)所在

的位置膨胀.  

第 2步：在 1T 中，用定理 6和定理 8中的 (m +  

1 4 )k s+ -ISOLS 1 1( )m k k+ ， 对 0 和 1 所在的位置膨

胀；用 1 5( )m k s+ + -ISOLS 1 1( )m k k+ ， 对 2和 3所在

位置膨胀.   

第 3步：在 2T 中，用定理 6和定理 8中的 (m +  

2 6 )k s+ -ISOLS 2 2( )m k k+ ， 对 0 和 2 所在的位置膨

胀；用 2 7( )m k s+ + -ISOLS 2 2( )m k k+ ， 对 1 和 3 所

在位置膨胀.   

第 4步：在 3T 中，用定理 9中的 1r -MOLS ( )m

的一个拉丁方对 0所在的位置膨胀，另一个拉丁方

的转置对 3所在的位置膨胀；用 2r -MOLS ( )m 的一

个拉丁方对 1所在的位置膨胀，另一个拉丁方的转

置对 2所在的位置膨胀.   

在第 1～3 步中，对同一个截态膨胀的不完全

拉丁方具有相同的洞集，而对不同的截态膨胀的不

完全拉丁方有不同的洞集.   

对于输入设计 ( 1 )im s+ + -ISOLS ( 1 1)m + ， ，其

DOP集记为Q，由定理 4～8可知：如果其洞集为

{ }x ，那么当 {0 2 3}is ∈ ，， 时，有序对 ( )x x Q∈， ；当
2 2 2{( 1) ( 1) 8 ( 1) ( 1) 3 ( 1)is m m m m m∈ + − + − + − + − + −， ，

( 1) 1}m + − 时， ( )x x Q∈/， . 

因此，经上述步骤后得到 r -ISOLS (4 )m k k+ ， ， 
3

0 1 2 1 2 00
2( ) 12 ( ii

k k k k r r r m s k
=

= + + = + + + + ×∑，
5 7

1 24 6
sig( )) 2 ( sig( )) 2 (i i i ii i

s s k s s k
= =

+ + × + + ×∑ ∑
2

0
sig( )) sig( )i j jj

s k T
=

+ ×∑ ，其中： 

0 {0 2 3}
sig( )

1
i

i

s
s

∈⎧
= ⎨
⎩

， ，， ，

，
 

3

0
0

0 sig( ) 4
sig( )

1
ii

s
T =

⎧ =⎪= ⎨
.⎪⎩

∑， ，

，
 

5

4
1

0 sig( ) 2
sig( )

1
ii

s
T =

⎧ =⎪= ⎨
.⎪⎩

∑， ，

，
 

7

6
2

0 sig( ) 2
sig( )

1
ii

s
T =

⎧ =⎪= ⎨
.⎪⎩

∑， ，

，
 

情形 1： 0 1 21 0k k k= = =， ，得到 r -ISOLS (4m +  
3 7

1 2 0 4
1) 2( ) 12 ( sig( )) 2i i ii i

r r r m s s s
= =

= + + + + + +∑ ∑，

0sig( )T . 

计算后可以得到： 2[16 3 (4 1) 1]r m m∈ + + −，  

当 

当 

当 

当 

其他 .

其他 

其他 

其他 

0≤ i≤ 7，
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2 2 2{(4 1) 1 5 (4 1) 1 3 (4 1) 1 1}m m m+ − − + − − + − −， ， .  

情形 2： 0 1 21 0k k k= = =， ，得到 r -ISOLS (4m +  
3 5

1 2 0 4
2 2) 2( ) 12 ( sig( )) 2 (i ii i

r r r m s s
= =

= + + + + +∑ ∑，
7

0 16
sig( )) 2 sig( ) sig( )i i ii

s s s T T
=

+ + + +∑ .  

计算后可以得到： 2[16 4 (4 2) 4]r m m∈ + + −，  

S，其中 3 2
1
{( 2) 4 (2 1)}

i
S m i

=
= + − − −∪ .  

情形 3： 0 1 2 1k k k= = = ，得到 r -ISOLS (4m +  
3 7

1 2 0 4
3 3) 2( ) 12 ( sig( )) 2 (i ii i

r r r m s s
= =

= + + + + +∑ ∑，
2

0
sig( )) (sig( ))i i ii

s s T
=

+ +∑ .  

计算后可以得到： 2[16 5 (4 3) 9]r m m∈ + + −，  

S，其中 3 2
1

( {(4 3) 9 (2 1)})
j

S m j
=

= + − − −∪ . 证毕.  

引理 5  假如整数m≥ 7，且当 [4 4r m∈ + ， 
2 2 2 2(4 4) 4 ] {4 5 (4 4) 4 5 (4m m m m+ − + + − − +， ，

2 2 2 24) 4 3 (4 4) 4 1}m− − , + − − ，则 r -ISOLS (4 4m + ， 

4)存在.  

证明  图 1为 4-SOLS(4)，DOP集为{(0 0)，，(3， 

3) (1 2) (2 1)}，，，， . 而且有 4 个不相交的截态如下：

0 1{(0 0) (1 1) (2 3) (3 2)} {(0 1) (1 0) (2 2)T T= =，，，，，，， ， ，，，，，，

2 3(3 3)} {(0 2) (1 3) (2 1) (3 0)} {(0 3) (1T T= =， ， ，，，，，，， ， ，，，

2) (2 0) (3 1)}， ，，， . 其中 0T 和 1T 是对称的， 2T 和 3T 是

一对截态.   

下面构造 r -ISOLS (4 4 4)m + ， 如下：若 0 10 1s s r， ，

满足下列条件： 

(a) 2
0 10 {0 2 3 ( 1) ( 1) 1}s s m m∈ + − + −， ，，， ； 

(b) 2 2
1 [( 1) ( 1) ] { 1 1 ( 1) 1}r m m m m∈ + + + + + −， ， .  

第 1步：在 0T 中，用 0( 1 )m S+ + -ISOLS ( 1m + ， 

1)对 0所在的位置膨胀，用 0( 1 )m S+ + -ISOLS (m +  

1 1)， 对3所在的位置膨胀，用 1r′ -IMOLS ( 1 1)m + ， 中

的一个不完全拉丁方对 1所在的位置膨胀，另一个

不完全拉丁方的转置对 2所在的位置膨胀. 由定理

9可知，其 DOP集包含{( ) 0i i :， ≤ i≤ 1}m − 中的每

一个有序对，而且 1r′ 与 1r相比，或则 1 1rr =′ ，或则

1 1 1rr = −′ . 

第 2步：在 1T 中，用 0( 1 )m S+ + -ISOLS ( 1m + ， 

1)对 0所在的位置膨胀，用 0( 1 )m S+ + -ISOLS (m +  

1 1)， 对 3所在的位置膨胀, 用 ( 1)m + -ISOLS ( 1m + ， 

1)对 1和 2所在的 2个位置膨胀.   

第 3 步：在 2T 和 3T 中，用 0( 1 )m S+ + -ISOLS 

( 1 1)m + ， 对 0所在的 2个位置膨胀，用 0( 1 )m S+ + - 

ISOLS ( 1 1)m + ， 对 3所在的 2个位置膨胀，用 (m +  

1) -ISOLS ( 1 1)m + ， 对 1和 2所在的 4个位置膨胀.  

在第 1 步中，可以发现 1r′ -MOLS ( 1 1)m + ， 的

DOP集与 1r -MOLS ( 1)m + 的 DOP集相比，当缺少

一个有序对 ( )x x， 时，可以由 0( 1 )m S+ + -ISOLS 

( 1 1)m + ， 或 0( 1 )m S+ + -ISOLS ( 1 1)m + ， DOP 集中

的 ( )x x， 补上，( 0 10 {0 2 3}s s ∈， ，， )，当不缺少有序对

( )x x， 时， 0( 1 )m S+ + -ISOLS ( 1 1)m + ， 或 ( 1m + +  

0 )S -ISOLS ( 1 1)m + ， DOP集中的 ( )x x， 与 1r′ -MOLS 

( 1 1)m + ， DOP集中的 ( )x x， 恰好重复.   

于是得到： r -ISOLS 1(4 4 4) 2( 1)m r r+ = − +，，  

0 102 4(m s s+ + + 当 0 10 {0 2 3})s s ∈， ，， 或 12( 1)r r m= − + +  

0 101 4s m s+ + + + (当 2
0 10{0 2 3} ( 1) (s s m m∈ = + − +，，，  

1) 1− ). 

经计算得到 2[4 4 3 7 3] {4 5}r m m m m∈ + + + +， .   

图 2为 SOLS(4)(16-SOLS(4))，DOP集中的每

个有序对出现且仅出现 1次；其中有 4个不相交的

对称截态： 0 1{(0 0) (1 1) (2 2) (3 3)} {(0T T= =，，，，，，， ， ， 

21) (1 0) (2 3) (3 2)} {(0 2) (1 3) (2 0) (3 1)}T =，，，，，， ， ，，，，，，， ，

3 {(0 3) (1 2) (2 1) (3 0)}T = ，，，，，，， .  

构造 r -ISOLS (4 4 4)m + ， 如下：设 (0is ≤ i≤

1 23) r r，， 满足下列条件： 

(a) 2 2 2{0 2 3 7 2 }is m m m m m m∈ − − − − −，，， ， ， ； 

(b) 2 2[ ] { 1 1} 1ir m m m m∈ + −， ， ，≤ i≤ 2 .   

第 1步：在 0T 中，用定理 1及定理 4～8中的

( )im s+ -SOLS ( )m 对 (0i ≤ i≤3)所在的位置膨胀.  

第 2步：在 1T 中，用定理 3及引理 1中的 (m +  

2) -ISOLS ( 2 2)m + ， 或 ISOSL ( 2 2)m + ， 对 0和 1所

在的位置膨胀；用 ( 2)m + -ISOLS ( 2 2)m + ， 或

ISOSL ( 2 2)m + ， 对 2和 3所在位置膨胀.   

第 3步：在 2T 中，用定理 3及引理 1中的 (m +  

2) -ISOLS ( 2 2)m + ， 或 ISOLS ( 2 2)m + ， 对 0和 2所

在的位置膨胀；用 ( 2)m + -ISOLS ( 2 2)m + ， 或
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ISOLS ( 2 2)m + ， 对 1和 3所在位置膨胀.   

第 4步：在 3T 中，用定理 9中的 1r -MOLS( m )

的一个拉丁方对 0所在的位置膨胀，另一个拉丁方

的转置对 3所在的位置膨胀；用 2r -MOLS( m )的一

个拉丁方对 1所在的位置膨胀，另一个拉丁方的转

置对 2所在的位置膨胀.   

在第 2、3 步中对同一个截态膨胀的不完全拉

丁方具有相同的洞集，而对不同的截态膨胀的不完

全拉丁方有不同的洞集.   

经上述步骤后得到： r -ISOLS (4 4 4)m + ， ，其

中
3

1 2 0
2( ) 12 ( ) 4ii

r r r m s
=

= + + + +∑ 或 1 22( )r r r= + +  
3 2

0
4 ( ) 8[( 2) 4]ii
m s m

=
+ + + −∑ 或 1 22( ) 8r r r m= + + +  

3 2
0
( ) 4[( 2) 4] 2ii
s m

=
+ + − +∑ . 

经计算得 2 2[16 6 (4 4) 4 ] {(4r m m m∈ + + − +，  
2 2 2 2 2 24) 4 5 (4 4) 4 3 (4 4) 4 1}m m− − + − − + − −， ， .  

结合引理 3～5，我们得到本文的主要定理：  

定理 10  设 4n m m= ， ≥7，当 [4 (4r m k m∈ + +，  
2 2 2 2 2) ] {4 1 (4 ) 5 (4 )k k m k m k k m k− + + + − − + −， ，

2 2 23 (4 ) 1}k m k k− + − −， ，则 r -ISOLS ( )n k k+ ， 存

在，其中 1 2 3 4k = ，，， .  
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Study on Existence of Incomplete r-self-orthogonal Latin Squares  

YU Wei, XU Yun-qing   

( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: Two incomplete Latin squares of order v  are r -orthogonal if their superposition produces exactly r 

distinct ordered pairs, denoted by r-IMOLS ( )n u, , where u  is the order of holey Latin square. In addition, if the 

second square is the transpose of the first one, then the first square is deemed to be r -self-orthogonal, denoted by 

r -ISOLS ( )n u, . In this paper, the existence of r -ISOLS (4 )m u u+ , is investigated for the case {1 2 3 4}u∈ , , , .  
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