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渐近半压缩映象的收敛性定理 

胡良根 
（宁波大学 理学院，浙江 宁波 315211） 

摘要：在任意的赋范线性空间中，通过使用新的分析技巧研究了渐近伪压缩映象和渐近半压缩

映象带误差的三步迭代序列的几个强收敛性定理. 文中不仅包括了修正的带误差的 Mann 和

Ishikawa 迭代序列的收敛性结果作为 2 种特殊情况，同时证明了序列收敛的充分必要条件，且

证明方法更为简单.  

关键词：渐近伪压缩和半压缩映象；带误差的三步迭代；带误差的修正的 Mann 和 Ishikawa 迭

代；充分必要条件；赋范线性空间  

中图分类号：O177.91 文献标识码：A 

近年来，在 Hilbert空间和 Banach空间中，不

少学者使用Mann迭代和 Ishikawa迭代求解非线性

算子方程和变分不等式解等方面作了许多尝试. 

1989年，Glowinski等人[1]引入了θ −原则通过使用

拉格朗日乘法寻找 2个(或更多个)极大单调算子之

和的零点. 三步迭代类似于θ −原则，他们使用三

步迭代序列解决弹塑性问题，液晶体理论和工程价

值计算，并证明了三步迭代序列逼近比一步和两步

迭代序列更有效. 1998年，Haubruge等人[2]应用文

献[1]的三步迭代获得了新的分裂算法求解变分不

等式、可分离凸规则和凸泛函的最小值问题，他们

也证明了三步迭代序列在适当的条件下更有效. 

2000年，Noor[3,4]在 Hilbert空间中引入和分析了三

步迭代序列，并研究了变分包含(变分不等式)的逼

近值. 2002年，Xu等[5]在一致凸的 Banach空间中

提出和分析了渐进非膨胀映象三步迭代的不动点

逼近问题.  

本文提出带误差的三步迭代，通过新的分析技

巧，在任意的实赋范线性空间中分析和研究了渐近

伪压缩映象和渐近半压缩映象带误差的三步迭代

序列的收敛性问题；同时证明了在任意赋范线性空

间中严格渐近伪压缩映象是一致 L − lipschitzian 的

映象. 文中的结果不仅包括了把修正的带误差的

Mann和 Ishikawa迭代序列的收敛性问题作为特殊

情况，而且给出了收敛问题的一个充分必要条件. 

本文的结果改进、推广和统一了相关的结果.   

在 Noor 及 Xu 等所定义的基础上，引入如下

带误差的三步迭代： 

(P) 设 K X⊂ 中的非空闭凸子集，映象

T K: → K，任取 1x K K∈ ， 中的序列{ }nx 定义为： 

(I) 

1

'' '' n ''
n n n n n n n

' ' n '
n n n n n n n

n
n n n n n n n

z a x b T x c w
y a x b T z c v
x a x b T y c u+

⎧ = + +
⎪ = + +⎨
⎪ = + +⎩

，

，

，

n∀ ≥1， 

其中{ } { }n nu v， 和{ }nw 是K中的有界序列，{ } { }n na b， ， 
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{ } { } { } { } { } { }' ' ' '' ''
n n n n n nc a b c a b， ， ， ， ， 和{ }''

nc 是 [0 1]， 中的实

数列，满足条件： ' ' ' ''
n n n n n n na b c a b c a+ + = + + = +  

1'' ''
n nb c+ = ，则称(I)为带误差的三步迭代.  

(Q) 在(I)中，如对任意的 n≥1，有 1'' ''
n na b≡ ≡，  

0和 0''
nc ≡ ，则(I)成为修正的带误差的 Ishikawa迭

代序列，即任取 1x K∈ ，序列{ }nx 定义为： 

(II) 
1

' ' n '
n n n n n n n

n
n n n n n n n

y a x b T x c v
x a x b T y c u+

⎧ = + +⎪
⎨

= + +⎪⎩

，

，
n∀ ≥1， 

其中{ }nu 和{ }nv 是 K中的 2个有界序列，{ } { }n na b， ， 

{ } { } { }' '
n n nc a b， ， 和{ }'

nc 是 [0 1]， 中的实数列，满足条

件： 1' ' '
n n n n n na b c a b c+ + = + + = .  

(R) 在(I)中，如果对任意的 n≥1，有 '' '
n na a≡ ≡  

1 0'' '
n nb b≡ ≡， 和 0'' '

n nc c≡ ≡ ，则(I)成为修正的带误差

的Mann迭代序列，即任取 1x K∈ ，序列{ }nx 定义

为： 

(III) 1
n

n n n n n n nx a x b T x c u n+ = + + ∀， ≥1， 

其中{ }nu 是 K 中的有界序列；{ } { }n na b， 和{ }nc 是

[0 1]， 中的实数列，满足条件： 1n n na b c+ + = .  

1 预备知识 

设 X 是任意的实赋范线性空间， K X⊂ 中的

非空子集，X ∗为其对偶空间. 设 〈⋅ ⋅〉， 为 X 和 X ∗的

对偶对. 映射 2XJ X
∗

: → 称为正规对偶映射，如果

对任意的 x X∈ ，有 ( ) {J x f X x f x f∗= ∈ :〈 〉 = ⋅， ， 

}f x= .  

设映象T K K: → 为严格渐近伪压缩映象[6,7]，

如果存在序列{ } [1 )nk ⊂ +∞， 且 lim 1nn
k

→∞
= ，对任意的

x y K∈， 和 n≥1，存在 ( ) ( )j x y J x y− ∈ − 和常数

[0 1)k∈ ， ，使得： 

( ) ( ) ( )n nI T x I T y j x y〈 − − − − 〉， ≥ (1 ) || (k I− −  
2 2 2) ( ) || / 2 ( 1) || || / 2n n

nT x I T y k x y− − − − − .

 (1) 

T 称为渐近半压缩映象，如果序列{ } [1 )nk ⊂ +∞， ， 

lim 1nn
k

→∞
= ，不动点集 ( ) { }F T x K Tx x Φ= ∈ : = ≠ ，对

任意 ( )x K x F T∗∈ ∈， 和 n ≥ 1，存在 ( )j x x∗− ∈  

( )J x x∗− 和常数 [0 1)k∈ ， ，使得： 

( )nx T x j x x∗〈 − − 〉， ≥ 2(1 ) || || / 2nk x T x− − −  
2 2( 1) || || / 2nk x x∗− − .  (2) 

T称为 L − lipschitzian 的，如果对任意的 x y∈， K

及 n≥1，有 || ||n nT x T y− ≤ || ||L x y− ，其中 1L > 是

常数. 显然具有非空不动点集的严格渐近伪压缩

映象是渐近半压缩映象. 映象T K K: → 称为半紧

的，如果对K中的任意有界序列{ }nx 及 || ||n nx Tx− →  

0( )n →∞ ，则存在一子序列{ } { }
in nx x⊂ ，使得

inx →  

( )ix K n∗ ∈ →∞ [8]. 

引理 1[9] 设 3 个非负实数列{ } { }n nα β， 和{ }nγ

满足： 1nα + ≤ (1 )n n n nβ α γ+ + ∀， ≥1，且
1

n
n

β
∞

=

< +∞∑
和

1
n

n

γ
∞

=

< +∞∑ ，则 lim nn
α

→∞
存在.   

引理 2  设 X 是实赋范线性空间，T K K: →

是严格渐近伪压缩映象，序列 { } [1 )nk ⊂ +∞， 且

lim 1nn
k

→∞
= . 则对任意的 x y K∈， 和 n≥1，有： 

|| ||n nT x T y− ≤ 2( 2 2 /(1 )) || ||nk k k x y+ + − − .  

证明  因为T 是严格渐近伪压缩映象，由(1)

式可得： 

2 || ( ) ( ) || || ||n nI T x I T y x y− − − ⋅ − ≥ (1 )k− ⋅  
2 2 2|| ( ) ( ) || ( 1) || ||n n

nI T x I T y k x y− − − − − − ， 

即 
2(1 ) || ( ) ( ) || 2 || ( )n n nk I T x I T y I T x− − − − − − −  

2 2( ) || || || ( 1) || ||n
nI T y x y k x y− ⋅ − − − − ≤ 0.  

因为满足不等式的T存在，由不等式的解： 

|| ( ) ( ) ||n nI T x I T y− − − ≤
21 1 (1 )( 1)

1
nk k

k
+ + − −

⋅
−

 

2|| || ( 1 2 / (1 )) || ||nx y k k k x y− = + + − − ， 

从而 

|| ||n nT x T y− ≤ || ( ) ( ) ||n nI T x I T y− − − +  

|| ||x y− ≤ 2( 2 2 /(1 )) || ||nk k k x y+ + − − .  

因为 lim 1nn
k

→∞
= ，则可知T 是一致 L − lipschit- 

zian的. 证毕.   

注 1 Osilike[7]在 Hibert空间中证明了严格渐进

伪压缩映象为 L − lipschitzian的，引理 2在任意的

赋范线性空间中证明了同样的结果.  
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2 主要结果 

引理 3  设 X 是任意的实赋范线性空间，K ⊂  

X 中的非空闭凸子集 . 设 T K K: → 是一致 L −  

lipschitzian 的渐近半压缩映象，序列 { } [1nk ⊂ ， 

)+∞ 且 lim 1nn
k

→∞
= . 对任意的 1x K∈ ，由(I)定义的序

列{ }nx 满足下列条件：  

(i) 2

1 1 1

'
n n n n

n n n

b c b b
∞ ∞ ∞

= = =

< +∞ < +∞ < +∞∑ ∑ ∑， ， ， 

1
n

n
b

∞

=

= +∞∑ ， 

(ii) 2

1 1 1
( )' ' '' ' ''

n n n n n
n n n

b b c b b
∞ ∞ ∞

= = =

< +∞ < +∞ < +∞∑ ∑ ∑， ， ， 

1

'
n

n
c

∞

=

< +∞∑ ， 

(iii) 2 2

1 1
( 1) ( 1)'

n n n n
n n

b k b k
∞ ∞

= =

− < +∞ − < +∞∑ ∑， ； 

则有：(A)对任意的 ( )q F T∈ ，极限 lim || ||nn
x q

→∞
− 存

在；(B) lim ( ( ) )nn
d x F T

→∞
， 存在，其中 ( ( ))nd x F T =，  

( )inf || ||q F T nx q∈ − ；(C) liminf || || 0n nn
x Tx

→∞
− = .   

证明  (A)迭代序列(I)的等价形式为：  

1

(1 ) ( )
(I ) (1 ) ( )

(1 ) ( )

'' '' n ''
n n n n n n n n

' ' n '
n n n n n n n n

n
n n n n n n n n

z b x b T x c w x
' y b x b T z c v x n

x b x b T y c u x+

⎧ = − + + −
⎪ = − + + − ∀⎨
⎪ = − + + −⎩

，

，

.

≥1， 

对任意的 ( )q F T∈ ，取 0M > ，使得： 
max{sup{|| ||} sup{|| ||}n n

n n
M u q v q

→∞ →∞
= − −， ， 

sup{|| ||}}n
n

w q
→∞

− .  

由( I' )，可得： 

|| ||nz q− ≤ || || || || || ||'' n ''
n n n n nx q b T x q c w q− + − + − ≤ 

(1 )|| || ''
n nL x q c M+ − + ， (3) 

|| ||n
n nT z x− ≤ || || || ||n nL z q x q− + − ≤ 

1 || || ''
n nL x q c ML− + ， (4) 

其中 1 1 (1 )L L L= + + . 又 

|| ||n ny z− ≤ || || || ||' n
n n n n nz x b T z z− + − +  

[|| || || ||]'
n n nc v q z q− + − ≤[ (1 )''

nb L+ +  
2(1 ) (1 )] || ||'' ' '

n n n nc b L c L x q+ + + + − +  

(1 ) ( )' '' ' '' ' ''
n n n n n nb c M L c c c c M+ + + + .  (5) 

|| ||n ny x− ≤ 1( ) || ||' '
n n nb L c x q+ − +  

' ' ''
n n nc M b c ML+ .  (6) 

因为对任意的实数 a b，，不等式 a≤ 21 a+ 和

2ab≤ 2 2a b+ 恒成立，从而由( I' )可得： 
2|| ||ny q− ≤ || || || || ' n

n n n n nx q y q b T z x− ⋅ − + 〈 − ， 

( ) ( )'
n n n n nj y q c v x j y q− 〉 + 〈 − − 〉， ≤ 

2 2|| || / 2 || || / 2 (1 )'
n n nx q y q b k− + − − − ⋅  

2 2 2|| || / 2 ( 1) || || / 2n '
n n n n ny T y b k y q− + − − +  

(|| || || ||) || ||'
n n n n n nb y x L y z y q− + − − +  

2 2|| || || || / 2' ' '
n n n n nc M c M y q c x q+ − + − +  

2|| || / 2.'
n nc y q−  (7) 

将(5)式，(6)式代入(7)式，整理可得：  
2(1 ) || ||n nA y q− − ≤ 2(1 ) || || '

n n nB x q E+ − + ， (8) 

其中 
2 2

1( 1) (2 1) ( )' ' ' ' '
n n n n n n nA b k c M b L b c= − + + + + +  

22 2( ) (1 )' ' ' '' ' '' '
n n n n n n nb c M b c ML b b L L b+ + + + ⋅  

2 2( ) (1 ) (1 ) 2( )'' ' ' ' '
n n n n nc L b L L b c L L b+ + + + + ⋅  

(1 ) 2 ( )'' ' ' '' ' ''
n n n n n nc ML L b c c c c ML+ + + + ， 

2    
1( ) (1 )' ' ' ' '

n n n n n n n n nB c b L b c b b L L b c L′ ′′ ′′= + + + + + +  
2 2( ) (1 ) (1 )' ' '

n n nb L L b c L L+ + + ， 
2 22[ ( ) ( )' ' ' ' ' '' ' ''

n n n n n n n nE c M b c M b c ML b c M= + + + ⋅  

(1 ) ( ) ].' ' ' ''
n n n nL L b ML b c c ML+ + + +  

由条件 (ii)和 (iii)得
1 1n nn n
A B∞ ∞

= =
< +∞ <∑ ∑，  

+∞和
1

'
nn

E∞

=
< +∞∑ ，显然可知 lim 0nn

A
→∞

= . 则存在

1N ∈ℵ，使得对任意的 n≥ 1N ，有 1/ 2nA < ，从而

1≤1/(1 ) 2nA− < . 由(8)式，对任意的 n≥ 1N ，有： 

2|| ||ny q− ≤ 21
|| ||

1 1

'
n n

n
n n

B E
x q

A A
+

− +
− −

≤ 

2(1 ) || || 2
1

'n n
n n

n

A B
x q E

A
+

+ − +
−

， 

则 

|| ||ny q− ≤ (1 )|| ||n n nD x q E+ − + ， (9) 

其中 ( ) /(1 ) 2 '
n n n n n nD A B A E E= + − =， . 由迭代

( I' )，(6)式和(9)式，可得：  

1|| ||n nx y+ − ≤ || || (|| ||n
n n n ny x b T y q− + − +  

|| ||) [|| || || ||]n n n ny q c u q y q− + − + − =  
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1{ [ (1 ) ](1 )}' '
n n n n nb L c b L c D+ + + + + ⋅  

|| || ' '' '
n n n nx q b c ML c M− + + +  

[ (1 ) ]n n n nb L c E c M+ + + ， (10) 

1|| ||n nx x+ − ≤[ (1 ) ] || ||n n n n nb L D b c x q+ + + − +  

.n n nc M b LE+  (11) 

由迭代( I' )，可得： 
2

1|| ||nx q+ − ≤ 1|| || || ||n n n nx q x q b x+− ⋅ − − 〈 −  

1 1( ) ( )n
n n n n n nT y j x q c u x j x q+ +− 〉 + 〈 − − 〉， ， ≤ 

2 2
1|| || / 2 || || / 2 (1 ) ||n n nx q x q b k+− + − − − ⋅  

2 2 2
1 1 1|| / 2 ( 1) || || /n

n n n n nx T x b k x q+ + +− + − −  

1 1 12 (|| || || ||) ||n n n n n nb x x L x y x+ + ++ − + − −  
2

1|| || ||n n nq c M c M x q++ + − +  
2 2

1|| || / 2 || || / 2.n n n nc x q c x q+− + −  (12) 

将(10)式和(11)式代入(12)式，整理可得： 
2

1(1 ) || ||n nF x q+− − ≤ 2(1 ) || ||n nG x q+ − +  
2

1 1(1 ) || ||n
n n n nH b k x T x+ +− − − ， (13) 

其中 
2 2{ ( 1) (2 1) '

n n n n n n n n nF b k c M b b c b b= − + + + + + ⋅  
2

1 [ (2 ) ](1 )'
n n n n n nLL b c L b L L b c L D+ + + + + +  

2  22 2 2 2[' ''
n n n n n n n nb c M b b c ML b c ML b L′+ + + ⋅  

(2 ) ] 2 }n n n n nL b c L E b c ML+ + + ， 
2 2

1 [' '
n n n n n n n n n nG c b b c b b LL b c L b L= + + + + + ⋅  

(2 ) ](1 )n n nL b c L D+ + + ， 

2[ (1 ) ' ''
n n n n n n nH c M b c L M b b c ML= + + + +  

2( (2 ) ) ].'
n n n n n nb c ML b L L b c L E+ + +  

由条件(i)，(ii)和(iii)得
1 1n nn n
F G∞ ∞

= =
< +∞ <∑ ∑，  

+∞和
1 nn
H∞

=
< +∞∑ ，显然 lim 0nn

F
→∞

= ，从而存在

2N ∈ℵ，且 2N ≥ 1N ，使得对任意的 n≥ 2N ，有

1/ 2nF < ，则1≤1/(1 ) 2nF− < . 对任意的 n≥ 2N ，

可得： 
2

1|| ||nx q+ − ≤ 21
|| ||

1 1
n n

n
n n

G H
x q

F F
+

− + −
− −

 

2
1 1

(1 )
|| ||

1
nn

n n
n

b k
x T x

F + +

−
−

−
≤ (1 ) ||n nI x+ −  

2 2
1 1|| 2 (1 ) || ||n

n n n n nq H b k x T x+ ++ − − − ，(14) 

其中 ( ) /(1 )n n n nI F G F= + − . 由引理 1 得 lim || nn
x

→∞
−  

||q 存在且{|| ||}nx q− 有界.  

(B)由 (14)式，引理 1 和结论 (A)可得

lim ( )nn
d x F

→∞
， 存在.  

(C) 因为序列{|| ||}nx q− 有界，可取 1 0M > ，

对任意的 n≥1，使得 || ||nx q− ≤ 1M . 由(14)式可

得： 
2

1|| ||nx q+ − ≤ 2 2
1|| || ( ) 2n n n nx q F G M H− + + + −  

2
1 1(1 ) || ||n

n n nb k x T x n+ +− − ∀， ≥1， 

从而 
2

1 1(1 ) || ||n
n n nb k x T x+ +− − ≤ 2|| ||nx q− −  

2 2
1 1|| || ( ) 2n n n nx q F G M H+ − + + + ， 

则有： 
2

1 1
1

(1 ) || ||n
n n n

n

k b x T x
∞

+ +
=

− −∑ ≤ 2
1|| ||x q− +  

2
1

1
[( ) 2 )]n n n

n

F G M H
∞

=

+ + < +∞.∑  

由已知条件可知 1 1liminf || || 0n
n nn

x T x+ +→∞
− = . 由

(11)式，可得： 

1 1 1|| || ||n n
n n n n n nx T x x x x T x+ + +− = − + − +  

1 ||n n
n nT x T x+ − ≤ 1(1 ) || ||n nL x x ++ − +  

1 1|| ||n
n nx T x+ +− ≤ (1 )[ (1 )n nL b L D+ + +  

] || || (1 ) (1n n n n nb c x q c M L b L+ − + + + +  

1 1) || ||n
n n nL E x T x+ ++ − ， 

1|| || || n n n
n n n n n nx Tx x T x T x T x −− = − + − +  

1 1 1 ||n
n n n nT x Tx Tx Tx− − −− + − ≤ 

1|| || (1 ) || ||n
n n n nx T x L L x x −− + + − +  

1
1 1|| ||n

n nL x T x−
− −− ， 

从而 lim inf || || 0n nn
x Tx

→∞
− = . 证毕.  

定理 1  设 X 是实赋范线性空间， K X⊂ 中

的非空闭凸子集. T K K: → 是半紧的、一致 L −  

lipschitzian 渐近半压缩映象，且{ } [1 )nk ⊂ +∞， 及

lim 1nn
k

→∞
= . 对任意的 1x K∈ ，由迭代(I)定义的序列

{ }nx 满足引理 3 的条件(i)，(ii)和(iii). 则{ }nx 强收

敛于T的某一不动点 q .   

证明  由引理 3(C)知， lim inf || || 0n nn
x Tx

→∞
− = . 

则存在{ }nx 的子序列{ }
jnx ，使得 lim|| ||

j jn nn
x Tx

→∞
− =  

0；因为序列{ }
jnx 有界和映象T是半紧的，则存在

一子序列{ } { }
j jsn nx x⊂ ，使得 ( )

jsnx q K s→ ∈ →∞ . 
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由T 的连续性可得 lim || || lim || ||
n nj js sj js sn n

x Tx q Tq
→∞ →∞

− = − =  

0，即 q是T的不动点，则有 lim|| || 0nn
x q

→∞
− = . 证毕.   

定理 2  设 X 是 Banach空间，K是 X 的非空

闭凸子集. 设映象T K K: → 是一致 L − lipschitzian

的渐近半压缩映象，且{ } [1 )nk ⊂ +∞， 及 lim 1nn
k

→∞
= . 

对任意的 1x K∈ ，由(I)定义的序列{ }nx 满足条件： 

(i) 2

1 1 1

'
n n n n

n n n

b c b b
∞ ∞ ∞

= = =

< +∞ < +∞ < +∞∑ ∑ ∑， ， ， 

(ii) 2

1 1
( )' ' ''

n n n
n n

b b c
∞ +∞

= =

< +∞ < +∞∑ ∑， ， 

1 1

' '' '
n n n

n n

b b c
∞ ∞

= =

< +∞ < +∞∑ ∑， ， 

(iii) 2 2

1 1
( 1) ( 1)'

n n n n
n n

b k b k
∞ ∞

= =

− < +∞ − < +∞∑ ∑， ；  

则{ }nx 强收敛于T的某不动点 q，当且仅当 

lim inf ( ( )) 0nn
d x F T

→∞
=， .  

证明  必要性显然成立. 下证充分性：设T满

足 lim inf ( ( )) 0nn
d x F T

→∞
=， . 由引理 3(B)，当 n →∞

时，有 ( ( )) 0nd x F T →， . 取{ }nx 中的子序列{ }
jnx 和

序列{ } ( )jq F T⊂ ，使得 || ||
jn jx q− ≤ 2 j− . 设m≥

1，记 1j jn n m+ = + . 由(14)式，可得： 

1

2|| ||
jn jx q
+
− ≤ 2

1 1(1 ) || ||
j jn m n m jI x q+ − + −+ − +  

2 nH ≤
1

2

0
exp{ } || ||

j j

m

n i n j
i

I x q
−

+
=

− +∑  

1 1

0 0
exp( ) 2

j j

m m

n i n i
i i

I H
− −

+ +
= =
∑ ∑ ≤ 2

22 j

M
， (15) 

则由(15)式，可得 1|| ||j jq q+ − ≤ 1
2(2 1) / 2 jM ++ . 因

此 { }jq 是一柯西序列，由完备性可设 jq q→ (当

j →+∞ )及 ( )F T 是闭的，则 ( )q F T∈ 且 nx q→ (当

n →∞ ). 证毕.   

推论 1  设 X 是实赋范线性空间， K X⊂ 中

的非空闭凸子集. 映象T K K: → 是严格渐近伪压

缩映象，序列{ } [1 )nk ⊂ +∞， 及 lim 1nn
k

→∞
= ，且不动

点集 ( )F T Φ≠ . 由(I)定义的序列{ }nx 满足引理 3

的条件(i)，(ii)和(iii). 则 

(a) 对任意的 ( )q F T∈ ， lim || ||nn
x q

→∞
− 存在； 

(b) lim ( ( ) )nn
d x F T

→∞
， 存在，其中 ( ( ))nd x F T =，  

( )inf || ||q F T nx q∈ − ； 

(c) liminf || || 0n nn
x Tx

→∞
− = .  

推论 2  设 X K， 与推论 1 相同. 映象T K: →  

K 是半紧的、严格渐近伪压缩映象，序列{ }nk ⊂  

[1 )+ ∞， 及 lim 1nn
k

→∞
= ，且不动点集 ( )F T Φ≠ ，由(I)

定义的序列{ }nx 满足引理 3 的条件(i)，(ii)和(iii). 

则{ }nx 强收敛于T的某不动点 q .  

推论 3  设 X K， 与推论 1 相同. 设T K: →  

K是严格渐近伪压缩映象，序列{ } [1 )nk ⊂ +∞， 及

lim 1nn
k

→∞
= ，且不动点集 ( )F T Φ≠ . 由(I)定义的序列

{ }nx 满足定理 2 中的条件(i)，(ii)和(iii). 则{ }nx 强

收敛于T的某不动点 q，当且仅当 

lim inf ( ( )) 0nn
d x F T

→∞
=， .  

注2  文中的结果可以推出修正的带误差的 Ishi- 

kawa和Mann迭代序列的相应的收敛性结果.   

注 3  如果T K K: → 是全连续的，则一定是

半紧的；如果T是连续的且为半紧的，则一定满足

文献[10]中的条件(A). 本文的结果作了如下几方

面的改进和推广.  
(i) 空间 X 推广至任意的实赋范线性空间；  

(ii) 证明了序列 { }nx 强收敛于 T 不动点的一

个充分必要条件，从而映象T 可不满足全连续条

件；  

(iii) 证明方法不同于 Liu[6]，Osilike[7]，

Igbokwe[11]和 Moore[12]等的方法且更为简单，同时

他们的结果是本文结果的某种特殊情况.  

注 4  迭代参数的数学模型为：对任意的 n≥

1，有： 

2

1 1 1
2 ( 2)n n n n nb c a b c

n n
= = = − −

+ +
， ， ； 

2

1 1
2 ( 2)

' '
n nb c

n n
= =

+ +
， ； 

2

11
( 1)( 2)

' ' ' '' ''
n n n n na b c b c

n n
= − − = =

+ +
， ； 

11 1 .
2

'' '' ''
n n n na b c k

n
= − − = +

+
，  
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Abstract: Using new analytic techniques, we analyze and study several strong convergence theorems of the 

three-step iterative process with errors for asymptotically pseudocontractive mapping and asymptotically 

demicontractive mappings in arbitrary real normed linear spaces. Our results not only include the modified Mann 

and Ishikawa iterative process with errors as two special cases, but also prove the necessary and sufficient 

condition for sequence convergence.  

Key words: asymptotically pseudocontractive and demicontractive mappings; three-step iterative process with 
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