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摘要：在数学分析的教学过程我们经常要利用许多不等式的结果，其中不乏许多经典不等式

（如平均值不等式、柯西不等式、詹生不等式等等），因而这些不等式的证明自然显得十分

重要了，不等式的证明方法更是有很多种，文章利用解决条件极值常用的 Lagrange 乘数法

来证明几个著名的不等式，使其证明方法显得更为简洁。 
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Using Lagrangge Multiply Means to Prove some Famous 
Inequality 

Gu xianming, Peng hao 
(Department of Mathematics and Information Science,Tangshan Teachers College,HeBei 

TangShan 063000) 
Abstract: In this paper,we discuss,in the teaching process of mathematical analysis, we often want to 
use many inequality results, including many classic inequality (such as the average inequality and 
Cauchy inequality, Jenson inequality, etc), and these inequalities nature is very important, proof to 
inequality, but there are many methods to solve using Lagrange multiplier of conditional extreme value 
used to prove some famous inequality proof method, make its appear more concise. 
Keywords:Proof to Inequalitykey;Lagrange Multiply Means;Classic Inequality;Fashions of Proof 

 

0 引言及预备知识 
我们在利用 Lagrange 乘数法求目标函数在某些给定的约束条件下的极值问题，可以得

到一些意想不到的结果，这些结果使得我们在证明不等式的过程中有了新思路.文章正是通

过构造合适的目标函数和约束条件，利用 Lagrange 乘数法求解条件极值的思路来证明某些

著名不等式，其证明方法比现有的相关文献所使用的方法显得要简洁明了. 
我们在利用 Lagrange 乘数法解决条件极值问题时，总是需要判断极值点的嫌疑点所对

应的一个特定的矩阵（即 Hesse 矩阵）是否为正（负）定矩阵，然而一些常用的判定方法都

十分繁琐，不利于我们快速判定.这里将提出一个判定方法： 
定义 1 行列式的某行（列）乘的数，或某行（列）乘的某数加到另一行（列）这两种

初等变换对行列式具有保号性，故我们将证两种变化称为行列式的保号变换. 

定 义 2 在 满 足 条 件 ).,,2,1(0),,,( 21 nmmixxx ni <==ϕ 时 ， 求 函 数

),,,( 21 nxxxf 的极值问题，可归结为对 Lagrange 函数 

∑
=

+=
m

i
niinn xxxxxxfxxxF

1
212121 ),,,(),,,(),,,,( ϕλλ ，求普通函数极值问题，其
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中 ),,2,1( mii =λ 为常数因子，这种方法称为 Lagrange 乘数法.关于 Lagrange 乘数法的理

论基础和几何机理解释详见文[1]、[2]. 

容易知道，对于一个给定的行列式，总可以通过行列式的保号变换将行列式三角化
[3]
： 

引理 1
[4]
：设

nnRA ×∈ , AAT = ，把 
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行列式的保号变换  

则有：1、 A正定 ),2,1(0 nibii =>⇔ ；2、 A负定 ),2,1(0 nibii =<⇔ ； 

3、 A不定 iib⇔ 中有正有负或者某个 iib 为零. 

一般的数学分析教材均为详细给出条件极值判别的充分条件，我们给出如下充分条件： 

引理 2
[5]
：设 0z 是辅助函数 ( )0

1

)()( zzz i

m

i
ifF Φ+= ∑

=

λ 的驻点，其中 

),,,,,(),,,( 1121 mnnm yyxxzzz == +z ，对于 
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（1）如果 )( 0zHF 严格正定，那么 f 在 0z 取严格的条件极小值； 

（2）如果 )( 0zHF 严格负定，那么 f 在 0z 取严格的条件极大值； 

（3）如果 )( 0zHF 不定时，那么 f 在 0z 仍有可能取得极值. 

结合上述的两个引理，我们可以对给定的 Hesse 矩阵是否为正定矩阵做出快速判定，进

而对极值点的嫌疑点为极大（小）值点做出准确判断. 

1 一些常用经典不等式不等式 

1、Young 不等式：已知 0,0,0,0 ≥≥≥≥ βαvu ，并且 111
=+

βα
，则 βα

βα
vuuv 11

+≤ . 

证：要证上述不等式，只需考察函数 βα

βα
vuvuf 11),( += 在约束条件 1=uv 下的 小

值问题，显然这个 小值是存在的，根据 Lagrange 乘数法，构造辅助函数 
)1(),(),,( −+= uvvufvuF λλ .分别对变量 λ,,vu 求偏导并令其都为 0，则 
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.解得
βα vu = ， 又 1=uv .所以 1== vu ，所以 βα

βα
vu 11

+ 的

小值为 111
=+

βα
.这就是说，不等式 111

≥+ βα

βα
vu （*），把约束条件 1=uv 代入不等式
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（*）即可得到 βα

βα
vuuv 11

+≤ ，证毕. 

注：由于我们可以用 Young 不等式，通过适当的变量替换可以生成许多重要的不等式，

如平均值不等式、Cauchy-Schwarz 不等式、 lderoH 不等式等等，鉴于它的重要作用，许多

学者将其称为“母不等式”，在我国两位不等式研究专家匡继昌教授和胡克教授的专著[6]、[7]

中都可以找到关于这方面研究的详细资料，这里不再赘述. 
2、证明不等式（1）的推广形式：文献[8]给出了这样一个不等式.：设n为任意自然数，

0, >yx ，则有                   
nnn yxyx
⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ +

≥
+

22
   （1）. 

这是一个真命题.下面将上述不等式推广到更一般的形式： 

命题：设 nixi ,,2,1,0 =>∀ ，则（1）当 1>p 时，有 
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；（2）当 10 << p 时，有 
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. 

证: 要证上述不等式，只需考察函数
p
n

p
n xxxxxf ++= 121 ),,,( 在约束条件

下 )0(21 >=++ ccxxx n 下的 值问题，于是根据 Lagrange 乘数法构造辅助函数

)(),,,(),,,,( 212121 cxxxxxxfxxxF nnn −+++= λλ ， 

对变量 ),,2,1( nixi = 及λ求偏导数并令其均为 0，则
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解上述方程组可得  
n
cxxx n ==== 21 .并有
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由于 0>c ，（i）当 10 << p 时， )( 0zHF 严格负定，由引理可知， f 在 0z 处取得

严格的条件极大.由 0z 的唯一性可知，其为严格的 大值点，于是得： 

( ) 1max12,1 ),(,
−

==≤++= p

p
p

n
p

n n
c

n
c

n
cffxxxxxf ……   （2） 

再将约束条件 )0(21 >=++ ccxxx n 代入不等式（1）并整理可得到 
p

np
n

pp

n
xx

xxx
n

⎟
⎠
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≤+++ 1

21 )(1 . 

（ii）当 1>p 时， )( 0zHF 严格正定，由引理可知， f 在 0z 处取得严格的条件极小值. 

由 0Z 的唯一性可知，其为严格的 小值，于是 
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( ) 1min12,1 ),(, −==≥++= p

p
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n
p

n n
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n
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n
cffxxxxxf ……   （3） 

再将约束条件 )0(21 >=++ ccxxx n 代入不等式（2）并整理可得到 
p
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n
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. 

3、 lderoH 不等式：设 .2,1,0,0 nixa ii =≥≥ .111,1 =+>
qp

p 那么有 
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i 下的 大值问题.于是根据 Lagrange 乘数法，设 
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iin xxaxxxF λλ λ 为参数，分别对变量 ),,2,1( nixi = 及λ

求偏导数并令其均为 0，则
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将方程（4）的等

号两端乘以 ix ，再对 .,,2,1 ni = 相加.再由方程（5）有 0
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由方程（4）直接解得 .)( 1
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由（6）式和（7）式，有
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为确定起见，将（8）式中 ix 表示为
0
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从而，求得函数 F 的唯一一个稳定点（去掉坐标λ ）， ),( 0,0
2

0
10 nxxxz .已知 n 元

函数 )( ,1 nxxf 在 n 维有界闭曲面 { }1|)(
1

,1 =∑
=

n

i

p
inn xxxV 连续 . 从而函数

)( ,1 nxxf 在 n 维有界闭曲面 nV 上取到 大值和 小值.显然 ),( 0,0
2

0
10 nxxxz ∈ nV .
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=+
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，所以 q
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1
11 .又 011 >−∴> pq ，所以 )( 0zHF 严格负定，

由引理 2 可知， f 在 0z 处取得严格极大值. 

又由以上的分析可知，函数 f 在点 ),,,( 00
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q
n

i

q
ia

1

1
)(∑

=

.
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    我们可以从 lderoH 不等式中变形中很容易地得到 Cauchy-Schwarz 不等式的证明

方法，对比上述证明过程，我们会发现这明显比文献[9]所给的方法简洁明了. 

4、Jensen 不等式：设 ( ) ,1.0,0
1
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证：要证上述不等式，我们可以考察函数 ( ) ( )i
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i
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4、平均值不等式串：设 nxxx ,, ,21 是一组任意的正实数，那么有不等式串：
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由方程组(11)的前n 个式子,易得 .111 21
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +++

=

100

010
111 nnn

A ，来说显然它的任意

阶主子式都大于 0.所以矩阵 A 严格正定.即矩阵 )( 0pHF 严格正定，由引理 1、2 可知 f 在 0p

处取严格的条件极小.由 0p 的唯一性可知其严格 小值.于是得 
n

n nanananaffxxxf )(),,(),,,( min21 ==≥ ，即 n
n naxxx )(21 ≥  将约束条

件
axxx n

1111

21

=+++ 代入不等式（1）可得

n

n
n

xxx

nnaxxx
111

21

21

+++
=≥ ，

于不等式 n
nxxx 21 n

xxx n++
≤ 21 .我们只要在文献[5]（见 p.174）的例 2

的结论中取 121 ==== nααα ，即可得 

nnn
n n

xxxxxx
xxx )()

111
111

( 211112111
2

1
1

++
=

+++
⋅++⋅+⋅

≤ +++ ，整理即可得到 

n
xxx

xx nn 21
21

+
≤ 另外对于不等式 n

n
n

nn
n

n
xxx

n
xx ++

≤
++ 211 来说，

我们只要在命题 2 中令 1≥= np (当 1=n 时不等式两边将相等对 +∈∀ Rxi )， 

nnn
n

nn

n
xxx

xxx
n

)()(1 21
21

++
≥+++ .即 n

n
n

nn
n

n
xxx

n
xxx +++

≤
+++ 2121 ， 

综上所诉，我们就完整的证明了不等式串 

n

n

i

n
in

i
in

n

i
in

i i

n

x
x

n
x

x

n ∑
∑∏

∑
=

==

=

≤≤≤ 1

11

1

1
1

. 

2 结论 
后我们指出虽然说很多不等式证明问题都有十分巧妙的初等解法，但它们一般都具有

一定的局限性，没有利用 Lagrange 乘数法所能适用的范围广，因此我们利用条件极值的相

关理论来证明不等式是不错的选择.此外不等式的证明方法千变万化，但只要抓住它的精髓，

还是有规律可循的.所谓的“万变不离其宗”就是这个道理，这提醒我们学生和老师在实践的

教学实践中注意培养学生良好的数学素养. 
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