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摘要：Bergman 核函数一直以来都是一个被大量讨论与研究的热门话题. 由 Bergman 核函数5 
所展开的一系列问题的研究也取得了很多成果. 以前已经研究得到了 Green 函数与 Bergman

核函数之间的关系, 并且也研究了双调和 Green 函数的许多方面, 了解了它的很多性质. 但

是, 人们对双调和Green函数与Bergman核函数之间的关系还不知道. 本文从这个思路出发,

借鉴了 Green 函数与 Bergman核函数之间的关系的研究思想, 并通过分析双调和 Green函数

自身的一些特征, 研究出了这两者之间的关系, 并最终得到了一个等式. 10 
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Biharmonic Green function and Bergman kernel function 
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Abstract: In this paper, we all know that we have studied the connection between Green’s 
function and Bergman kernel function. Bergeman kernel function has been studied heavily and 
stay always as an active topic. Many results have been abtained. Before, people studied many 
sides of the biharmonic Green function. But we did not know the connection between biharmonic 20 
Green function and Bergman kernel function. It uses the idea of the connection of Green’s 
function and Bergman kernel function. Then the characterizations of biharmonic Green function 
are also used in the paper. Finally, it is abtained that the connection between biharmonic Green 
function and Bergman kernel function. 
Keywords:Bergeman kernel function; Green’s function; biharmonic Green function 25 

 
设Ω是复平面上任一光滑有界区域. ( )H Ω 表示Ω上的所有解析函数的全体. 

设 ( )f H∈ Ω , 0 p< < ∞ , 令
1

{ ( ) ( )}p p
p

f f z dA z
Ω

= ∫ . 如果
p

f < +∞ , 则称 f

属于 Bergman 空间
pA . 其中

1 1( )dA z dxdy rdrdθ
π π

= = 为规范化的 Lebesgue 面积. 

参见文献[1, p48]知，由 Riesz 表示定理得:对每个
2 ( )f A∈ Ω ,都存在唯一的函数30 

2 ( )zk A∈ Ω 使得 ( ) , zf z f k= . 这样, 定义 ( , ) ( )zK z kξ ξ= 叫做Ω上的Bergeman核函数. 

我们知道, 对每个
2 ( )f A∈ Ω 有 ( ) ( ) ( , ) ( )f z f K z dAξ ξ ξ

Ω
= ∫ , z∈Ω . 

由文献[2, p183]知, 设u 是Ω内的复函数, 并且在Ω内每一点都满足
2

2

u
x
∂
∂

和
2

2

u
y
∂
∂

存在, 

则u 的 Laplacian 定义为
2 2

2 2

u uu
x y
∂ ∂

Δ = +
∂ ∂

. 如果 f 在Ω内连续, 且在Ω的每一点有 0uΔ = , 

则称 f 在Ω内是调和的. 35 

由文献[3, p18]知, 若函数u 的 Laplacian uΔ 是调和的, 则u 是双调和的. 即 
2 ( ) 0u uΔ = Δ Δ = . 
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Ω上的双调和 Green 函数 ( , )z ξΓ 的定义满足以下要求: (见文献[3, p19]) 

（1）对每个固定的ξ ∈Ω , ( , )z ξΓ 在 { }\ ξΩ 上是 z 的实值双调和函数. 

（2）对每个固定的ξ ∈Ω , 
21( , ) log

8
z z zξ ξ ξΓ − − − 在ξ 的邻域内是双调和的. 40 

（3） ( , )z ξΓ 是 { }4 ( \ )C ξΩ 类的.对所有 z∈∂Ω有 ( , ) ( , ) 0z z
n

ξ ξ∂Γ
Γ = =

∂
, 其中

n
∂
∂

表

示外法线导数. 

由于公式 { }2 log 4log 4z z zΔ = + , 则（2）表明 ( , )z ξΔΓ 有一个对数奇点ξ . 特殊

地, 它表明: 在ξ 的邻域内, 
1( , ) log
2

z zξ ξΔΓ − − 是调和的. 

由文献[3, p16, 定理 4]我们知道了以下定理: 45 
定理 A  令Ω是一个有限连通域，边界为解析的 Jordan 曲线. 令 ( , )G z ξ 是Ω的 Green

函数, 则 Bergman 核函数是

22( , ) GK z
z

ξ
π ξ

∂
= −

∂ ∂
, z ξ≠ . 

此定理说明Green函数是与Bergman核函数紧密联系的. 本文借鉴定理A的思想以及证

明思路来探讨双调和 Green 函数与 Bergman 核函数之间的关系. 于是有了下面的定理. 
定理  令Ω是一个有限连通域, 边界为解析的 Jordan 曲线. 令 ( , )z ξΓ 是Ω上的双调和50 

Green 函数，则 Bergman 核函数

416 ( , )( , ) zK z
z z z

ξξ
π ξ

∂ Γ
=

∂ ∂ ∂ ∂
, z ξ≠ . 

证明  由于在ξ 的邻域内, 
1( , ) log
2

z zξ ξΔΓ − − 是调和的. 因此 ( , )z ξΔΓ 有以下形

式: 

1( , ) log ( , )
2

z z h zξ ξ ξΔΓ = − + ,在ξ 的某个邻域内. 

其中 ( , )h z ξ 是 z 的调和函数. 55 

则 

( , ) 1 1 ( , )
4

z h z
z z z
ξ ξ

ξ
∂ΔΓ ∂

= +
∂ − ∂

 

2 2( , ) ( , )z h z
z z

ξ ξ
ξ ξ

∂ ΔΓ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
,  z ξ≠ . 

因为已得知边界曲线是解析的，并且 ( , )z ξΔΓ 是调和的,所以 ( , )z ξΔΓ 可调和扩张到边

界.又因为
( , )z
z
ξ∂ΔΓ

∂
是 z 的解析函数, 所以

2 ( , )z
z

ξ
ξ

∂ ΔΓ
∂ ∂

也是 z 的解析函数. 60 

首先假定 f 在 Ω 上解析，在 Ω 上连续 . 令 { }\ zε ξ εΩ = Ω − ≤ , 令 εΓ 是圆盘

z ξ ε− ≤ 的边界. 由 Cauchy-Green 定理知: ( ) 2 FF z dz i dA
z∂Ω Ω

∂
=

∂∫ ∫ , 1( )F C∈ Ω . 



 http://www.paper.edu.cn 

- 3 - 

中国科技论文在线

令
( , )( ) ( )zF f
z
ξξ ξ∂ΔΓ

=
∂

, 则 

21 ( , ) ( , )( ) ( ) ( )
2

z zf d f dA
i z zε ε

ξ ξξ ξ ξ ξ
ξΓ Ω

∂ΔΓ ∂ ΔΓ
= −

∂ ∂ ∂∫ ∫   （1） 

其中 εΓ 沿逆时针方向. 65 

又由 Cauchy 公式得 

( , ) 1 1( ) ( ( , )) ( )
4

1 ( ) ( , ) ( )
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z hf d z f d
z z z
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= − +
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∂
= − +

∂

→ −

∫ ∫

∫ ∫

∫
 

当 0ε → 时.   (2) 
综合（1）与（2）得到 

24 ( , )( ) ( ) ( )zf z f dA
z

ξ ξ ξ
π ξΩ

∂ ΔΓ
=

∂ ∂∫   （3） 70 

最后 , 因为 Ω 有解析的边界，所以 Ω 上的核函数可解析的延拓到边界 . 令

( ) ( , )f z K z η= , 代入（3）得 
24 ( , ) ( , ) ( ) ( , )z K dA K z

z
ξ ξ η ξ η

π ξΩ

∂ ΔΓ
=

∂ ∂∫  

由核函数的再生特征得 
24 ( , ) ( , )z K z
z

η η
π ξ
∂ ΔΓ

=
∂ ∂

 75 

2 24 ( , )4 ( , )z K z
z z z

η η
π ξ

∂ ∂ Γ
⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂
 

整理得到 
416 ( , ) ( , )z K z
z z z

η η
π ξ

∂ Γ
=

∂ ∂ ∂ ∂
 

这就完成了证明. 
 80 
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