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摘要：对一个度量空间(X, d), 设↓C(X)是从 X 到 I=[0, 1]的连续函数下方图形全体之集

赋予由度量空间 X×I 上的 Hausdorff 度量诱导出的拓扑. 如果(X, d) 是紧的, 则↓C(X) 

的拓扑结构已经清楚.  本文证明了下面的结果：如果(X, d) 是一个非紧的, 局部紧的,可

分的, 其完备化是紧的度量空间, 则↓C(X) 同胚于 c0 当且仅当 X 上的孤立点全体之集在 X

中不稠密, 这里 c0={(x1, x2, …,xn…)∈[-1, 1]∞: xn→0(n→∞)}. 特别地,对赋予通10 
常度量的开区间(0, 1), ↓C((0, 1)) 同胚于 c0.  
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The spaces of continuous functions on noncompact spaces 15 
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GuangDong ChaoZhou 521041; 
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Abstract: For a metric space(X, d), let↓C(X) be the family of regions below of all continuous 20 
maps from X to I=[0, 1] endowed with the topology induced by the Hausdorff metric of the metric 
space X×I . If (X, d) is compact, the topological structrue of ↓C(X) has been made clear.  Let 
c0={(x1, x2, …,xn…)∈[-1, 1]∞: xn→0(n→∞)}. In the present paper, the following result is 
proved: if (X, d) is a noncompact, locally compact, separable metric space and its completion is 
compact, then↓C(X) is homeomorphic to c0 if and only if the set of all isolated points of X is not 25 
dense in X. Specially, for the open interval (0, 1) with the usual metric, ↓C((0, 1)) is 
homeomorphic to c0. 
Keywords:Topology; Continuous maps; noncompact spaces; Hausdorff topolgy; Absorber 

 

0 引言 30 

对一个 Tychonoff 空间 X 和实直线 R 的一个子空间 L, 设 C(X, L) 表示所有从 X 到 L
的连续函数之集. C(X, L) 能赋予各种不同的拓扑. 研究它们的拓扑结构是一个有意思的课

题. 1966 年, M. I. Kadec 证明下面的定理: 
定理 A. [1] 如果 X 是无限的紧度量空间而 L=I=[0, 1] 或L=R则Cu(X, L) 同胚于 (≈) 

希尔伯特空间 l 2 ，这里 Cu(X, L) 是 C(X, L) 赋予一致收敛拓扑. 35 

设 Q=[-1, 1] ∞
是 希 尔 伯 特 空 间 , 1}|x|Sup :Q ){(x n

Nn
Nnn <∈=Σ

∈
∈ 和 c0= 

0}xlim :){(x nnNnn =Σ∈
∞→∈ 是 Q 的子空间. 1991 年, 俄罗斯数学家证明了下面定理. 

定理 B. [2] 如果 X是 一个可数的、非离散的度量空间，L=R 或 L=I则Cp(X, L) ≈ c0 这
里 Cp(X, L)表示 C(X, L) 赋予点态收敛拓扑. 

设 C(X) 表示 C(X, I). 在[3]到[7]中, C(X) 被赋予另一种拓扑. 对一个度量空间 (X, d), 40 
超空间 Cld (X) 是 X 的所有非空闭集赋予由 Hausdorff 度量 dH诱导出的拓扑. 其中 
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b)}d(a, infSup b),d(a, infMax{Sup  B)(A,d A aB bB bAaH ∈∈∈∈=               （0.1） 

对任意 A, B∈Cld (X). 若 X 是紧的, 则 dH 是一个度量并诱导出 Cld (X)上的 Vietoris 
拓扑.  对一个无界的度量空间 (X, d)， dH 可能为无穷大，但仍生成 Cld (X) 上的一个拓

扑，称为 Hausdorff 拓扑. 准确的说, 这个拓扑是由度量 Min{1, dH }生成的. 45 

设(X，ρ )是一个度量空间. 对任意 IX),(),,( 2211 ×∈txtx ，令 

d( ),(),,( 2211 txtx )=Max{ρ ),( 21 xx , 21 tt − } .                             （0.2） 

d 是 IX× 上的一个度量. 用 USC(X) 表示从 X 到 I 的所有上半连续函数之集. 对每一

个 f ∈USC(X), 设↓ f 表示 f 的下方图形，即 )}( I,X),(:),{( xfttxtxf ≤×∈=↓ ，则↓ f 

∈Cld(X× I). 故可以认为 ↓ USC(X) = {↓ f :  f ∈USC(X) }和↓ C(X)= {↓ f : f ∈C(X) } 是50 

（Cld(X× I)，dH）的子空间. ↓ C(X)可以看成 C(X)被赋予一种不同于前面两种拓扑的新拓

扑(参 [3, 推论 1]). 
设 X1⊂Y1， X2⊂Y2，用(X1, Y1) ≈ (X2, Y2)表示空间对(X1, Y1) 和 (X2, Y2)同胚, 即存在

同胚 h: X1→X2 使得 h(Y1)=Y2. 
对一个度量空间 X, 用 X0 和 clX(·) 分别表示 X 的所有孤立点之集和在 X 中取闭包55 

的运算. 
在 [7]中, 我们给出了下面的定理： 
定理 C. 设 X 是紧度量空间, 则 

(↓ USC(X), ↓ C(X))≈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Σ∪
≠

,))\(c(Q,
X;Xcl )c(Q,

; X )I,(I

0

0X0

XX

其它

）（如果

是有限集如果

Q

||||

 

这里 |X| 表示 X 的基数. 60 
文献 [8] 考虑非紧的情况并证明了下面的定理. 
定理  D. 如果  (X, ρ )是一个非紧的拓扑完备的度量空间且完备化是紧的则

USC(X) ≈ l2 。 

文献[8]中, 提出了↓ C(X)的拓扑结构如何的问题. 本文主要证明下面的结果，从而给出

该问题的部分答案. 65 
定理 1. 如果 X 是一个非紧的，局部紧的，其完备化是紧的，可分的度量空间，则

↓ C(X)≈ c0 当且仅当 clX(X0) ≠ X. 
满足定理 1 条件的一个典型空间是赋予通常度量的开区间 (0, 1)，故有下面的推论. 

推论 1. ↓ C((0, 1))≈ c0. 

1 预备知识 70 

下面所有空间都假设是可分度量空间. 
定义 1. 一个空间 X 称为绝对收缩核(简记为 AR), 若对任意一个包含 X 为其闭子空

间的空间 Y, X 都是 Y 的收缩核, 即存在一个连续函数 r:Y→X 使得 r|X=idX. 
定义 2. 空间 X 的一个闭子集 A 称为一个 Z-集 如果 idX可以由一列从 X 到 X\A 的

函数逼近. 一个空间中可数多 Z-集的并称为这个空间的一个 Z σ -集. 用 Z(X) 和 Zσ (X ) 分75 

别表示 X 中所有 Z-集之集和所有 Z σ -集之集. 如果一个嵌入的象是 Z-集则称它为一个 Z-
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嵌入. 
定义 3. 设 A 是空间 Y 的一个子集，若存在一个同伦 h:Y× I→Y 使得 h0=idY 且对任

意 t >0，ht(Y)⊂A 则称 A 在 Y 中同伦稠. 

定义 4. 设 M0 表示所有紧空间的类, 对一个拓扑空间类 C, 令 (M 0 , C) =｛(Z, C)： 80 

Z∈M0, C∈C 且 C⊂Z｝. 设 (X, d) 与希尔伯特方体 Q 同胚. 设 Y 是 X 的子空间，如果

对任意(M, C)∈(M 0 , C), 对任意连续函数 f: M→X，对任意使得 f |K:K→X 是一个 Z-嵌入

的 M 的闭子集 K，对任意ε >0, 存在一个 Z-嵌入 g: M→X 使得 g|K=f |K, g 1− (Y)\K=C\K 且

对任意m∈M有d(g(m), f(m)) <ε 则称Y 在 X 中是强C-万有的 (或说 (X, Y) 是强 (M 0 , C)-

万有的). 85 

定义 5. 设 Y≈Q，C⊂Y, 称 C 是 Y 中的 C-吸收子, 若 C 与 Y 满足如下条件： 

(a) C∈C; 

(b) C 包含在 Y 的一个 Zσ -集中; 

(c) (Y, C) 是强 (M 0 , C) -万有的. 

下面引理将在证明定理 1 中起到关键作用. 90 

引理 1. [9, 定理 8.2][10] 如果 X 和 Y 都是M≈Q的 C –吸收子, 则 (M, X)≈ (M, Y). 

定义 6. 如果一个空间在任何包含其为子空间的空间中都是 F σδ -集则称该空间为绝对

F σδ -空间. 用 F σδ  表示所有 Fσδ -空间的类. 则 c0 是 Q 中一个 F σδ  -吸收子[11]. 

设φ : A→B 是集 A 到集 B 的一个映射. 若对空间 X 和 Y 有 A⊂USC (X) 且/或 

B⊂USC (Y)，定义相应的映射 ↓ φ :↓ A→ ↓ B 或↓ φ : A→ ↓ B 或↓ φ : ↓ A →B 分别95 

为↓ φ  (↓ f )= ↓  (φ  ( f )) 或 ↓ φ  ( f )= ↓  (φ  ( f ))或 ↓ φ  (↓ f )=φ ( f ). 

2 定理 1 的证明 
本节中我们总是假设 (X,ρ ) 是一个非紧的, 局部紧的, 其完备化是紧的可分度量空间. 

( X , ρ ) 表示 X 的完备化. d 是 IX × 上的一个度量，其定义如下： 

对任意 ∈),(),,( 2211 txtx IX × ， d((x1,t1),(x2,t2))= max{ ρ ( x1, x2),| t1– t2|}. 100 

定义映射 ↓ e: ↓ USC(X) →  ↓ USC( X ) 如下： 对任意 f ∈USC(X)， 

e( f )(x)
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈
∈

=
∈→

X\Xx)y(lim
Xx)x(

Xyx,y
f

f
                                    (2.1) 

引理 2.↓ e 的定义是好的且它是一个等距嵌入. 

证明: 首先, ↓ e 的定义是好的, 即 ↓ e ( f )∈ ↓ USC( X ) 对任意 f ∈USC(X)都成立. 

要证 ↓ e( f )∈ ↓ USC( X ), 须证明对任意 x0∈ X  和ε >0, 存在δ >0, 使得对任意X 中满105 
足 ρ (x, x0)<δ 的 x 都有 e( f )(x0)>e( f )(x) –ε 成立. 考虑下列两种情形： 

情形 1. x0∈X. 

因为 f ∈USC(X), 所以存在δ >0 使得对任意X 中满足ρ (x, x0)<δ 的x都有 e( f )(x0)=f 

(x0)>f (x) –
2
ε

 = e( f )(x) –
2
ε
成立. 对任意X \ X 中满足ρ (x, x0)<δ 的 x， 存在一个序列 (xn) 
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n∈X 使得 
∞→n

lim xn= x， 
∞→n

lim  f (xn) = e( f )(x). 不失一般性, 假设对任意 n∈N 都有 ρ (xn, 110 

x0)<δ . 因此 e(f )(x0)=f (x0) > f (xn) –
2
ε

. 故 e( f )(x0)≥ e( f )(x) –
2
ε

>e( f )(x) –ε . 

情形 2. x0∈ X \ X. 

因为 e( f )(x0) = )x(lim
0xx

f
→

, 故存在 δ >0, 使得对任意 X 中满足ρ (x, x0)<δ 的 x，都

有 e( f )(x0)> f(x) –
2
ε

= e( f )(x) –
2
ε
成立. 可仿照情形 1 的证明得: 对任意 x∈ X \X 且 ρ (x, 

x0)<δ 都有 e( f )(x0) > e( f )(x) –ε . 115 

其次，容易验证 ↓ e 是单射. 

最后，验证 dH(↓ e(f1),↓ e(f2))=dH(↓ f1,↓ f2) 对任意 f1,  f2∈USC(X)都成立. 

事实上，因为 ↓ e( f )= IXcl ×  (↓ f ) 对任意 f ∈USC(X)都成立. 又因为对任意度量空间 

X 及其可度量的子空间 Y, 若 A, B 都是 Y 中的闭子集，则 dH(A, B)= dH (clX(A), clX(B)). 所

以 dH(↓ e(f1),↓ e(f2))=dH(↓ f1,↓ f2) 对任意 f1, f2∈USC(X)都成立. 证毕 120 

下面当我们提到 ↓ USC(X) (或↓ C(X)), 总把其等同 ↓ e(USC(X))(或↓ e(C(X))) ,即

↓ USC ( X )的子空间. 

引理 3. 若 clX(X0)=X, 则 ↓ C(X) 是一个 Baire 空间. 

证明 : 注意到  ↓ C( X ) ⊂ ↓ C(X) 而且在  ↓ C(X) 中稠密 . 若  clX(X0)=X, 则 

Xcl (X0)= X . 由[3, 引理 3], ↓ C( X )是 Baire 空间, 故↓ C(X)也是 Baire 空间. 证毕. 125 

注: 注意到 c0 不是 Baire空间. 由引理 3, 可知如果↓ C(X)≈ c0 则 clX(X0) ≠ X. 故要证

明定理 1, 只须证明若 clX(X0)≠ X 则↓ C(X)≈ c0. 下面讨论中我们总假设 clX(X0)≠ X. 

由 X 满足的条件易知存在一列逐渐增大的 X 的开子空间 (Xn)n 使得 X=
N n∈
∪ Xn 且

clX(Xn) 是紧的. 令 

↓ Cn(X)={↓ f ∈ ↓ USC (X):  f  在 Xn上一致连续}.                        （2.1） 130 

显然 C(X)=
N n∈
∪ Cn(X). 因而, 由下面引理可得 ↓ C(X)∈F σδ . 

引理 4. ↓ Cn(X) 是一个绝对 F σδ -集. 

证明: 对ε ,δ >0, 令 

A (ε ,δ ) = {↓ f ∈ ↓ USC(X): 对所有 x, y∈Xn且 ρ (x, y)<δ 有 | f(x) - f(y) |≤ ε }. （2.2） 

则 A (ε ,δ )是↓ USC (X)的闭子集. 事实上，假设对任意 i， ↓ fi ∈A ( δε， ) 且135 

↓ fi→ ↓ f (i→∞)但↓ f ∉A ( δε， ), 则存在 x, y∈Xn 使得 ρ (x, y) <δ 但 | f(x)-f(y)|>ε . 

因为↓ fi → ↓ f (i →∞), 故可选择(xi, λ i), (yi, μ i)∈ ↓ fi 使得  (xi, λ i) → (x, f (x)), 

(yi, μ i)→ (y, f(y)) (i→∞). 由 I 的紧性, 可以假设 fi(xi)→ λ , fi(yi)→ μ (i→∞), 即 (xi, 

fi(xi))→  (x,λ )，(yi, fi(yi))→ (y,μ ) (i→∞). 一方面, 因 ↓ fi → ↓ f (i→∞), 故有 (x,λ ), 

(y,μ )∈ ↓ f. 因此 λ ≤  f(x)，μ ≤ f (y). 另一方面, 因为 fi(xi)≥ λ i ，fi(yi) ≥ μ i 故 λ ≥ f(x)， 140 

μ ≥ f(y). 因此λ =f(x) , μ =f(y). 因而 (xi, fi(xi))→ (x, f(x))，(yi,  fi(yi))→  (y,  f(y)) (i→∞). 



 http://www.paper.edu.cn 

- 5 - 

中国科技论文在线

因为 
| f(x) –f(y) |>ε 且 Xn 是开集, 所以存在充分大的自然数 m 使得 xm, ym∈Xn 且 ρ (xm, 

ym)<δ  但 | fm(xm)-fm(ym)|>ε . 这与 ↓ fm∈A(ε ,δ )矛盾. 故A(ε ,δ )是↓ USC (X)的闭子集. 
注意到下面的事实: 145 

↓ Cn(X)=∩∪
Nk Nm

)1,1(
∈ ∈ km

A ，                                  (2.3) 

可得 ↓ Cn(X) 是↓ USC (X)的一个 F σδ -集. 由定理 D, ↓ USC(X) 2l≈ (一个完备的度

量空间), 结合 [12，定理 A.13.3], 命题得证. 

引理 5. 若 clX(X0)≠ X 则 ↓ C (X) 是一个 Zσ -空间. 

证明: 因 clX(X0) ≠ X, 可选择一个可数无限集 D={d1, d2, …} 使得 clX(D)=X\X0. 对任150 
意 n, m∈N, 令 

m n,F = {↓ f ∈ ↓ C (X): f (dn)≤
m
1

}.                          (2.4) 

则 m n,F  是↓ C(X) 的一个 Z-集. 事实上，易知 m n,F 是↓ C(X)的闭集. 此外, 对任意 

n∈N 和任意连续函数 ε :↓ C (X)→ (0, 1), 由 [3, 引理 4], 存在一个连续函数 

↓ nϕ : ↓ C(X)→ ↓ C(X) 使得对任意 f ∈C(X)有 155 

(a) dH (↓ f, ↓ nϕ ( f )))<ε ( f↓ ); 

(b) nϕ ( f )(dn)=0. 

因此对任意 n, m∈N 都有 ↓ nϕ  (↓ C (X))∩ m n,F =∅成立. 令 

F= cl )X(C↓ ∩∩
∞

=

∞

=

↓
1 1

nm )F\)X(C(
n m

                                   (2.5) 

则 F 也是↓ C(X)的一个 Z-集. 事实上, 因为 X\clX(X0)≠ ∅，由 [3, 引理 5], 我们只须160 

验证对任意 ↓ f ∈F 和 a∈X\clX(X0) 都有 f (a)=0. 注意到对任意 a∈X\ clX(X0) 有 g(a)=0 和 

↓ g∈∩∩
∞

=

∞

=

↓
1 1

nm )F\)X(C(
n m

. 设↓ f ∈F，a∈X\clX(X0)， 则存在δ >0 使得B(a,δ )⊂X\clX(X0). 

对任意 ε ∈ (0, δ ), 选择 ↓ g ∈ ∩∩
∞

=

∞

=

↓
1 1

nm )F\)X(C(
n m

使得 dH( ↓ f, ↓ g)< ε . 则存在 

(x,λ )∈ ↓ g 使得 d((x,λ ), (a, f(a))<ε . 由 λ ≤ g(x)=0 可得 f(a)<ε . 故 f(a)=0. 

最后, 注意到↓ C(X)=F∪ ∪
∞

=1mn,
mn,F , 命题得证. 165 

引理 6. ↓C(X) 在 ↓USC ( X )中同伦稠. 

证明 : 在  [3, 引理  10] 中证明了 ↓C( X ) 在 ↓USC( X ) 中同伦稠 . 注意到 

↓C( X )⊂ ↓ C(X)， 故↓ C(X)也在↓USC( X )中同伦稠. 

推论 2. ↓ C(X) 是一个 AR. 
证明:在 [13]中证明了对任意一个可分可度量空间 Y 和它的一个同伦稠子空间 A, Y 170 

是 AR 当且仅当 A 也是 AR. 因此，由引理 6 和 定理 C 命题得证. 
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推论 3. 存在一个同伦 H: ↓USC( X ) I× → ↓USC( X ) 使得 H0= id )XC(US↓ ，对任意 

t>0 有 Ht(↓USC( X ))⊂ ↓ C(X), 且 dH(H(↓ f, t), ↓ f ) ≤ t 对任意 f ∈USC( X ) 和 t∈I 都成

立. 
证明. 由引理 6 和 [12, 命题 4.1.7]可得. 175 

推论 4. 若 clX(X0)≠ X 则↓ C(X)包含在一个↓USC( X )的 Zσ -空间中. 

证明: 由推论 3, ↓ C(X) 的一个闭集 A 是 ↓ C(X)的 Z-集当且仅当 cl )XUSC(↓  (A)∈  

Z(↓USC ( X )).  由引理 5 和引理 6 命题可得. 

引理 7. 若 X 非离散，则 (↓USC( X ),↓ C(X))是强 (M0, F σδ )-万有的. 

证明: 因为 X非离散, 故存在一个点 x ∞和 X 中的一个点列(xn) Nn∈ 使得 ∞∞→
= xxnn

lim . 180 

设 Y 是一个紧度量空间，C, K 分别是 Y 的一个 Fσδ -子集和紧子集, Φ : Y→USC( X ) 

是一个映射使得↓USC( X )是连续的而 ↓ Φ |K: K→  ↓USC( X ) 是一个 Z-嵌入. 由 [14. 

引理 1.1] 和推论 2, 不失一般性, 设 ↓ Φ (K)∩ ↓ Φ (Y\ K)=∅ . 在 [6, 命题 1]的证明中, 

证明了对任意的 ε ∈(0, 1), 存在一个映射 Ψ :Y→USC( X ) 使得 Ψ :Y→↓USC( X ) 是
一个 Z-嵌入, 且满足如下条件： 185 

(1) 1−Ψ (C( X ))\K=C\K, 

(2) dH(↓ Ψ (y), ↓ Φ (y))<ε 对任意 y∈Y 都成立, 

(3) 对任意 y∈Y\(C∪K)都有Ψ (y) 在 x ∞  点连续. 

因为 x ∞ ∈X, 故对任意 y∈Y\(C∪ K)有Ψ (y)∉C(X). 因而
1−Ψ (C(X))\ K⊂ C\K. 由 

C( X )⊂C(X) 和 1−Ψ (C( X ))\K=C\K 可得 C\K⊂ 1−Ψ (C(X))\K. 故 1−Ψ (C(X))\K =C\K. 因190 

此, ↓ Ψ即为所求，命题得证. 

定理 1 的证明： 由引理 4, 可知 ↓ C(X)∈F σδ . 因此由推论 4 和引理 7 可得 ↓ C(X) 

满足定义 5 的条件.  由引理 1, ↓ C(X)≈ c0. 由引理 3 和它的注, 命题得证. 

设 s=(-1, 1) ∞是 Q 的子空间. 我们最后提出下面问题： 
问题 1. 对一个非紧的，局部紧的，完备化是紧的，可分的度量空间 X，是否有如下结195 

论：(↓USC(X),↓ C(X))≈ (s, c0)当且仅当 clX(X0)≠ X? 

对一个非紧的，局部紧的，完备化是紧的，可分的度量空间 X，已知(↓USC( X ), ↓USC 

(X))≈ (Q, s)， (↓USC( X ),↓ C(X))≈ (Q, c0) , 但不能就此推出 (↓USC(X),↓ C(X))≈ (s, c0). 

实际上 )c,Q()c,Q( 00 ≈∞∞ , )s,Q()s,Q( ≈∞∞ 但 )c,s( 0
∞∞ 不同胚于(s, c0)(参[15]). 

3 结论 200 

在本文中, 我们主要证明了：如果 X 一个非紧的，局部紧的，完备化是紧的，可分的度

量空间, 则 ↓ C(X)≈ c0 当且仅当 clX(X0)≠ X. 但不知道是否 (↓USC(X),↓ C(X))≈ (s, c0). 

另外当 clX(X0)=X 时，↓ C(X)的拓扑结构如何也是一个值得探讨的问题. 

 

 205 
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