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基于牛顿多边形的曲线亏格公式
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摘  要：曲线的亏格数是重要的双有理不变量，曲线的分类问题便由亏格数给出解答。本

文给出了一种计算不可约曲线的亏格的新公式，通过给出一条不可约曲线所对应的牛

顿多边形，可以建立单项式变换，因此利用单项式变换达到对曲线奇点的分解，并得

到曲线亏格公式中所需的其他变量，这种算法能够更直观更快速的计算曲线的亏格。 
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1.引 言 

代数曲线的分类问题是代数几何中一个最典型的研究问题，代数曲线中有一个拓

扑不变量叫做曲线的亏格 [1]，这是双有理不变量，并且它的值 g 均是非负整数。对于

g=0,恰有一个双有理等价类，即有理曲线类（双有理等价于 1P 的那些曲线）。对每个

1g ≥ ，均存在双有理等价类的一个连续族，它们可以参量化为一个不可约代数簇。当 1g =

时，这样的曲线叫做椭圆曲线。于是曲线的双有理分类问题可以由曲线的亏格数给出解答。

每一条不可约曲线可以通过双有理变换转化为一条非奇异的曲线，这个过程就称为奇点的分

解[2,3,4]。因为亏格数是双有理不变量[3,4,5]，因此任意一条有奇点的不可约曲线的亏格数就定

义为它经过双有理变换得到的光滑曲线的亏格数。 

解决代数曲线的奇点问题是早期代数几何的论题，已经有两种最常规的算法，Puiseux 

series 算法 [2,7]是牛顿利用他的牛顿多边形得出的一种算法，在这里牛顿多边形起到很大的

作用，它的几何性质完全代表了跟它相关的代数曲线的奇点的特性。但是因为分数阶的多项

式不可避免的将导致大量的重根的多分支，并且这种算法也不能解决更高维数变量的问题。 

双有理变换[2,8]是由 Noether 引入的一种新算法，并且可应用于更高维的代数变量问题，

然而这种算法太慢并且同牛顿多边形没有直接的联系，因此很难从解题过程中发现曲线的奇

点的性质。 

作为双有理变换的一种进步，单项式变换[6]出现于 1970s，并且被 Varchenko 应用于振

荡积分。本文就是利用建立在牛顿多边形基础上的单项式变换对曲线的奇点进行分解，，将

曲线转化为一条光滑曲线，同时得出曲线亏格的公式。 

2.牛顿多边形  
在平面 2Rπ = 上建立直角坐标系 oα β ，其中α 轴是水平从左向右， β 轴是垂直从

下向上的，假设
,

, 0
f A x yα β

α β
α β >

= ∑ ， ([ , ])f C x y∈ 对每个 , 0Aα β ≠ 中的 ( , )α β ，我们在直

角坐标系中找到相应的点的坐标 ( , )α β ，因此，我们得到一个非负整数坐标的集合：

,{( , ) | 0}f Aα βα β∆ = ≠ 。 

为了得到一个多边形，它的所有顶点都是 ,{( , ) | 0}f Aα βα β∆ = ≠ 里面的点，并且它

的边是从坐标系的原点开始，并且还要让 f∆ 的所有面在不同的半平面内，我们首先

把 f∆ 通过所有非负顶点的部分变形，我们得到集合： 2( )f f R+′∆ = ∆ +  。下面考虑 f′∆
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的凸包 f∆ （ f∆ 是包含 f′∆ 的集合中最小的凸集合） f∆ 的边由两条平行于坐标轴的半

直线和一条多边形的边（可能退化为一个点组成）。这个多边形就被定义为 f 的牛顿

多边形 [2]。 ,{( , ) | 0}f Aα βα β∆ = ≠ 里面的点定义为牛顿多边形的顶点。下面我们给出牛顿

多边形高的定义。 

定义 2.1：设直线 +y ( )x n n= →∞ ，从无穷远处靠近 f 的牛顿多边形，它总能与

,{( , ) | 0}f Aα βα β∆ = ≠ 中的点相交，它交 ,{( , ) | 0}f Aα βα β∆ = ≠ 第一个顶点 ( , )k ka b ，记

k ka b d+ = 为牛顿多边形的阶。 

一个单项式 a bx y 的牛顿多边形就是简单的一个以（a,b）为顶点的象限，而一个多

项式 3 3 42x y xy y+ − 的牛顿多边形就是 2{( , ) | 0, 0, 4}x y R x y x y∈ ≥ ≥ + ≥  ，它的阶 4d = 。 

3.单项式变换 

任何一个牛顿多边形的边界总是包含两个非紧致面，这两个面都是平行于坐标轴。 

一个牛顿多边形的紧的或非紧的面总是满足方程 mx ny p+ = 记为[ ]mx ny p+ = ，其

中 , {0}m n N∈ ∪ ，并且如果 0mn ≠ ， ( , ) 1m n = 。 

牛顿多边形的所有面通过次数的递增分类并排序，记为 [ ]k k k kL m x n y p= + = ，(1 k p≤ ≤ )，

特别的我们令 1 1[ ]L x p= = 和 [ ]L y pρ ρ= = 。 

建立在牛顿多边形的两个相邻面的基础上，考虑单项式变换[6]
kT ，从 ( , )k kX Y 平面到

( , )x y 平面， 

1

1
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为了得到 1
kT − ，我们假设 0xy ≠ ，因此， kT 为一一映射。 

设 1 1 2 2 +1 1( , ), ( , ),......( , ), ( , ).......k k K ka b a b a b a b + 是牛顿多边形的顶点，如果牛顿多边形的一些

顶点落在同一个面上，比如 i+1 1( , ), ( , )........( , )i i i k ka b a b a b+ 在同一条面 kL 上，令 ( , )k km n 和

1 1( , )k Km n+ + 分别与 i+1 1( , ), ( , )........( , )i i i k ka b a b a b+ 做内积，得到 

1 1 1( , ),......., ( , )k i k i k i k i k k k k k k K km a n b m a n b m a n b m a n b+ + ++ + + + 在这些实数对中，一定存在一个

1 1( , ) ( , )k l k l k l k l k km a n b m a n b p p+ ++ + = ，其中 [ ]k k k kL m x n y p= + = 和 1 1 1 1[ ]k k k kL m x n y p+ + + += + =

是牛顿多边形的两个相邻的面， 

令
1 1 1( , ), ......., ( , )k i k i k i k i k k k k k k K km a n b m a n b m a n b m a n b+ + ++ + + + 同时与 1( , )k kp p + 做差，得到一列新

的实数对，也就是一个新的多项式，即 1
1( , ) ( , )k kp p

k k k kp x y X Y p X Y+= ，其中     

1

1 1 1

1
( , ) ( , )

( , )
k k

k k k k k k

l l
k k k k k

l l

m n p m n p
k k

p X Y C C Y C X

C X Y

αβ αβ
αβ αβ

α β α β

δ γ δ γ
δγ

+

+ + +

∈ ∈

+ − + −

= + +

+

∑ ∑

∑
由于牛顿多边形的凸性，因为

1( , ) k kL Lδ γ +∉ ∪ ，所以 0k k km n pδ γ+ − > ， 1 1 1 0k k km n pδ γ+ + ++ − > 。 1( , )k kp X Y 即为 ( , )p x y 经

过一次单项式变换得到的新的曲线的方程。下面我们给出它的定义： 
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定义 3.1：定义 1( , )k kp X Y 为 ( , )p x y 的一个局部变换，以上通过单项式变换得到的因

式就被称作一个奇点的局部分解[6]。 

注：一个牛顿多边形的任意两个相邻的面都能诱导出一个单项式变换，因此都会得到一个局

部分解 。 

接着我们求直线X=0与新的曲线方程 1( , )k kp X Y 的交点，即将X=0代入 1( , )k kp X Y ，这样

我们得到以下的多项式。 

定义 3.2：一个恰当多项式[6]是一个单变量多项式，它包含这个单变量的所有单项式

且包括常数项。 

在以上的变换中，关于Y的恰当多项式是 ,
( , )

( ) ( ) j

k

hl
j

L j

c C Y Q Y Y rαβ
α β

α β ∈

+ = −∑ ∏   (2) 

其中 ( )Q Y 是复数域上的一个非零常数，或者是一个不可约二次多项式， jr 是这个恰当多项

式的根， jh 为它的重数，同样的，我们有关于X的恰当多项式是 

1

,
( , )

( ) ( ) i

k

l h
i

L i

c C X Q X Y sαβ
α β

α β +∈

+ = −∑ ∏%   

定义 3.3：每一个关于Y的恰当多项式的根 jr ，对应 ( , )X Y 平面上的一个点 (0, )jr ，

在这个点处，局部单项式变换是惟一的，定义 (0, )jr 作为 (0,0)点在 ( , )x y 平面上的分支点。

对于 ( ,0)is 定义是相同的。 

而一条直线与曲线交点的重数就是恰当多项式根的重数即定义为分支点的重数[5]。

Noether 所定义的曲线亏格公式，是通过无限邻近点的重数给出的，而我们的分支点与无限

邻近点有相同的意义。这样我们就通过单项式变换将一个奇点分解为了多个分支点。 

为了继续研究 1( , )P X Y 在分支点 (0, )jr 处的奇异性，我们把（2）式代入 1( , )P X Y ，并作

坐标平移使它变为 1 1( , ) ( , ( ) )j j jP X Y r P X Y r r− = − +% 。 

定义 3.4：把上面 1( , )P X Y 经过坐标平移得到的 1( , )jP X Y r−% 定义为在分支点 (0, )jr 的

一个降次变换，它的推导过程作为对支点 (0, )jr 的奇异性的局部降次[6]。 

我们在 j（X,Y-r）平面的原点(0,0)处建立多项式 1( , )jP X Y r−% 的牛顿多边形，在这个牛

顿多边形的基础上接着进行单项式变换，这样就是重复进行论文第二部分的局部分解，因此

我们得到新的 2 ( , )P X Y 和新的恰当多项式 2 ( )YH 和分支点 2 jr ，然后在分支点 2(0, )jr 处进行降

次变换依次进行下去，直到第 N 步，同样的我们得到 ( , )NP X Y ，和它所对应的恰当多项式

( )N YH 以及分支点 Njr ，这样我们就得到一系列的分支点

11 12 21 1(0, ), (0, ),......(0, ),......(0, ),......Nr r r r   。 

在上面的过程下，通过在新的分支点，重复进行局部分解和局部降次变换，这些分支点

在 ( , )x y 平面上形成一棵“树”，在第二部分我们用的下标 k 不同，在同一“层”的变换下

就会有不同的“树”的分支。这样我们选择“树”的一条路，即从“树”的第一“层”的第

一个分支点一直到它的最好一个分支点，也就是我们上面重复进行的过程，因此我们用下标

t 来代表不同的层。 
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已 经 证 明 了 对 于 “ 树 ” 中 的 任 何 一 条 “ 路 ” ， 总 存 在 N ∈¥ ， 使 得

( , ) [ ( )] ( , )h
NP X Y Y r X E X Y r= − − ，[6] 

这里 ( , )E X Y r− 是非奇异的，且 (0,0) 0E ≠ ， ( )r X 是一个收敛的序列且 (0) 0r ≠ 或者为一个

非零常数。 

   这样我们就知道了任何任意一条不可约曲线 0f = 总可以经过有限步的单项式变换转

化为一条光滑的射影曲线。 

4.亏格公式 

任意一条光滑射影曲线的亏格数[1,2]为：
( 1)( 2)( )

2
d dp c − −

= ，其中d 为光滑曲线牛顿多

边形的阶。 

一条不可约曲线C经过奇点分解得到的C%是一条光滑曲线，每经过一次这样的奇点分

解，曲线的亏格数就减少
1 ( 1)
2

r r − [1]， r 为无限邻近点重数，因此知道了C%的牛顿多边形的

阶和曲线的奇点经过单项式变换得到的分支点的重数，就得出了 C的亏格数。因此我们得到

计算一条不可约曲线的亏格公式： 

设C 为一条不可约曲线， 1 2, ,...... sp p p 为曲线的奇点，则计算曲线C 的亏格公式为：  

( 3) 1( ) 1 ( 1)
2 2 kt kt

k t

d dp C h h−
= + − −∑∑  

其中 d 为曲线C 所对应的牛顿多边形的阶， kth 为 1 2, ,...... sp p p 经过变换得到的分支点的重

数，这里的求和是对每一“层”，每一条“路”上的分支点，并且不包括最初的奇点。 

注：每一个奇点 p 的重数总是等于它经过变换后得到的分支点 1 2, ,...... sp p p 的重数之和，因

此每一“层”上的分支点的重数总可以表示成它下一“层”的分支点重数和，因此我们的亏

格公式可由最后一层的分支点的重数来计算。 

5.结论 

本文给出了建立在曲线牛顿多边形基础上的单项式变换，并利用单项式变换达到对曲线

奇点的分解，从而得到亏格公式中所需的其他变量，因此给出了一条不可约曲线在单项式变

换基础上的亏格公式。 
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The new genus formula of a curve based on 

the Newton polygon 
Liu ling ling 

LMIB and Department of Mathematics, BUAA University, Beijing, PRC, (100191) 

Abstract 
The genus of a curve is an important birational invariants ,the solution of curves’ classification is by the 
genus .We demonstrate a new formula for the genus of an irreducible curve ,by the Newton polygon of 
an curve ,we can establish monomial transform , so as to resolve the singularity of a curve ,and  we 
obtain the other invariants of the genus , so we can get the genus of a curve more visual and quickly . 
Keywords: algebraic curve ; genus ; monomial transform ; Newton polygon ;branch point   
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