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摘  要：本文主要讨论与一般矩阵可交换的矩阵构成的线性空间的维数。由于每个矩阵都与

一个若当标准型相似，并且与它们可交换矩阵构成的线性空间同构，也即这两个线性空间有

相同的维数。所以，本文通过讨论一般的若当标准型而得出与一般矩阵可交换矩阵构成的线

性空间的维数，并得到了一定的结果。利用该结果，本文还讨论了与任意 2-幂零矩阵可交

换矩阵构成的线性空间的维数。 

关键词：矩阵；可交换；若当标准型；线性空间；2-幂零矩阵 
中图分类号：O 
 

1 问题的提出 

在以前很多矩阵可交换性的研究中，绝大部分是研究的是矩阵可交换性的条件，并且得

出了许多的结果。本文和以往不同，主要讨论的是与某一矩阵可交换矩阵构成的线性空间的

维数。 

2 问题的解决 

2.1 问题解决的思路 

我们要讨论与任意n阶矩阵可交换矩阵构成的线性空间的维数，由前面的定理可知，我

们只要讨论与它相似的若当标准型可交换矩阵构成的线性空间的维数即可[1]。所以我们把问

题转化为求与任意一个n阶若当标准型矩阵可交换矩阵构成的线性空间的维数。在讨论若当

标准型时，我们采用从特殊到一般的方法进行讨论。 
在具体讨论时，我们首先将与给定n阶若当标准型可交换的矩阵视为待定矩阵，根据矩

阵可交换的定义，有
2n 个等式，通过这些等式可以得出与该若当标准型可交换矩阵的通式，

利用该通式，很容易就可得出其线性空间的维数[2]。 

2.2 问题解决的步骤 

首先考虑几种特殊情况。 
（i）我们知道所有的数量矩阵与任意矩阵可交换[1]，很容易知道与它们可交换矩阵构成

的线性空间的维数为 2n [3] 
（ii）对角元均不相等的对角阵。 
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先看 21 , AA 的形式： 1A 的第 i 行第 j 列的元素为 ,2,1( nibiji L=λ )2,1 nj L= ， 2A 的

第 i 行第 j 列的元素为 )2,1,2,1( njnibijj LL ==λ ，要使 1A = 2A ，即 ijibλ = ijjbλ  

)2,1,2,1( njni LL == ，当 ji ≠ 时，即 ji λλ ≠ ，则 0=ijb 。当 ji = 时 ijb 可任取。由此，

我们得到与该若当标准型可交换矩阵的通式为： 
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我们可以找出该线性空间的一组基： 
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根据线性空间维数的定义[1]，我们可以得出该线性空间的维数为n。另外，还可以得到

下面一个结论： 

与一个矩阵可交换矩阵构成的线性空间的维数等于与该矩阵可交换矩阵的通式中无关

的非零元的个数[1]。 

（iii）由一个若当块构成的若当标准型。 
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先 看 看 3A 和 4A 的 特 点 ： 3A 中 第 i 行 第 j 列 的 元 素 为 ijji bb 1,1 λ+−

（ )2,1,3,2 njni LL == ，第一行第 j 列的元素为： jb11λ （ )2,1 nj L= 。 4A 中第 i行第

j 列的元素为 ijji bb 11, λ++ （ )12,1,,2,1 −== njni LL ，第 n 列第 i 行的元素为： inb1λ

（ ni L,2,1= ）。要让 3A = 4A ，则两矩阵第 i行第 j 列元素相等即 ijji bb 1,1 λ+− = ijji bb 11, λ++

（ )12,1,3,2 −== njni LL ，则有 jib ,1− = 1, +jib ，又第 i +1 行第 j +1 列元素相等即



http://www.paper.edu.cn 

 - 3 -

中国科技论文在线

1,111, +++ + jiji bb λ = 1,112,1 ++++ + jiji bb λ ， 则 有 1, +jib = 2,1 ++ jib , 依 次 推 下 去 有 ：

jib ,1− = 1, +jib = 2,1 ++ jib =L，由此可得： 

)(, skjibb ksji −=−=                 （1） 

再考虑 3A
和 4A 的第一行相等即： jb11λ = 1,111 ++ jj bbλ ( )12,1 −= nj L ，于是有： 

)3,2(01 njb j L==                   （2） 

最后考虑 3A
和 4A 的最后一列相等即: inni bb 1,1 λ+− = inb1λ （ ni L,2,1= ），于是有： 

)12,1(0 −== nibin L                 （3）   

结合（1），（2），（3）可得 )(0 jibij <= ，再结合（1）我们可以得到与该若当标准

型可交换矩阵的形式为： 
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（ naaa L,, 21 为任意复数）  

同理我们可以得出与该种情况下若当标准型可交换矩阵构成的线性空间的维数也为n 。 
（iv）由两个若当块构成的若当标准型。 
该矩阵形式如下，并对其做分块为： 
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(设 1λ 的重数为 i， 2λ 的重数为 j ，则有 nji =+ ） 

并 记
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也做如上的分块，记为
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要使 5A = 6A
，则有 11BJ = 11JB ， 21BJ = 22 JB ， 32BJ = 13JB

， 42BJ = 24 JB ，由前面的

推导可知： 
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下面求 2B , 3B ,根据 21BJ = 22 JB 有： 
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下面分情况讨论： 

① 21 λλ ≠ ，此时先比较 7A 和 8A 的最后一列可以得到 0, =jpd ),1( ip L= ，又比较第

一 行， 根据 01 =jd ， 可 得 )2,1(01 jqd q L== ， 比较 第二 行，由 于 02 =jd ，

)2,1(01 jqd q L== 可得： )2,1(02 jqd q L== 。再根据得到的结果依次往下推则有：

)2,1,2,1(0, jqipd qp LL === ，即 02 =B 。同理可得 03 =B 。 

综合上面的讨论可得与该种情况下矩阵可交换矩阵的形式为： 
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由此，我们很容易得出：与该种情况下若当标准型可交换矩阵构成的线性空间的维数也

为 n . 

② 21 λλ = , 41, BB 形式不变，下面讨论此种情况下 32 , BB 的形式。 

首先不妨设 ji < ，按照上面（iii）的讨论方法： 

7A 中第 p 第q列的元素为 pqqp dd 1,1 λ+− （ )2,1,3,2 jqip LL == ，第一行第q列的

元 素 为 ： qd11λ （ )2,1 jq L= 。 8A 中 第 p 行 第 q 列 的 元 素 为 pqqp dd 21, λ++

（ )12,1,,,2,1 −== jqip LL ，第 j 列第 p 行的元素为： jpd ,2λ （ ip L,2,1= ），要让

7A = 8A ， 则 两 矩 阵 第 p 行 第 q 列 元 素 相 等 即 pqqp dd 1,1 λ+− = pqqp dd 21, λ++

（ )12,1,3,2 −== jqip LL ， 则 有 qpd ,1− = 1, +qpd 同 上 面 的 方 法 可 得 ：

qpd ,1− = 1, +qpd = 2,1 ++ qpd =L，由此可得： 

)( skqpdd kspq −=−=
                          （4） 

再考虑 7A
和 8A

的第一行相等即： 

qd11λ = qq dd 121,1 λ++  ( )12,1 −= jq L             （5） 

即有： 

         ),3,2(01 jqd q L==                          （6） 

再利用最后一列元素相等即
)3,2(,2,1,1 ipddd jpjpjp L==+− λλ
则有： 

)1,2,1(0, −== ipd jp L                                   （7） 

结合（4），（6）可得： )(0, qpd qp <= ，再根据（4）可以得到 2B 的形式为: 
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（ iaaa L,, 21 为任意复数） 

再利用同样的方法讨论 3B ： 
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⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++

+++
+++

−

−

−

jiijjijjjj

iii

iii

ddddddd

ddddddd
ddddddd

11,1213112

211,2122212321122

111,1111211311112

λλλλ

λλλλ
λλλλ

L

MMMM

L

L

 

跟 2B 一样，我们可以得到： 

)( skqpdd kspq −=−=                         （8） 

)12,1(0 −== jpd pi L
                         （9） 

)3,2(01 iqd q L==
                           （10） 

根据（8）和（10）可得： 

)10 −≤−<= ipqqpd pq 且（                   （11） 
又根据（8）和（9）可得: 

)10 −−≤−≥= ijqpqpd pq 且（
                 （12） 

最后综合（8），（11），（12）我们可以得到 3B 的形式为： 

            
ijii

i

aaaa
aa

a
aa

a

×−

−

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

121

11

2

12

1

00

00

L

O

OM

LLL

MM

LLL

（ iaaa L,, 21 为任意复数）。

 最后我们便可以得到与该若当标准型可交换矩阵的形式为： 

ijjji

j

ii

bbbbbbddd
bbbb

bbdd
bbbd
bbb

bb
b

cccaaa

ccaa
ca

×−

−
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1234112

1231

1412

2341

123

12

1

1212

1212

11

00

00
00

00

LL

OOOM

OOM

O

LL

MM

LL

LLL

MMOOMOOM

MM

L

（ iiji dddcccbbbaaa LLLL 21212121 ,,,,,,,, 为任意复数。） 
我们可以得到该线性空间的维数为： in 2+ 也即： 



http://www.paper.edu.cn 

 - 7 -

中国科技论文在线

          ),min(2 jin+                    （13） 

当 ji = 时，则有 21 JJ = ,很容易可以得到其线性空间的维数为 n2 ,也满足（13）式，

所以此种情况下所求线性空间的维数为（13）式。 
下面我们对一般的若当标准型进行讨论： 

我们首先假设原标准型含有 k 个若当块，对其做如下分块: 

    ⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

k

k

k

λ

λ
λ

λ

λ
λ

λ

λ
λ

1

1

1

1

1

1

2

2

2

1

1

1

MMMM

OOMMM

MMM

MMM

LLLLLLLLLLLLLLLLL

MOOMM

MOMM

LLLLLLLLLLLLLLLLL

MMM

MMOOM

MMM

MMM

LLLLLLLLLLLLLLLLL

MMM

MMMOO

MMM

MMM

 

 

我们记

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

i

i

i

iJ

λ

λ
λ

1

1
OO

并设特征值 iλ 的重数为 ir ，我们有：∑
=

=
k

i
i nr

1

。现在我

们对任意一个n阶矩阵 B 做如上同样的分块[1]，记为： 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkkk

k

k

BBB

BBB
BBB

L

MMM

L

L

21

22221

11211

 

 

利用分块矩阵的乘法[1]有： 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kJ

J
J

O
2

1

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkkk

k

k

BBB

BBB
BBB

L

MMM

L

L

21

22221

11211

=
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkkkkkk

k

k

BJBJBJ

BJBJBJ
BJBJBJ

L

MMM

L

L

21

22222212

11121111

= 9A  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkkk

k

k

BBB

BBB
BBB

L

MMM

L

L

21

22221

11211

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kJ

J
J

O
2

1

=
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

kkkkk

kk

kk

JBJBJB

JBJBJB
JBJBJB

L

MMM

L

L

2211

2222121

1212111

= 10A  

要 求 9A = 10A
， 比 较 9A

， 10A
的 形 式 ， 其 对 角 线 元 素 相 等 则 有 ：

)2,1( kiJBBJ iiiiii L==
，根据前面的讨论我们可以得到 iiB

的形式为： 
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

12

12

1

aaa

aa
a

ir L

OOM  

再比较 9A 和 10A 中第 i  行第 j 列元素（ ji ≠ ），有： jijiji JBBJ = ，由于 ijB 在 9A = 10A

的条件下只满足该唯一的一个等式，所以 ijB 的形式只受 ji JJ , 的影响。根据前面对由两个

若当块形成的若当标准型的讨论，我们很容易得出 ijB 的形式： 

① ji λλ ≠ 时： ijB =0， 

② ji λλ = 时， ijB 的形式由 ji rr , 的大小决定。 

当 ji rr < 时 ijB 的形式为： 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

00

00

12

12

1

LL

MMOOM

MM

L

aaa

aa
a

ir

 

当 ji rr > 时 ijB 的形式为： 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

12

12

1

00

00

aaa

aa
a

ir L

OOM

LL

MM

LL

 

当 ji rr = 时，的形式为： 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

12

12

1

aaa

aa
a

ir L

OOM  

综合上面的结果，对任意一个若当标准型就可以写出与它可交换矩阵的具体形式。下面

我们总结一下与任意若当标准型可交换矩阵构成的线性空间的维数。  

根据前面的结论，在 B 的通式中， iiB 中必含有 ir 个无关的非零元，又根据∑
=

=
k

i
i nr

1

，

我们知道 B 中至少含有n 个无关的非零元。 )(, jiB ji ≠ 中是否含有非零元主要与 ji λλ , 是否

相等有关，若 ji λλ ≠ ，则 0, =jiB ；若 ji λλ = ，则 jiB , 中含有 ),min( ji rr 个无关的非零元。
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同理 jiB 中也含有 ),min( ji rr 个无关的非零元。由此，我们可以得出与任意若当标准型可交

换矩阵构成的线性空间的维数为： 

∑+ ),min(2 ji rrn

                  
（14） 

ji rr ,
分别为特征值相同的若当块 ji JJ ,

的重数。 
利用该公式我们计算一下与数量矩阵可交换矩阵的维数应为： 

+n 22 nC =
2n . 

可见对于数量矩阵，该公式同样适用。 

2.3 得出的结果 

从上面的讨论我们可以得出： 
定理 5 对于任意一个n 阶矩阵，与它可交换矩阵构成的线性空间的维数满足下面的公

式（14）。 

利用该定理，我们很容易得出下面几个推论： 

推论 1：对于任意一个n 阶矩阵，若其若当标准型的所有若当块的特征值均不相等，那

么与它可交换矩阵构成的线性空间的维数必为n . 

推论 2： 对任意一个n 阶矩阵，与它可交换矩阵构成的线性空间维数 r 必满足关系：

2nrn ≤≤ ，当且仅当该矩阵的若当标准型满足推论 1的条件时，左边的等号成立。     
推论 3：与任意一个n 阶矩阵可交换矩阵构成的线性空间的维数必与n 同奇偶。 
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Matrix interchangeability 
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Abstract 
This article focused on the dimension of linear space which is constructed by the matrix exchangeable 
with a general matrix. Because each matrix is similar with a Jordan standard and the linear spaces 
which are constructed by the matrixes exchangeable with them are isomorphic, these two linear spaces 
have the same dimension. Therefore, this paper discussed the general Jordan standard to derive the 
dimension of linear space which is constructed by the matrix exchangeable with a general matrix. This 
has some results. Use of the results, the paper also discussed the dimension of linear space which is 
constructed by the matrix exchangeable with a 2- nilpotent matrix. 
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