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用以表示 cosnx的关于 cos x的多项式的通项公式 
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摘  要：本文通过对怎样用cos x的多项式形式来表示cosnx这一有趣的问题进行了深入的

研究，特别是对若干个多项式的每项系数的研究而总结出了一些重要的规律，并总结出了该

多项式的通项公式，给出了该多项式的数学解析式，最后示例运用这些规律计算出当 n 分别

为 9 和 10 的多项式。 
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1 引言 
三角函数（Trigonometric）是数学中属于初等函数中的超越函数的一类函数。它们的本

质是任意角的集合与一个比值的集合的变量之间的映射。通常的三角函数是在平面直角坐标

系中定义的，其定义域为整个实数域。另一种定义是在直角三角形中，但并不完全。现代数

学把它们描述成无穷数列的极限和微分方程的解，将其定义扩展到复数系。它包含六种基本

函数：正弦、余弦、正切、余切、正割、余割。由于三角函数的周期性，它并不具有单值函

数意义上的反函数。三角函数在复数中有较为重要的应用。在物理学中，三角函数也是常用

的工具。因此，三角函数是数理中十分重要的函数之一。本文要解决的就是有关余弦函数的

一个问题，旨在找出用 cos x 的多项式来表示 cosnx 的一些规律。对于cosnx 的展开，根

据棣莫弗公式[1] (cos sin ) cos sinni n i nθ θ θ θ+ = + 知：当 n 为正整数时，cos nx
一定可以用cos x的多项式形式来表示。为此，本文要解决的问题就是通过“找规律”的方

法找到该多项式的通项形式。本文通过两角和的三角函数公式写出当 n 分别等于

2,3,4,5,6,7,8……时的cosnx所对应的多项式公式并将该多项式按 cos x 的升幂排列，然后

对每一个多项式进行对比，研究，分析，从而总结出该多项式的一些规律并给出了该多项式

的通项公式，明确定义了cos x的系数。 后，示例运用这些规律计算出当 n分别为 9和 10

的多项式。 

2 “关于 cos x的多项式”的通项公式 
设 n 为正整数，记 S(n)为cos nx 所对应的关于cos x的多项式。 

根据两角和的三角函数公式 

cos( ) cos cos sin sinα β α β α β+ = −  

可以得到如下结果：（按cos x的升幂排列） 
2cos 2 1 2 cosx x= − +  

3cos3 3cos 4cosx x x= − +  
2 4cos 4 1 8cos 8cosx x x= − +  

3 5cos5 5cos 20 cos 16cosx x x x= − +  
2 4 6cos 6 1 18cos 48 cos 32 cosx x x x= − + − +  
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3 5 7cos 7 7cos 56cos 112cos 64cosx x x x x= − + − +  
2 4 6 8cos8 1 32cos 160cos 256cos 128cosx x x x x= − + − +  

本文通过对以上这些多项式的研究与分析，并将多项式中的每项系数看成是关于 n 的数

列，根据等差数列与等比数例特点[3,5]及其公式[6]总结出 S(n)多项式应具有以下几个规律： 

   a. S(n)每项呈现正负交替； 
   b. 当 n 为奇数时，S(n)多项式中只含有cos x的奇数次方项，当 n 为偶数时，S(n)

多项式中只含有cos x的偶数次方项； 

   c. 系数规律： 

将多项式中的每项系数看成是关于 n 的数列，然后通过将数列函数化[2,4]的方法找到该

多项式每项的通项为如下： 

2 ( 2)!!( 1) cos
!( )!!

n k
kn n k x

k n k

− ⋅ + −
−

−
    （1） 

注： “!”表示阶乘；当m 是自然数时， !m 表示不超过m的所有正整数的乘积。如：

3! 3 2 1 6= × × = （另0! 1= ） 

“!!”表示双阶乘：当m是自然数时， !!m 表示不超过m且与m有相同奇偶性的所有

正整数的乘积。如： 6!! 6 4 2 48= × × = ，3!! 3 1 3= × = （另0!! 1= ） 

3 “关于 cos x的多项式”的一般表达式 

本文根据（1）式，用以表示cos nx 的关于cos x的多项式 S(n)的一般表达式可以写

成如下形式： 

0

( 2)!!cos ( , ) cos
!( )!!

n
k

k

n n knx g n k x
k n k=

+ −
=

−∑
    （2） 

式中 ( , )g n k 的作用在于调节每一项值的正负和解决某些项的取舍问题。因此，通过对

cos nx 所对应的多项式综合分析知， ( , )g n k 应具有以下特性： 

（1）当 n与 k同时为奇数或者同时为偶数时，如果 n与 k的差能够被 4整除，那么 ( , )g n k

的函数值为 1，如果 n 与 k 的差不能被 4 整除，那么 ( , )g n k 的值为-1 

（2）当 n 与 k 其中一个为偶数而另一个为奇数时， ( , )g n k 的值为 0 

于是：综合分析后， ( , )g n k 的解析式可以表示为如下形式： 

 

2( 1)

0
( , ) {

n k

n k

n k
g n k

−

−
=

        （当 与 奇偶性相同）

             （当 与 奇偶性不同）
     （3） 

 为了更好的分析（2）与（3）式，因此将（2）（3）式进一步化成为如下形式： 



http://www.paper.edu.cn 

-3- 

中国科技论文在线

22
22
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+ −
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          （当 为偶数）

   （当 为奇数）
 

以上式子即为“关于cos x的多项式”的“一般表达式”。 

4 “一般表达式”的实际应用与意义 
以下过程为运用“一般表达式”计算出当 n 等于 9 与 10 时的多项式的全过程，即cos 9x

以及cos10x的多项式。 

（1）以下过程为运用上式计算出cos9x 的多项式的全过程： 
将 n=9 代入上式可得以下结果： 

5
5 2 1

1

9 (2 6)!!cos9 ( 1) cos
(2 1)!(10 2 )!!

k k

k

kx x
k k

− −

=

⋅ +
= −

− −∑  

进一步： 

3 5 79 8!! 9 10!! 9 12!! 9 14!!cos9 cos cos cos cos
1! 8!! 3! 6!! 5! 4!! 7! 2!!

x x x x x× × × ×
= − + − +

× × × ×
99 16!!cos

9! 0!!
x×

× 化简得：cos9x 用cos x的多项式形式表示为如下： 

3 5 7 9cos9 9 cos 120 cos 432cos 576 cos 256cosx x x x x x= − + − +
 

（2）以下过程为计算出cos10x的全过程：将 n=10 代入上式可得以下结果： 
5

5 2

0

10 (2 8)!!cos10 ( 1) cos
(2 )!(10 2 )!!

k k

k

kx x
k k

−

=

⋅ +
= −

−∑  

进一步： 

2 4 610 8!! 10 10!! 10 12!! 10 14!!cos10 cos cos cos
0! 10!! 2! 8!! 4! 6!! 6! 4!!

x x x x× × × ×
= − + − + −

× × × ×
 

8 1010 16!! 10 18!!cos cos
8! 2!! 10! 0!!

x x× ×
+

× ×
    

化简得：cos10x用cos x的多项式形式表示为如下： 
2 4 6 8 10cos10 1 50cos 400cos 1120cos 1280cos 512cosx x x x x x= − + − + − +

 
因此，通过该一般解析式，可以简便而又快捷地将cosnx 写成只含有cos x的多项式形

式，在余弦等三角函数的有关 n 倍角公式的化简或者运算领域内具有使用价值。 

5 结论 
本文通过对已知的若干个cosnx 关于 cos x多项式的研究与分析总结出；cosnx 可以

用关于cos x的多项式来表示为如下： 
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0
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其中：         

2( 1)

0
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n k

n k
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−

−
=

        （当 与 奇偶性相同）

             （当 与 奇偶性不同）
 

 进一步化简如下“一般解析式”： 
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0
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1
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          （当 为偶数）

   （当 为奇数）
 

注：“!”表示阶乘，“!!”表示双阶乘。 
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General term formula of the polynomial of using cosx to 
express cosnx 
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Abstract 
In this paper, I have made a in-depth study on how to use the polynomial of cosx to express cosnx, 
especially for regularity of coefficients of the polynomial and summed up some useful regularities 
about the polynomial and calculated the general analytic of the polynomial and found out the 
mathematical analytical expression. In addition, some examples are given to show the use of these 
regularities introduced for the polynomials where n is equal to 9 and 10, respectively. 
Keywords: cosine;trigonometric function;expansion. 
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