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摘  要：本文在自然级数拆分的基础上，研究了偶数的分类、分拆问题，揭示了各类偶数与其

分拆的对应规律，进而应用所定义的素数分布的均值公式和相关的整数恒等式，化求和为求

积，首次推导出了哥德巴赫猜想及 n 生素数猜想分布的渐近式，准确地描述了其分布规律。 
关键词：偶数，素数，级数，猜想，渐近式 

1．引  言 
关于哥德巴赫猜想和 n 生素数猜想的分布问题，人们已经进行了深入的研究与探索，并

取得了重大的成就。但由于对其本质和规律缺乏深刻的认识和全面的掌握，迄今为止，除

Hardy-Littlewood 猜想之外，还没有一个完整、准确的表述结果。本文以全新的思路尝试研究

并初步解决了上述问题。 

2．等差级数的拆分问题 

2.1 自然级数拆分问题 

命Dk为连续的素数之积，即 

                                  ∏
≥

=
0k

kk pD                                            （1） 

式中：p0=2，p1=3，p2=5，… … 

若 ，先列下所有不大于偶数 N 之自然数：  )1(2 1 −≤≤ +kk DND

1，2，3，4，5，6，… …N。 
陆续分离： 

    （i） 2，4，6，8，10，… …即 2 起之一切偶数； 
（ii） 3，9，15，21，27，… …即 3 起之一切 3 的倍数； 
（iii） 5，25，35，55，65，… …即 5 起之一切 5 的倍数… … 

注意到第一次分离后余者乃一公差为 2 的等差级数： 
  1，3，5，7，9，… …。 

而第二次分离后余者为：1，5，7，11，13，17，19，23，… …。 
却不是等差级数。但如果将其重新排列，可得到 2 个公差为 6 的等差级数： 

1，7，13，19，25，… … 
5，11，17，23，29，… … 

第三次分离后余者为： 
1，7，11，13，17，19，23，29，31，37，… …。 

如果将其重新排列，可得到 8 个公差为 30 的等差级数： 
1，31，61，… …；11，41，71，… … 
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7，37，67，… …；17，47，77，… … 
13，43，73，… …；23，53，83，… … 
19，49，79，… …；29，59，89，… … 

依此类推，当一切pk的倍数分离出去后，余者均可排列为首项与公差Dk互素的等差级数，

其数目可由欧拉函数计算，即 

                                    ∏
≥

−=
0

)1()(
k

kk pDϕ                                （2） 

2.2 原级数 1+2m 的拆分 

注意到自然级数是首项、公差均为 1 的等差级数，故根据前述，当所有的偶数从自然级

数中分离出去后，所得到的结果可以看成是将自然级数拆分为与其等价的两个等差级数 1+2m
和 2+2M（m、M 均为自然数），这里分别定义为奇原级数和偶原级数，统称为原级数。而其

它首项不大于公差的所有等差级数皆可视为这两个原级数的子集，称为这两个原级数的次生

等差级数。特别地，对于首项不同而公差相等的等差级数则称为同次等差级数。 
一般地，原级数 1+2m可以拆分为d个与之等价的同次等差级数li+2dm（li<2d）。这里li为首

项，d称为拆分因子，任取大于 1 的自然数，2d为公差。在这d个同次等差级数中，首项与公

差互素的总是有ϕ （2d）个，非互素的总是有[d-ϕ （2d）]个。 

若 d 取连续的奇素数之积，命 

∏
≥

==
1k

kk pdd                              （3） 

式中：p1=3，p2=5，p2=7，… …。 
则当 k=1 和 k=2 时，按照 1.1，可直接得到原级数 1+2m 的同次等差级数： 

1+6m，5+6m；3+6m。 
和       1+30m，7+30m，13+30m，19+30m；11+30m，17+30m，23+30m，29+30m； 

3+30m，9+30m，15+30m，21+30m，27+30m，5+30m，25+30m。 
根据上述，当 k=1 时，共得到 3 个与 1+2m 等价的同次等差级数。其中：首项与公差互素

的一类有 2 个，非互素的一类有 1 个。当 k=2 时，共得到 15 个与 1+2m 等价的同次等差级数。

其中：首项与公差互素的一类有 8 个，非互素的一类有 7 个。 
一般地，当 时，总共可以得到 个与 1+2m等价的同次等差级数。其中：首项与公

差互素的一类有

kdd = kd

ϕ （Dk）个，非互素的一类有[dk-ϕ （Dk）]个。 

2.3 原级数 2+2M 的拆分 

与原级数 1+2m的拆分相对应，当 kdd = 时，原级数 2+2M也可拆分为dk个与之等价的同次

等差级数Lj+2dkM（Lj≤2dk）。这里Lj为首项，2dk为公差。 
注意到首项不大于 2dk的偶数也为dk个，故当k=1 和k=2 时，其拆分结果分别为 

2+6M，  4+6M，  6+6M。 
和       2+30M， 4+30M， 6+30M， 8+30M，10+30M，12+30M，14+30M，16+30M， 
        18+30M，20+30M，22+30M，24+30M，26+30M，28+30M，30+30M。 

-2- 



http://www.paper.edu.cn 

依此类推，当d=dk时，总共可得到dk个与 2+2M 等价的同次等差级数，即将全体偶数分成

了dk类。 

3．偶数分拆问题 

3.1 分拆定义 

对于任一偶数 N，若 x+y=N，x、y 均为奇数，且 x≥3，y≥3，则(x，y)定义为该偶数的一个

哥德巴赫分拆，以下简称分拆。 

3.2 对应规律 

根据定义，原级数 2+2M 的分拆之集合可表为（1+2m，1+2m），即原级数 2+2M 与 1+2m
之间存在着确定的对应关系。 

按照前述，当d=dk时，原级数 2+2M被分成了dk类偶数，原级数 1+2m则被拆分为dk个与之

等价的同次等差级数，故上述任一类偶数Lj+2dkM的分拆之集合皆可表为若干个（l+2m，l+2m）

的子集li+2dkm，即两个原级数的同次等差级数之间存在着确定的对应关系。 
当k=1 时，如果从原级数 1+2m的拆分所得到的 3 个等差级数中任取 2 个进行组合，共有

6 种结果；当k=2 时，从得到的 15 个等差级数中任取 2 个进行组合，共有 120 种结果。明显

地，这些等差级数之组合即为上述各类偶数所对应的分拆（见表 1）。注意到 1 不是素数，为

符合上述的拆分规律，表 1 中以Dk+1 补位。 
在各类偶数所对应的分拆中，首项不等的 2 个同次等差级数定义为全分拆，首项相等的

则定义为半分拆。就其包含的素数数目而言，表 1 中第Ⅰ、Ⅱ列中的分拆显然具有换算性，

即 1 个全分拆可以换算为 2 个半分拆，相应地，1 个半分拆可以换算为 0.5 个全分拆。一般地，

当d=dk时，如果从原级数 1+2m的拆分所得到的dk个等差级数中任取 2 个进行组合，总共可以

得到[dk（dk+1）]/2 个分拆。其中，全分拆为[dk（dk—1）]/2 个，半分拆为dk个。如果将所有的

半分拆换算成全分拆，这dk类偶数对应的全分拆总数为dk
2/2 个。其中，前两列为ϕ 2（D ）/2

个，后三列为[d

k

k
2-ϕ 2（Dk）]/2 个。 

如果将所有的全分拆换算成半分拆，这dk类偶数对应的半分拆总数为dk
2个。其中，前两列

为ϕ 2（D ）个，后三列为[dk k
2-ϕ 2（Dk）]个。 

从表 1 中可以看出，尽管各类偶数所对应的分拆数相等，但在各列中的分拆数却并不一

定相等，由此决定了这dk类偶数的性质存在着明显的差异。 
综上所述，对于任一类偶数来说，上述方法在将所有与其无关的素数及合数分开的同时，也

将与其相关的绝大部分素数及合数分开。 
本文以后所提及的分拆，如不特别说明，均指表 1 中第Ⅰ、Ⅱ列换算后的全分拆或半分拆；

所提及的等差级数均指首项与公差互素的同次等差级数。 
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表 1  哥德巴赫分拆对应规律 
等差级数首项（ ii ll ′, ） 

N 
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ 

类

别 
M≥1 （k=1，公差为 6） 

1 2+6M  （ 7， 7） （ 5，3）  

2 4+6M  （ 5， 5） （ 7，3）  

3 6+6M （ 7， 5）  （ 3，3）  

 M≥1 （k=2，公差为 30） 

1 2+30M （19，13） （31，31） （29，3）
（27， 5）、（25， 7）、（23， 9） 
（21，11）、（17，15） 

 
 

2 4+30M （23，11） （17，17） （13，3）
（29， 5）、（27， 7）、（21，13） 
（19，15） 

（25， 9）

3 6+30M 
（29， 7）、（23，13） 
（19，17） 

 
（ 3，3）
（31，5）

（25，11） 
（21，15）
（27， 9）

4 8+30M （31， 7） （19，19） （ 5，3）
（29， 9）、（27，11）、（25，13） 
（23，15）、（21，17） 

 
 

5 10+30M （29，11）、（23，17）  （ 5，5）
（ 7， 3）、（31， 9）、（27，13） 
（21，19） 

（25，15）

6 12+30M 
（31，11）、（29，13） 
（23，19） 

 （ 7，5） （ 9， 3）、（25，17） 
（27，15）
（21，21）

7 14+30M （31，13） （ 7， 7） （11，3）
（ 9， 5）、（29，15）、（27，17） 
（25，19）、（23，21） 

 
 

8 16+30M （29，17） （23，23）
（13，3）
（11，5）

（ 9， 7）、（31，15）、（27，19） （25，21）

9 18+30M 
（31，17）、（11， 7） 
（29，19） 

 （13，5） （15， 3）、（25，23） 
（ 9， 9）
（27，21）

10 20+30M （31，19）、（13， 7）  （17，3）
（15， 5）、（11， 9）、（29，21） 
（27，23） 

（25，25）

11 22+30M （29，23） （11，11）
（19，3）
（17，3）

（15， 7）、（13， 9）、（31，21） （27，25）

12 24+30M 
（17，7）、（31，23） 
（13，11） 

 （19，3） （21， 3）、（29，25） 
（15， 9）
（27，27）

13 26+30M （19， 7） （13，13） （23，3）
（21， 5）、（17， 9）、（15，11） 
（29，27）、（31，25） 

 
 

14 28+30M （17，11） （29，29） （23，5）
（25， 3）、（21， 7）、（19， 9） 
（15，13）（31，27） 

 

15 30+30M 
（23， 7）、（19，11） 
（17，13）、（31，29） 

  （27， 3）、（25， 5） 
（21， 9）
（15，15）

     

4．哥德巴赫猜想问题 

4.1 命题 
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凡大于 4 之偶数必为二奇素数之和[1]。 

4.2 P（1+1）（N）- N 之对应关系 

当N不太大时，其所包含的素数对P（1+1）（N）是容易计算的。如果绘制出P（1+1）（N）‐N
的散点图，则从中至少可以看出：1、当偶数N连续变化时，与其对应的素数对的变化是极不

规则的，但总体上有随其增大而增大的趋势；2、对于相邻的 3 个偶数，被 3 整除的偶数包含

的素数对最多，而另外 2 个则相对较少；3、能被 15 整除的偶数，其包含的素数对相对则更

多。 

4.3 P（1+1）（N）与分拆之对应关系 

从表 1 中可以看出：当 k=1 时，在原级数 2+2M 拆分成的 3 类偶数中，不能被 3 整除的 
2 类偶数各对应 0.5 个全分拆或 1 个半分拆；而能被 3 整除的 1 类偶数对应 1 个全分拆或

2 个半分拆。当 k=2 时，在原级数 2+2M 拆分成的 15 类偶数中，不能被 3、5 整除的 8 类偶数

皆对应 1.5 个全分拆或 3 个半分拆；单纯被 5 整除的 2 类偶数皆对应.2 个全分拆或 4 个半分拆；

单纯被 3 整除的 4 类偶数皆对应 3 个全分拆或 6 个半分拆；而被 15 整除的 1 类偶数则对应 4
个全分拆或 8 个半分拆。 

比较 3.2 可知，P（1+1）（N）与偶数N所对应的全分拆数或半分拆数成正比关系。 

4.4 分拆数 

在 2+2M被分成的dk类偶数中，其全分拆数和半分拆数 k1α 、 k1α ′ 皆是可求的。对于本文所

关心的问题，设对应分拆数最多的 1 类和最少的 )( kDϕ 类偶数的全分拆数分别为 max1kα 、

min1kα ，即可推出 

)(
2
1

max1 kk Dϕα =                            （4） 

∏
≥

−=
1

min1 )2(
2
1

k
kk pα                     （5） 

根据全分拆与半分拆之间的换算关系，显然有 

                         )(max1 kk Dϕα =′                              （6） 

∏
≥

−=′
1

min1 )2(
k

kk pα                          （7） 

需要注意的是， k1α 或 k1α′ 不能按表 1 中给出的分拆数直接推导，而必须继续拆分方可得

到正确的结果。例如对于表 1 中的第 5 类偶数，当 k≥3 时，其全分拆数应为 

    ∏
≥

−=
1

1 )2(
3
2

k
kk pα  

而非                         )(
4
1

1 kk Dϕα =  

4.5 等差级数直角坐标系 
-5- 



http://www.paper.edu.cn 

在平面直角坐标系中的第Ⅰ象限内，任一确定的偶数 N 对应的所有奇数对皆分布在直线

x+y=N 上。一般地，这些奇数对可以分为素数对、合数对及混合数对三类。若不重复计，则在

y≥x 或 y≤x 的限定条件下，分布在直线 y =x 的上方或下方（包括该直线）。 
根据两个原级数 2+2M 和 1+2m 对应关系，可建立一平面直角坐标系。同理，任一类偶数

N 与其对应的各个分拆中的等差级数同样可分别建立平面直角坐标系。在这样的坐标系中，任

一偶数对应的皆为奇数对。 

对于任一类偶数 N，按其全分拆中的等差级数虽可建立 k1α 个直角坐标系，但奇数对的分

布显然不能满足上述的限定条件。 
注意到对于确定的偶数 N 皆为各个全分拆中两个等差级数的各个元素逆序相加之和，这

里将 [ ，N/2]、 [il il ′，N/2] 和[N/2，N- il ′ ]、 [N/2，N- ]分别定义为该两个等差级数的上半区

间和下半区间。如果将该两个等差级数的上半区间或下半区间的所有元素进行交换，则构成

两个半分拆，由此可建立

il

k1α ′ 个平面直角坐标系，这时奇数对的分布自然满足上述的限定条件。 

4.6 全分拆中等差级数中素数分布的均值公式 

当 时，在对 1+2m 的拆分总共得到kdd = )( kDϕ 个首项与公差互素的同次等差级数中，可

构成素数对的素数总数为 

                         )()()( kkG ppNN πππ −−=                     （8） 

据此可定义上述各等差级数中素数分布的均值公式 

                              
)(
)(

)(
k

G
G D

N
N

ϕ
π

π =                            （9） 

鉴于该式的应用有一定的局限性，本文将针对具体问题再行定义。 
考虑到在上述等差级数中奇次方数的分布是相对均匀的，对素数分布的影响不大；而偶

次方数在合数出现次序上的优先性是导致素数分布不均匀的主要因素。 
注意到当 k=1 时，首项为 7 的等差级数包含偶次方数；当 k=2 时，首项为 19、31 的等差

级数包含偶次方数。据此可将首项与公差互素的等差级数分为两类，即含偶次方数的为一类，

不含偶次方数的为一类。就其所包含的素数数目的平均值而言，前者一般不大于后者。 

设这两类等差级数的数目分别为 kβ 、 kβ ′，即可推出 

                                 )(
2
1

kkk Dϕβ =                              （10） 

                                 kkk D βϕβ −=′ )(                             （11） 

设其包含素数的平均值分别为 )(min Nπ 、 )(max Nπ ，即有 

)(1)()( minmax NNN
k

π
β

ππ =−                    （12） 

                       )()()( minmax NNN Gkk ππβπβ =+′                    （13） 

式中： )( Nπ 表示大于pk而小于N的偶次方数之集合。 
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由式（12）、（13）可得 

                     )]()([
)(

1)(max NN
D

N G
k

ππ
ϕ

π +=                  （14） 

根据上述，对于对应全分拆数最多的 1 类偶数，注意到其全分拆中共有 kβ 个含偶次方数

的等差级数，据此可推出其素数分布的均值公式为 

max1

minmaxmax1

2
)()()2(

)(
k

kkk
G

NN
N

α
πβπβα

π
+−

=             （15） 

)(
)(

k

G

D
N

ϕ
π

=  

相应地，在对应全分拆数最少的 )( kDϕ 类偶数中，注意到其全分拆中最多的同样有 kβ 个

含偶次方数的等差级数，命 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥1

1
2
1

)()()(
k k

k
Gg p

p
NNN πππ  

可推出其素数分布的均值公式为 

                    
min1

minmaxmin1

2
)()()2(

)(
k

kkk
g

NN
N

α
πβπβα

π
+−

=             （16） 

)(
)(

k

g

D
N

ϕ
π

=  

4.7 哥德巴赫猜想上、下界近似式 

根据表 1 中的各类偶数 N 与其对应的任一个全分拆中等差级数的关系，均可推出如下的

整数恒等式 
      iiiii QnNNNP +−′+=+ )()()()11( ππ                    （17） 

式中： 为全分拆中等差级数诸元素所构成的奇数对的总数， 为所构成的合数对数目，in iQ

)(Niπ 、 )(Niπ ′ 分别为全分拆中两个等差级数在区间[ ，N-il il ′ ]和[ il ′，N- ]内素数的数目。 il

为解决P（1+1）（N）的计算问题，不妨将式（17）式变形为 

       
ii

iiiiiiii
i Qn

QNnQNnNN
NP

−
−′−−−−′

+

])(][)([)()(
~)()11(

ππππ        （18） 

尽管式(18)中的Qi是无法计算的，但可以将分母展开为级数形式并直接应用其主项 

i

ii
i n

NN
NP

)()(
~)()11(

ππ ′
+                        （19） 

近似地计算P（1+1）i（N）。 
一般地，若计算某一偶数N所包含的素数对P（1+1）（N），只须将与其对应的各个全分拆按式

（19）计算后求和即可。注意到任一类偶数N如果包含素数对，其绝大多数存在第Ⅰ、Ⅱ列的

分拆中，而第Ⅲ列的全分拆中包含的素数对相对较少，故当N较大时可忽略不计。 
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对于任一类偶数N，当d=dk时，与其对应的各个全分拆中等差级数所有元素构成的奇数对总

数由下式计算 

          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

k

j
i D

LN
n                                 （20） 

考虑到 是基本相等的，式（20）可以简化为 in

   kDNn /≈                                   （21） 

对于哥德巴赫猜想的上界，运用式（19）进行求和运算，并注意到式（4）、（15）、（21）
得 

∑
=

+

′max1

1
max)11(

)()(
~)(

k

i i

ii

n
NN

NP
α ππ

                    （22） 

N
N

D
D G

k

kk )(
)(

2

2
max1 π

ϕ
α

⋅≈  

                            
N

N
C G

k
)(2

1
π

=  

式中：                       ∏
≥ ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+=

1
1 1

11
k k

k p
C                      

特别地，当 1+= kDN 时，可以有 

                            
)(2

)(
)(

1

2

max)11(
+

+ ≈
k

G

D
N

NP
ϕ
π

                      （23） 

对于哥德巴赫猜想的下界，同样运用式（19）进行求和运算，并注意到式（5）、（16）、（21）
得 

∑
=

+

′min1

1
min)11(

)()(
~)(

k

i i

ii

n
NN

NP
α ππ

                 （24） 

N
N

D
D g

k

kk )(
)(

2

2
min1 π

ϕ
α

⋅≈  

                                
N

N
C g

k

)(2

2

π
=                                 

式中：                   ∏
≥ ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−=

1
22 )1(

11
k k

k p
C =0.66016 … … 

kC2 即Hardy-Littlewood 猜想中的孪生素数常数 。 2C

4.8 半分拆中等差级数中素数分布的均值公式 

当 时，在对原级数 1+2m 拆分所得到的kdd = )( kDϕ 个同次等差级数在半区间[ ，N/2]、 

[N/2，N- ]或[ ，N/2]、 [N/2，N- ]内可构成素数对的素数总数分别为 
il

il ′ il ′ il
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  )()2/()2/(1 kG pNN πππ −=                    （25） 

                           )2/()()2/(2 NpNN kG πππ −−=               （26） 

按照 3.6，可推出 

)]2/()2/([
)(

1)2/( 11max1 NN
D

N G
k

ππ
ϕ

π +=               （27） 

)]2/()2/([
)(

1)2/( 22max2 NN
D

N G
k

ππ
ϕ

π +=              （28） 

式中： )2/(1 Nπ 、 )2/(2 Nπ 分别为各等差级数在上述两个半区间内的偶次方数之集

合。 
对于对应半分拆数最多的 1 类偶数，据此可分别推出其素数分布均值公式为 

                           
)(

)2/(
)2/( 1

1
k

G
G D

N
N

ϕ
π

π =                         （29） 

                           
)(

)2/(
)2/( 2

2
k

G
G D

N
N

ϕ
π

π =                        （30） 

对于对应半分拆数最少的 )( kDϕ 类偶数，分别命 

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥1

111 1
2
1

)2/()2/()(
k k

k
Gg p

p
NNN πππ  

     ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥1

222 1
2
1

)2/()2/()(
k k

k
Gg p

p
NNN πππ  

可分别推出其素数分布均值公式为 

min1

min1max1min1
1

)2/()2/()(
)2/(

k

GkGkk
g

NN
N

α
πβπβα

π
′

+−′
=       （31） 

)(
)2/(1

k

g

D
N

ϕ
π

=  

                
min1

min2max2min1
2

)2/()2/()(
)2/(

k

GGkk
g

NN
N

α
ππβα

π
′

+−′
=        （32） 

)(
)2/(2

k

g

D
N

ϕ
π

=  

4.9 哥德巴赫猜想上、下界渐近式 

根据表 1 中的所有偶数 N 与其对应的各个半分拆中等差级数的关系，同样可推出如下的

整数恒等式 
                 iiiii QnNNNP +−′+=+ )2/()2/()()11( ππ               （33） 

式中： 为半分拆中的等差级数的所有元素构成的奇数对的总数， 为所构成的合数对

数目，

in iQ

)2/(Niπ 、 )2/(Niπ ′ 分别为半分拆中两个等差级数在区间[ ，N/2]、[ ，N/2]或[N/2，il il ′
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N- ]、[N/2，N- ]内素数的数目。 il ′ il

按照 3.7，由式（33）可得到下列的变型式和近似式 

      
ii

iiiiiiii
i Qn

QNnQNnNN
NP

−
−′−−−−′

+

])2/(][)2/([)2/()2/(
~)()11(

ππππ      （34） 

i

ii
i n

NNNP )2/()2/(~)()11(
ππ ′

+
                       （35） 

对于任一类偶数N，当d=dk时，与其对应的各个分拆中等差级数构成的奇数对由下式计算 

         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

k

j
i D

LN
n

2
                               （36） 

考虑到 是基本相等的，式（36）可以简化为 in

                       kDNn 2/≈                                （37） 

对于哥德巴赫猜想的上界，运用式（35）进行求和运算，并注意到式（6）、（29）、（30）、
（37）得 

∑
′

=
+

′max1

1
max)11(

)2/()2/(
~)(

k

i i

ii

n
NN

NP
α ππ

                （38） 

N
NN

D
D GG

k

kk )2/()2/(
)(

2 21
2

max1 ππ
ϕ
α

⋅
′

⋅≈   

N
NN

C GG
k

)2/()2/(
4 21

1
ππ

=  

特别地，当 1+= kDN 时，可以有 

                        
)(

)()(2
)(

1

21
max)11(

+
+ ≈

k

GG

D
NN

NP
ϕ

ππ                    （39） 

对于哥德巴赫猜想的下界，运用式（35）进行求和运算，并注意到式（7）、（31）、（32）、
（37）得 

∑
′

=
+

′min1

1
min)11(

)2/()2/(
~)(

k

i i

ii

n
NN

NP
α ππ

               （40） 

N
NN

D
D gg

k

kk )2/()2/(
)(

2 21
2

min1 ππ
ϕ
α

⋅
′

⋅≈  

N
NN

C gg
k

)2/()2/(
4 21

2

ππ
=  

    式（38）、（40）的计算结果较式（22）、（24）更为准确一些。 

5．广义孪生素数猜想问题 

5.1 命题 

若存在无穷多个素数 p，使得 p+2t（t≠0）亦为素数。这里，2t 称为孪差。当 t=1 时，此
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即孪生素数猜想。 

5.2 原级数 1+2m 与孪差 2t 的拆分问题 

若 )1(22 1 −≤−≤ +kk DtND ，则当 kdd = 时，奇原级数 1+2m 拆分结果与 1.2 相同；孪

差 2t 的拆分结果与 1.3 相同。 

5.3 偶数分拆问题 

5.3.1 分拆定义 

表 2  广义孪生素数分拆对应规律 
等差级数首项（ ii ll ′, ） 

2t 
Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ 

序

号 
M≥0 （k=1，公差为 6）  

1 2+6M （ 7， 5）  （ 5， 3）、（ 9， 7） 

2 4+6M （11， 7）  （ 7， 3）、（13， 9） 

3 6+6M （11， 5）、（13， 7）  （ 9， 3）  

 M≥0 （k=2，公差为 30） 

1 2+30M 
（13，11）、（19，17） 
（31，29） 

（ 5，3）
（ 7，5）

（ 9， 7）、（11， 9）、（15，13）、（17，15）、（21，19）
（23，21）、（25，23）、（29，27）、（33，31） 

（27，25）

2 4+30M 
（11， 7）、（17，13） 
（23，19） 

（ 7，3）
（ 9， 5）、（13， 9）、（15，11）、（19，15）、（21，17） 
（27，23）、（29，25）、（31，27）、（33，29）、（35，31） 

（25，21）

3 6+30M 
（13， 7）、（17，11）
（19，13）、（23，17） 
（29，23）、（37，31） 

（11，5） （ 9， 3）、（25，19）、（21，13）、（31，25） 

（15， 9）
（21，15）
（27，21）
（33，27）

4 8+30M 
（19，11）、（31，23） 
（37，29） 

（11，3）
（13，5）

（15， 7）、（17， 9）、（21，13）、（23，15）、（25，17）
（27，19）、（29，21）、（35，27）、（39，31） 

（33，25）
（27， 9）

5 10+30M 
（17， 7）、（23，13）、
（29，19）、（41，31） 

（13，3）
（15， 5）、（19， 9）、（21，11）、（27，17）、（31，21）
（33，23）、（37，27）、（39，29） 

（25，15）
（35，25）

6 12+30M 
（19， 7）、（23，11）
（29，17）、（31，19）
（41，29）、（43，31） 

（17，5） （15， 3）、（25，13）、（35，23）、（37，25） 

（21， 9）
（27，15）
（33，21）
（39，27）

7 14+30M 
（31，17）、（37，23） 
（41，29） 

（17，3）
（19，5）

（21， 7）、（23， 9）、（25，11）、（27，13）、（29，15）
（33，19）、（41，27）、（45，31） 

（35，21）
（39，25）

8 16+30M 
（23， 7）、（29，13）
（47，31） 

（19，3）
（21， 5）、（27，11）、（31，15）、（33，17）、（35，19） 
（37，21）、（39，23）、（41，25）、（43，27）、（45，29） 

（25， 9）

9 18+30M 
（29，11）、（31，13）
（37，19）、（41，23）
（47，29）、（49，31） 

（23，5）
（21， 3）、（25， 7）、（35，17）、（27，19） 
（43，25） 

（27， 9）
（33，15）
（39，21）
（45，27）
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10 20+30M 
（31，11）、（37，17） 
（43，23）、（49，29） 

（23，3）
（25， 5）、（27， 7）、（29， 9）、（33， 3）、（39，19）
（41，21）、（47，27）、（51，31） 

（35，15）
（45，25）

11 22+30M 
（29， 7）、（41，19）
（53，31） 

 
（25， 3）、（27， 5）、（31， 9）、（33，11）、（35，13） 
（37，15）、（39，17）、（43，21）、（45，23）、（47，25）
（49，27）、（51，29） 

 

12 24+30M 
（31， 7）、（37，13）
（41，17）、（43，19）
（47，23）、（53，29） 

（29，5） （27， 3）、（35，11）、（49，25）、（31，55） 

（33， 9）
（39，15）
（45，21）
（51，27）

13 26+30M 
（37，11）、（43，17） 
（49，23） 

（29，3）
（31，5）

（33， 7）、（39，13）、（41，15）、（45，19）、（47，21） 
（27，53）、（29，55）、（31，57） 

（35， 9）
（51，25）

14 28+30M 
（41，13）、（47，19）
（59，31） 

（31，3）
（33， 5）、（35， 7）、（37， 9）、（39，11）、（43，15） 
（49，21）、（51，23）、（53，25）、（57，29） 

（53，25）
（55，27）

15 30+30M 

（37， 7）、（41，11）
（43，13）、（47，17）
（49，19）、（53，23）
（59，29）、（61，31） 

 （33， 3）、（35， 5） 

（39， 9）
（45，15）
（51，21）
（55，25）
（57，27）

 
对于任一偶数 N，若 y=x-2t，x、y 均为奇数，且 x≥3，y≥3，则(x，y)定义为该偶数的一个

广义孪生素数分拆，以下简称分拆。 

5.3.2 对应规律 

当k=1 时，注意到t≤dk、且 1 不是素数，以Dk+1 补位后从原级数 1+2m的拆分得到的 3 个

等差级数中任取 2 个按孪差 2、4、6 进行组合，可得到 9 个全分拆。当k=2 时，从原级数 1+2m
的拆分得到 15 个等差级数按孪差 2、4、6、…、28、30 进行组合，可得到 225 个全分拆。 

明显地，这些等差级数之组合即为偶数 N 所对应的分拆（见表 2）。 
当d=dk时，如果从原级数 1+2m的拆分所得到的dk个同次等差级数中任取 2 个按上述方法

进行组合，总共可以得到dk
2个全分拆。其中：第Ⅰ列的全分拆为ϕ 2（Dk）个，后四列为[dk

2-ϕ 2

（Dk）]个。 
本文以后所提及的全分拆，如不特别说明，均指表 2 中第Ⅰ列的全分拆。 

5.4 P[2t]（N）- N 之对应关系 

    广义孪生素数P[2t]（N）与偶数N之对应关系可参照 3.2。 

5.5 P[2t]（N）与分拆之对应关系 

    观察表 2 并参照 3.3，即知P[2t]（N）与偶数N所对应的全分拆数成正比关系。 

5.6 分拆数 

在对孪差 2t拆分所得到的dk类偶数中，对于对应全分拆最多的 1 类和最少的 )( kDϕ 类偶
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数，设其全分拆数分别为 max2kα 、 min2kα ，可推出 

)(max2 kk Dϕα =                            （41） 

∏
≥

−=
1

min2 )2(
k

kk pα                      （42） 

5.7 等差级数中素数分布的均值公式 

根据 4.2，当 kdd = 时，任一类偶数 N 所对应的全分拆中的等差级数按 y=x-2t 分成两组，

在这两组等差级数中可构成广义孪生素数的素数数目分别为 
                       )()2()( kT ptNN πππ −−=                     （43） 

)2()()( tNNT πππ −=′                          （44） 

按照 3.6 可推出 

                       )]()([
)(

1)(max NN
D

N T
k

ππ
ϕ

π +=                  （45） 

                       )]()([
)(

1)(max NN
D

N T
k

ππ
ϕ

π +′=′                  （46） 

对于包含广义孪生素数最多的一类偶数，注意到与其对应的全分拆中的两组等差级数各有

kβ 个包含偶次方数，据此可分别推出其全分拆中等差级数素数分布的均值公式为 

                    
max2

minmaxmax2 )()()(
)(

k

kkk
T

NN
N

α
πβπβα

π
+−

=             （47） 

)(
)(

k

T

D
N

ϕ
π

=  

                    
max2

minmaxmax2 )()()(
)(

k

kkk
T

NN
N

α
πβπβα

π
+−

=′             （48） 

)(
)(

k

T

D
N

ϕ
π ′

=  

对于包含广义孪生素数最少的 )( kDϕ 类偶数，注意到与其对应全分拆中的一组等差级数最

多有 kβ 个包含偶次方数，而另一组不包含偶次方数，命 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥1

2 1
2
1

)()()(
k k

k
Tt p

p
NNN πππ  

可分别推出其均值公式为 

                  
min2

minmaxmin2
2

)()()(
)(

k

kkk
t

NN
N

α
πβπβα

π
+−

=               （49） 

)(
)(2

k

t

D
N

ϕ
π

=   

                          )()( max2 NNt ππ ′=′                           （50） 
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)]()([
)(

1 NN
D T

k

ππ
ϕ

+′=  

当 t=1 时，综合式（43）、（44），并注意到两组等差级数中共有 kβ 个包含偶次方数，命 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥1

2 1
2
1

2
1)()()(

k k

k
T p

p
NNN πππ  

可推出其均值公式为 

                   
min2

minmaxmin2
2 2

)()()2(
)(

k

kkk NN
N

α
πβπβα

π
+−

=              （51） 

)(
)(2

kD
N

ϕ
π

=  

5.8 渐近式 

根据表 2 中任一类偶数与其分拆中等差级数的对应关系，亦可推出如下的整数恒等式 

iiiiit QnNNNP +−′+= )()()(]2[ ππ                     （52） 

式中：ni为全分拆中的两个等差级数所有元素构成的广义孪生奇数的总数，Qi为所构成的

广义孪生合数对的数目， )(Niπ 、 )(Niπ ′ 分别为在区间[ ，N- ]、[ ，N]内素数的数目。 il t2 t2

按照 3.7，由式（52）可得到下列的变型式和近似式 

          
ii

iiiiiiii
it Qn

QNnQNnNN
NP

−
−′−−−−′ ])(][)([)()(

~)(]2[
ππππ          （53） 

i

ii
it n

NN
NP

)()(
~)(]2[

ππ ′
                         （54） 

若计算某一偶数N所包含的广义孪生素数P[2t]（N），只须将与其对应的各个全分拆按式（54）
计算后求和即可。注意到任一类偶数N如果包含P[2t]（N），其绝大多数存在第Ⅰ列的分拆中，

而第Ⅱ列的分拆中包含的广义孪生素数相对较少，故当N较大时可忽略不计。 
对于任一类偶数N，当d=dk时，与其对应的各个分拆中等差级数构成的广义孪生奇数的总数

由下式计算 

                             ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

k

j
i D

LN
n                                （55） 

式中： = ljL max，lmax为偶数N对应的全分拆中两个等差级数的首项之较大者。 

考虑到 是基本相等的，式（55）可以简化为 in

                                  kDNn /≈                                 （56） 

对于包含广义孪生素数最多的一类偶数，运用式（54）进行求和运算并注意到式（41）、
（47）、（48）、（56）得 

∑
=

′max2

1
max][

)()(
~)(

k

i i

ii
T n

NN
NP

α ππ
                    （57） 
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N
NN

D
D TT

k

kk )()(
)(2

max2 ππ
ϕ
α ′

⋅≈              

                                  
N

NN
C TT

k
)()(

2 1
ππ ′

=  

对于包含广义孪生素数最少的偶数，同样运用式（54）进行求和运算并注意到式（42）、
（49）、（50）、（56）得 

∑
=

′min2

1
]2[

)()(
~)(

k

i i

ii
t n

NN
NP

α ππ
                     （58） 

N
NN

D
D tt

k

kk )()(
)(

22
2

min2 ππ
ϕ
α ′

⋅≈  

N
NN

C tt
k

)()(
2 22

2
ππ ′

=  

特别地，对于孪生素数猜想，按照上述并注意到式（51），可推出 

                       
N

N
CNP k

)(
2)(

2
2

2]2[
π

≈                        （59） 

根据上述，对于广义孪生素数来说，其分拆数是随 t 的变化而变化的；即使分拆系数相同，

其素数分布的均值公式也不尽相同。 
对比表 1、表 2 可知：哥德巴赫全分拆数（第Ⅰ、Ⅱ列）与广义孪生素数全分拆数（第Ⅰ

列）之比为 1:2；哥德巴赫分拆的偶数分类受 N 本身控制，对应的既有全分拆，也有半分拆，

广义孪生素数分拆的偶数分类则受孪差 2t 控制，对应的皆为全分拆；另外在平面直角坐标系

中，前者分布在直线 x+y=N 上，后者则分布在直线 y=x-2t 上。 

6．三生素数猜想问题 

6.1 命题 

存在无穷多个素数 p，使得 p+2、p+6 亦为素数。 

6.2 分拆数 

当 k=2 时，根据孪生素数只能在等差级数 11+30m，13+30m；17+30m，19+30m；29+30m，

31+30m 中产生，可知除（5，7；11）之外，三生素数只能在（11+30m，13+30m；17+30m）

和（17+30m，19+30m；23+30m）中产生。 
当 k≥2 时，可推出其分拆数为 

                                 ( )∏
≥

−=
2

3 3
k

kk pα                           （60） 

6.3 素数分布的均值公式 

注意到任一偶数 N 所对应的分拆包含的等差级数中，共有 2/kβ 个包含偶次方数，命 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−= ∏
≥2

3 1
3
1

3
1)()()(

k k

k
T p

p
NNN πππ  

可推出其均值公式为 

               
k

kkk NN
N

3

minmax3
3 3

)()2/()()2/3(
)(

α
πβπβα

π
+−

=             （61） 

)(
)(3

kD
N

ϕ
π

=  

6.4 渐近式 

若用 表示小于偶数 的三生素数的数目，则根据任一类偶数 与其各个分拆中

等差级数的对应关系，均可推出如下的整数恒等式 

)()3( NP N N

iiiii QnNNPNP +−+= )()()( ]2[)3( π                   （62） 

式中： 为三生奇数的总数， 为三生合数的数目， 、in iQ )(]2[ NP i )(Niπ 分别为在各自所

在区间内孪生素数和素数的数目。 
按照 3.7，由式（62）可得到下列的变型式和近似式 

  
ii

iiiiiiii
i Qn

QNnQNPnNNP
NP

−

−−−−− ])(][)([)()(
~)( ]2[]2[

)3(

ππ
        （63） 

i

ii
i n

NNP
NP

)()(
~)( ]2[

)3(

π
                        （64） 

对于任一类偶数N，当d=dk时，与其对应的各个分拆中等差级数所有元素构成的三生奇数的

总数由下式计算 

                                ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

k

j
i D

LN
n                                （65） 

式中： = ljL max，lmax为分拆中三个等差级数的首项之最大者。 

考虑到 是基本相等的，式（63）可以简化为 in

                                       kDNn /≈                                  （66） 

运用式（64）进行求和运算，并注意到式（60）、（61）、（66）得 

∑
=

k

i i

ii

n
NNP

NP
3

1

]2[
)3(

)()(
~)(

α π
                     （67） 

2

3
3

3
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D
D

k

kk π
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2

3
3
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C k
π
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式中：                ∏∏
≥≥ ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
−⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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−
+=
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3 1
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1
112

k kk k
k pp

C  

7．四生素数猜想问题 

7.1 命题 

存在无穷多个素数 p，使得 p+2、p+6、p+8 亦为素数。 

7.2 分拆数 

当 k=2 时，根据孪生素数只能在等差级数 11+30m，13+30m；17+30m，19+30m；29+30m，

31+30m 中产生（见表 2），可知除（5，7；11，13）之外，四生素数只能在（11+30m，13+30m；

17+30m，19+30m）中产生。 
当 k≥2 时，可推出其分拆数为 

  ∏
≥

−=
2

4 )4(
k

kk pα                             （68） 

7.3 素数分布的均值公式 

注意到任一偶数 N 所对应的分拆包含的等差级数中，共有 2/kβ 个包含偶次方数，命 

⎥
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⎢
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⎡
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−
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−= ∏
≥2

4 1
4
1

4
1)()()(

k k

k
T p

p
NNN πππ  

可推出其均值公式为 

                  
k

kkk NN
N

4

minmax4
4 4

)()2/()()2/4(
)(

α
πβπβα

π
+−

=          （69） 
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)(4

kD
N

ϕ
π
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7.4 渐近式 

若用 表示小于 的四生素数的数目，则根据任一类偶数 与其各个分拆中等差

级数的对应关系，均可推出如下的整数恒等式 

)()4( NP N N

iiiii QnNPNPNP +−′+= )()()( ]2[]2[)4(                     （70） 

式中： 为四生奇数的总数， 为四生合数的数目， 、in iQ )(]2[ NP i )(]2[ NP i′ 分别为在各自所

在区间内孪生素数的数目。 
按照 3.7，由式（70）可得到下列的变型式和近似式 

     
ii

iiiiiiii
i Qn

QNPnQNPnNPNP
NP

−

−′−−−−′ ])(][)([)()(
~)( ]2[]2[]2[]2[

)4(        （71） 

i

ii
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′
                       （72） 
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对于任一类偶数N，当d=dk时，与其对应的各个分拆中等差级数所有元素构成的四生奇数的

总数由下式计算 

                               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
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k

j
i D
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n                                  （73） 

式中： = ljL max，lmax为四生素数分拆中 4 个等差级数的首项之最大者。 

考虑到 是基本相等的，式（73）可以简化为  in

kDNn /≈                                  （74） 

运用式（72）进行求和运算，并注意到式（68）、（69）、（74）得 
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式中：                ∏∏
≥≥ ⎭
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8．其它 n（n≤8）生素数猜想问题 
    鉴于 n 生素数猜想分布渐近式的推导方法及过程与前述基本相同，这里直接给出命题、

分拆数、素数分布均值公式的分子部分、相关的渐近式及系数表达式。当然，下面的命题与

现有的 n 生素数定义虽然有所不同，但其推导方法并没有本质上的区别。 

8.1 命题 

存在无穷多个素数p，使得p+2、p+6、p+8、p+12 亦为素数；表为P（5）（N）。 
存在无穷多个素数p，使得p+2、p+6、p+8、p+12、p+18 亦为素数；表为P（6）（N）。 
存在无穷多个素数p，使得p+2、p+6、p+8、p+12、p+18、p+20 亦为素数；表为P（7）（N）。 
存在无穷多个素数p，使得p+2、p+6、p+8、p+12、p+18、p+20、p+26 亦为素数；表为

P（8）（N）。 

8.2 渐近式 
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式中：               ∏∏
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综上所述，有 
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需要指出的是，其素数分布的均值公式 )(Nnπ 需要具体定义。 

9．结论与讨论 
9.1 所推导的相关渐近式对哥德巴赫猜想及 n 生素数猜想分布的拟合程度是相当准确的。 
9.2 全面揭示了哥德巴赫猜想与广义孪生素数猜想分布的对应规律，扩充并深化了原有的认

识。 
9.3 哥德巴赫猜想、广义孪生素数猜想的分布规律按偶数 N 或孪差 2t 的类别有不同的渐近式或

系数表达式。 
9.4 由表 1 可知，本文基本解决了余新河数学猜想问题。 
9.5 本文所推导的孪生素数分布渐近式与 Hardy-Littlewood 猜想是有一定的差异的。 
9.6 当取极限时，n生素数猜想渐近式中的系数Cnk为有限常数，而其主项部分则随n的增大而

迅速减少，即知其分布越来越稀疏。 
9.7 关于余项的估计的问题，可否将式（16）的分子简化为 

∏
≥ −

−
−=

1 2
1

)()()(
k k

k
g p

p
NNN πππ  

   这里 )( Nπ 定义为不大于 N 的偶次方数之集合，同时将式（21）做进 1 法圆整处理，

取 0.66016 计算，则式（24）的结果更为精确，其它则依此类推。 
kC2

9.8 对于“1+2”问题，当 N≥12 时，可推出其下界的渐近式： max)11(min)21( 2)( ++ −≈ PNP Gπ 。 
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