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1

、引言

1742 年 6 月 7 日，德国数学家哥德巴赫写信给大数学家欧拉，提出每个不小于 6 的偶

数都是两个素数之和，欧拉回信表示相信这一猜想是正确的，但他无法加以证明，这就是著

名的哥德巴赫猜想问题。

1966 年，中国数学家陈景润证明了偶数可表示为一个素数和两素数乘积之和，他的研

究成果，在解决哥德巴赫猜想问题上处于世界领先地位，他的成就至今仍无人超过(1)

本文通过对一千亿以内的偶数在 113650 个台阶或区间的变化，找到哥德巴赫素数表示

法个数的变化规律，证明了任何大偶数都可以表示为二个素数之和。
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、台阶的划分与台阶素数P(xe)P(xe)P(xe)

P(xe)

2.12.12.1

2.1

台阶的划分与台阶素数 P(xe)P(xe)P(xe)

P(xe)
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定义 1将 7 称为第一个台阶 尾数，用 b1表示，b1=7将 1称为第一台阶首数，用 a1表
示，a1=1。将 1-7称为第 1个台阶，用 T1表示。该台阶中任意一个数用 x1表示将 P1=2 称为

第 1个台阶的台阶素数。用 p(xe,)或 p（x1e）表示。P(xe)=P1=2

当 k=2
3
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exf     2008554.203  ex

显然，p(x2e,)=p2=3 称为第 2 台阶的台阶素数，a2=7+1=8 b2=20 8-20 ,用 p(x2e,-1)2T

表示前一个台阶的台阶素数，p(x2e,-1)=p1=2，用 p(x2e,1)表示后面一个台阶的台阶素数

p(x2e,1)=p3=5。把 p(x2e,)或 p(xe,)称这 T2的台阶素数。
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显然，当 时， 为 的台阶尾
n
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  ][ ),(/1 xefex  nT

数 ， 为 的台阶首数 ， 为 的台阶素数，写成 p(xe,)或 。 台阶中nb 1x 1nT 1na nP nT nP nT

任意一个数写成 ， 的台阶系数为 （2-2）nx nT p
pxef

xepp

1),(
),(


 



这样就将正整数分成无限个由有限数字组成的台阶，就将正整数和素数联系起来了。在

每个台阶中 p(xe,)是不变的，f(xe,)也是不变的。 则由 变化到 。在不同的台阶中，p(xe,)nx na nb

是变化的，f(xe,)也是变化的。(3)

2.22.22.2

2.2

p(xe,)p(xe,)p(xe,)

p(xe,)

与 的关系),( xp

定义 2 令 或 pm为小于并最接近等于 的素数。大于这一素数的下一个素数),( xp x

用 表示，小于这一素数前面的一个素数用 表示。把 称为方根素)1,( xp )1,( xp ),( xp

数。

（2-3）)1,(),( xpxxp 

台阶中任意一个数 ，当 x较小时，p(xe,)= 在第七台阶以后nx ),( xp

（2-4）),()1,(),( xpxepxep 

随着 的比值逐渐减少，p(xe,)和 的差值更大。
x
x)( ),( xp
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3

哥德巴赫素数表示法个数与多次取整算法

3.13.13.1

3.1

筛法与平均值p

根据定义 1，将偶数 x 乘以 2，3，5，7…p(xe,)其数值达到 。对于每个px
xepp


 ),(

区间，首先将 2，3，5，7…p(xe,)及其合数筛去。再将以这些素数为模与 x同余的p
xepp


 ),(

数全部筛去。在每个 区间中剩余的数字个数为p
xepp


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x个 剩余数字的个数为p
xepp


 ),(

http://www.paper.edu.cn  



3
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每个 x区间数字个数并不相同，每个 x区间数字个数的平均值为

（3-2）
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在每个 区间这些数字，分别以 和 为对称轴左右相对称分布，位于 xp
2
x )(

2
1 xp 

之前的数字组数，并命
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定义 3 我们将上述筛法称为 筛法，将构成偶数为二个素数之和的素数组数称为哥p
德巴赫素数表示法个数，用D(x)表示，xg(xe,)称为哥德巴赫素数表示法个数的诸 x区间数字

个数平均值，简称平均值。将扩大对比筛分到 p( )时的平均值为 xg( )。x x

3.23.23.2

3.2

多次取整算法与哥德巴赫素数表示法个数

将 xg(xe,)展开，并每进行一次运算后即取整
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在这里若 P1x则 C=1否则 C=2

定义 4 命上式为 展开式的多次的取整算法 ,)],([ xexg
n

 ),( xxg
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定义 5 命逐次扩大对比筛分到 P（ 时位于 前面的数字个数为 ,这里不包)x
2
x

)( xD
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
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括被筛去素数，如果 1没被筛去，则包括 1，同样当逐次扩大对比筛分到 p(xe)时位于 前
2
x

面的数字个数为 ,这里以 150为例),(xeD
n
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将 21及前面的数字筛去 2.3.5及其合数后余下的数字为 1.7.11.13.17.19共21
7
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

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计 6个数，这 6个数相当于 7.49.77.91.119.133即为 150之前 7及 7的合数。

在这里 7不能除以 150，所以要将以 7 为模与 x同余的数也要全部筛去。

150 3（mod7）
这些以 7为摸与 x同余的数字分别是

143.101.73.59.31.17
这些数字在筛去 2.3.5及其合数时，没有被筛去，那么位于 75之前被筛去的数字为

7.17.31.49.59.73
这里正好是 6个数字，这时位于 75之前还有多少个数

75-37-25+12-15+7+5-2-6=14个数

因为 150的 =11所以还要将 11及其合数和以 11为摸与 x同合的数字全部筛去),( xp

   311312246135 xg

这就是 13 和其前面的数字筛去 2.3.5.7及其合数后余下的数字，它们分别为 1.11.13 相

当于 11.121.143.与这三个数字相对应的数为 139.29.7位于 75 之前的数字为 7.11.29，这里 7
在筛去 7及其合数时和以 7为模与 x同余数字时，已被筛去，也就是说这种多次取整算法，

存在着重筛现象，不能准确计算出哥德巴赫素数表示法个数。

命 即为每次重筛的数字个数。  )()()()()( 321 xwxwxwxwxw k

   



m m
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)()],([),(

  11314)]]([[ xxg 15 w 1)(  xwk

  12111),( xD

将其继续扩大对比筛分到 P(xe,)=13=P6=Pn
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  1121131213511)],([ xexg
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1

显然 （3-4）  1),()( xeDxD
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4

、 与平均值 的关系 ),(xeD ),(xexg

定义 6，命     


m m

n
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m

xxgxwxxgxxgxDxd ),()()],([),(),(),(
1

这里一共由 m项组成其中第K 项为

))(]]([[)( 1 xwxg
p
cxgxd kk
k

kk  

   ),(),(),( xexgxeDxed

当对 x逐次扩大对比筛分到 时，位于 之前已全部是素数，（如果 1 没有)( xppm  2
x

被筛去除外）在 22台阶尾数 3087之后，当继续扩大对比筛分到 时，)1,( xp

最多只能去掉一个数，而
m

xD ),( 1
)1,(

),( 
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（4-1） 
n m

xdxed ),(),(

命 x1的 P( xe,1)=Ps x2=x1Ps
随将 x1扩大 ps倍  0),(),( 12  exdexd

是由m2项组成的，其第 S项为：),(
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显然这里 



1

1
12 )()(

n

k
ks xwxw

（4-2） ),()( 12 exdxds

则 0),( 1 exd 0)( 2 xds

由于 Ps|x2所以在筛去 Ps及其合数和以 Ps为摸与 x同余的数字时，只是筛去 Ps及其合数 。

造成 ds (x2)不是 的m2项之中的最小值而仅仅小于 的m2项中最小值
2

),( 2

m

xd 
2

),( 2

m

xd

的一半。对 来讲： ),( 2xd

或0)( 21 xd
2
1 0)( 22

xdm

（4-3）
2

2

2

2

),(
)(

m
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m

s


 

例如 x1=1470,
1121 37),( mppxp 

P(x1e,)=53=P16= Ps=P(x1e,1)=591m
p

D(x1)=73   67673),( 1xD   64367),( 1exD

  0726224.2048698817.0147067),(67),( 11 xxgxd

  28202878.6039263936.0147064),( 1exd

 ),(6473)( 11 exDxD 

8673059147012  sPxx

2622 293),( mppxp 
21062 577),( nppexp 

1756)( 2 xD  1739),( 2xD  1720),( 2exD

84503342.51845033.17901739),(1739),( 222  xgxxd

5804442.266419556.14531720),(1720),( 222  exgxexd
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①  ),(17201756)( 22 exDxD 

②  ),(84503342.515804442.266),( 22 xdexd 

③   282602878.6),()( 12 exdxd s

836210216.0
62
84503342.51
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2

2

2







m
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m

显然，
2

2

2

2

),(
)(

m
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xd

m

s




④  ),(28202878.65804442.266),( 12 exdexd 

从上述可以看到，随着将 X1扩大 Ps倍，得到

（4-4） ),(),( 12 exdexd 

也就是 x1到 x22
)1,( 1

1
xexpps   3

1

2
2
1

2 xpx s  12 ),( xxp  12 ),( xexp 

的哥德巴赫素数表示法个数，是由 x1前面的素数决定的，如果 x1的素数较多，处于上限，

那么 , 也将处于上限，那么相对于 x2来讲，由于 )( 1xd  ),( 1exd  ),()( 12 exdxds

必将更小，因而使得 、 处于下限。哥德巴赫素数表示法个数就是这 ),( 2xd ),( 2 exd

样上下限交替变化的。

无论 x1是处于上限，还是下限，始终都能保证

  ),(),( 12 exdexd 

再来看另一个数 =420×210=882002x

,该台阶首数为 an=86555,bn=88280在该台阶中总可以10686730 TTn  577),( xep

找到这样一个数 ，使其 的素因子与 x1完全相同，2x ),(xep

的2x 2622 293),( mppxp 

1758)( 2 xD   1740181758),( 2xD

  1721191740),( 2exD

   60949632.30609496.17701740),(),(),( 222 xxgxDxd
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   003264.284996736.14361721),(),(),( 222 exxgexDexd

显然 （4-5）   ),(),()(0 321 exdexdexd
n



在每个间隔即为 或 尽管 存在着波动，但并不能改变21 xx  32 xx   ),(xed

逐渐增大的这一总趋势。∴在第 22台阶尾数 3087之后 ),(xed

恒成立 （4-6） 0),xe( d

这就是哥德巴赫素数表示法个数分布的结论，这一结论可用反证法加以证明。

假定，当 x达到相当大以后， ，0),(  xd  0),( xed

令 x1为 x达到相当大时， ，0)(
1
 xd  0),( 1 exd

将 x1扩大 PS=P(x1e,1)倍后，得 x2=x1.Ps

由于  0),()( 12s exdxd

且 0)(
),(

2s
2

2  xd
m
xd

 0)( 2 xd

根据（4-1）式  0)(),( 22  xdexd

这与假定的当达到相当大以后， , 相矛盾，因 而 0)( xd  0),( xed

 0),( xed

恒成立尽管存在一定的波动性， 总的来讲会越来越大。 ),(xed

555

5

结论

根据（3-4）、（ 4-6）： ，  1),()( xeDxD  0),( xed

即为   ),(),( xexgxeD

1),()(  xexgxD

本定理得证：

用同样的办法即可证明如下二个不等式恒成立：

1、 1),()(  nxexfx

http://www.paper.edu.cn  
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这里 为不大于 x 的素数个数)(x

p
pxef

xepp

1),(
),(


 


npxep ),(

2、
2
1),()(  xexwxz

这里 z(x)为不大于 x的双生素数表示法个数

p
pxew

xepp

2
3
1

2
1),(

),(


 


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