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摘  要：本文引进自然数集N上的线性空间的概念，并研究了全体正整数的自然对数构成N
上的 Hilbert 空间的几何学，最后给出了此空间理论在数论中的一些应用并提出一些公开问

题． 
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0．引言 
自从 Euclid 证明了存在无穷个素数以来，素数的分布问题成为数论中的核心内容，如

素数基本定理的证明及其初等证明，特别是最近 Ben Green and Terence Tao[1]证明了存在任

意长的等差数列．关于素数的分布，还有一些没解决的重要问题，如孪生素数猜想，歌德巴

赫猜想和黎曼猜想．这些都是关于素数分布的研究．但关于素数还有另外一面的研究．素数

有一个基本功能，即素数是构成一切整数的基本构件．素数的作用有点类似于 Hilbert 空间

的标准正交基(Hilbert 空间中的任何元素都可以用标准正交基线性表出，更详细点，就是可

以用其 Fourier 级数表示)．由算术基本定理，对任意正整数n 都有 
 

( )n p

p

n p
∈

=∏
P

， 

 

其中P表示所有素数构成的集合， ( )n p 是自然数（可以等于 0）．对上式取自然对数有 
 

ln ( ) ln
p

n n p p
∈

= ∑
P

． 

 

从上式可以看出，一切正整数的自然对数可以由所有素数的自然对数线性表出．从这个意义

来看，{ }ln :p p∈P 有点类似于 Banach 空间的 Schauder 基．通过上式，可以在集合

{ln : }n n +∈Z 与集合 ( ){ }1 2( ), ( ), :n p n p n +∈" Z （ np 表示第 n 个素数）之间建立一一对

应关系，即可以认为 
 

( )1 2ln ( ), ( ),n n p n p= " ． 
 

但 ( ){ }1 2( ), ( ), :n p n p n +∈" Z 并不具有代数结构和拓扑结构，即它不可以看成
NZ 的子群

或
NR 的子空间．所以必须在 {ln : }n n += ∈ZH 中引进一种新结构，即N上的 Hilbert 空

间．引进新结构的目的是为了研究素数（作为构成一切正整数的基本构件）的性质．定理

4.3 表明了 {ln : }jp j += ∈ZS 是H的唯一标准正交基，这与通常的 Hilbert 空间不一样，

体现了素数的独特性． 

一般来说，H作为N上的 Hilbert 空间的性质反映了素数的性质．另一方面，对H的

研究比较容易，因为已经有了研究 Hilbert 空间的基本方法．顺便提出，可以在H上建立

Fourier 分析，还可以研究H上的有界线性泛函（与数论函数对应），不过这都不是本文的重
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点．本文可以看作是利用泛函分析的方法研究素数的初步尝试． 

本文是这样安排的．在第 1 节里引进自然数集N上的线性空间H的概念，这个线性空

间与通常线性空间的不同在于不能在H中按照自然的方式定义两个向量的差．在第 2 节里

我们按照自然的方式引进H的内积，即N上的内积空间．有了内积这个概念就可以定义范

数，有了范数就可以考虑向量的单位化问题了．值得注意的是，在H中并不是所有非零向

量都可以单位化，这与通常赋范线性空间不一样．一个有趣的结果是命题 2.3，这个定理说

明了H中的单位向量有且仅有{ln : }jp j +∈Z ．在第 3 节里引进一种形式差，这种差与通

常的差有很大区别，并证明了N上的内积空间H是完备的（通常意义下的完备），即H是N
上的 Hilbert 空间．在第 4 节里主要考虑 Gram-Schmidt 正交化问题，主要定理说明了并不是

所有的线性无关向量都可以施行 Gram-Schmidt 正交化过程．在这一节里还给出了一种适合

所有线性无关向量的正交化方法．研究正交化方法的意义在于大整数的分解，如果能找到一

种不依赖向量的坐标的正交化方法，就有希望解决大整数分解这个难题，但本文给出正交化

方法依赖向量的坐标．虽然 Gram-Schmidt 正交化方法不依赖向量的坐标，但它的应用需要

苛刻的条件，见定理 4.2．在第 5 节里给出了此空间理论在数论中的应用，首先得到一个联

系数论的定理，即定理 5.1，这个定理说明了 , 0n mx x = 等价于gcd( , ) 1n m = ．其次是利

用本文的结论证明了两类数是无理数．最后赋予整数一种几何意义，并给出了一些公开问题． 

1. 自然数集N上的线性空间 
通常的线性空间是定义在数域F上，由于F对四则运算封闭，因此数域F上的线性空间 

具有良好的性质．自然数集N上的线性空间的定义与数域F上的线性空间的定义类似，只

要简单地用N代替F．但是由于N对减法和除法不封闭，因此N上的线性空间丢失了数域

F上的线性空间所具有的一些性质．这必然导致了由N 上的线性空间引出来的N 上的

Hilbert 空间与通常的 Hilbert 空间不一样． 
 

定义 1.1 设H是一个非空集合，N是自然数集，即 { }0,1,2,= "N ，H称为N上的线性

空间，若以下条件成立，对于H中任意的两个元素 x , y 有唯一的元素 z∈H与其对应，称

z 为 x 与 y 的和，记为 z x y= + ．又对于H中任意元素 x 及N中任一数α ，有唯一元素

u ∈H与之对应，称 u 为数α 与元素 x 的数量乘积，记为 u xα= ，并且对于任意的

, ,x y z∈H，α ，β ∈ N，上述的加法与数乘运算满足下列条件： 

    

（1） x y y x+ = + ； 

   （2） ( ) ( )x y z x y z+ + = + + ； 

   （3）H中存在元素 0使得对任一 x∈H，0 x x+ = ，称 0为H的零元； 

   （4）1x x= ； 

   （5） ( ) ( )x xα β αβ= ； 

   （6） ( ) x x xα β α β+ = + ； 

   （7） ( )x y x yα α α+ = + ； 
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注释 1.1 在自然数集N上的线性空间H里，无法按照自然的方式定义负元素，从而无法按

照自然的方式定义减法．事实上，如果对于H中每一个元素 x，都有H中的元素 y，使得

x+y=0（y 称为 x 的负元素），就可以证明 x 的负元素 y 是唯一的，记 y=−x．这样就可以定

义减法如下： 

( )x y x y− = + − ． 
 

因此有 
 

( 1) 1 ( 1) (1 1) 0 0x x x x x x+ − = + − = − = = ． 
 

两边加上 x− 有 
 

( 1)x x− = − ． 
 

上面等式说明了一个元素的负元素等于 1− 乘其自身，而 1− ∉N，这就产生矛盾了． 

2. 全体正整数的自然对数构成N上的内积空间 

记 { }:jx j += ∈ZH ， { }:je j += ∈ZS ，其中 lnjx j= ， lnj je p= ， j 是正整数， jp

表示第 j 个素数．对于H中任意两个元素 nx 和 mx ，定义它们的和为 
 

ln ln lnn m nmx x n m nm x+ = + = = ． 
 
 

任取α ∈ N，定义α 与 nx 的数量乘积为 
 

ln lnn n
x n n x α

αα α= = = ． 
 

不难验算H对这两运算构成N上的线性空间． 
 

命题 2.1 { }:je j += ∈ZS 是H的线性无关子集．  
 

证明 任取 nα ∈ N，n∈ Z +，令 
 

1
0n n

n
eα

+∞

=

=∑ ， 

 
 

注意到 0ne > ， 0nα ≥ ， 0n neα ≥ ，若有 0jα > ，则 
 
 

1

1 1 1

0 0
j

n n n n j j n n
n n j

e e e eα α α α
−+∞ +∞

= = −

= = + + >∑ ∑ ∑
 

 

 

这产生矛盾，因此对所有正整数 j 都有 0jα = ，即S是H的线性无关子集．           

 



http://www.paper.edu.cn 

-4- 

命题 2.2 任取H中的向量 nx ，则存在唯一一列自然数 1 2, , , ,jα α α" "使得 
 

1
n j j

j

x eα
+∞

=

= ∑ ． 

 

证明 根据算术基本定理，对任意 nx ∈H，存在唯一一组自然数组 ( )1 2, , , mα α α" ，其中 mα

为最后一个不小于 1 的自然数，使得 
 

1 2
1 2

m
mn P P Pαα α= " ， 

 

从而 

1 2
1 2

1

ln ln m

m

n m j j
j

x n P P P eαα α α
=

= = =∑" ． 

 
 

令 ( )0 1, 2,j j m mα = = + + " ，那么存在唯一一列自然数 1 2, , , ,jα α α" "使得 

   1
n j j

j

x eα
+∞

=

= ∑ ．           

 

称向量 ( )1 2, , , ,jα α α" " 为 nx 的坐标，记作 ( )1 2, , , ,n jx α α α= " " ．在H中另取

( )1 2, , , ,m jx β β β= " " ，不难验算 
 

( )1 1 2 2, , , ,n m j jx x α β α β α β+ = + + +" " ， 

 

( )1 2, , , ,n jxα αα αα αα= " " ． 
 

 

显然 nx 的坐标 ( )1 2, , , ,jα α α" " 满足性质：存在正整数 j 使得当 k j≥ 时有 0kα = ．由此

可知，级数
2

1
j

j

α
+∞

=
∑ 收敛．在H中另取 ( )1 2, , , ,m jx β β β= " " ，由 Cauchy 不等式有 

1 1
2 2

2 2

1 1 1
j j j j

j j j

α β α β
+∞ +∞ +∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≤ ⋅ < +∞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ， 

 

即级数
1

j j
j

α β
+∞

=
∑ 收敛．因此可以H中定义内积 ,〈⋅ ⋅〉： × →H H N如下：  

 

1

,n m j j
j

x x α β
+∞

=

〈 〉 =∑ ， 

 

容易验证 ,V 〈⋅ ⋅〉（ ， ）为N上的内积空间（满足与通常的内积空间一样的条件），简记为H．通 

过内积，定义范数 || ||⋅ ： →H R如下： 
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1
2

2

1
|| || ,n n n j

j
x x x α

+∞

=

⎛ ⎞
= 〈 〉 = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ， 

 

容易验证 || ||⋅（ ， ）H 为N上的赋范线性空间（满足与通常的赋范线性空间一样的条件），简 

记为H．在H中，运算 2nx 是不合法的，但如果 (2,0,4,6,0, )nx = " ，则认为 2nx 是合

法的，且 2 (1,0, 2,3,0, )nx = " ．一般地，可以在H中引进形式数乘运算：当 jαα ∈ N对

所有正整数 j 成立时，规定 1 2( , , , , )n jxα αα αα αα= " " ．有了上面的规定就可以考虑H中

向量的单位化问题了． 

命题 2.3 若 nx ∈H，则 0nx = 或者 1nx ≥ ． 
 

证明 若 nx = 0，显然 0nx = ；若 ( )1 2, , , , 0n jx α α α= ≠" " ，则至少存在一个正整数 j

使得 1jα ≥ ，从而 

   

1
2 2 2 2 2

1 1 1

1
j

n k k j k
k k k j

x aα α α
−+∞ +∞

= = = +

= = + + ≥∑ ∑ ∑ ．             

 

命题 2.4 （1）H中的向量 nx 可以单位化的充要条件是存在正整数α 、j 使得 n jx eα= ；（2）

H中的单位向量有且仅有{ : }je j +∈Z ． 
 

证明 （1）若H中的向量 nx 可以单位化，显然 nx 不能为 0，所以其坐标有一分量 1jα ≥ ．由

于 nx 的单位向量为 
 

1 , , , , ,jn i

n n n n

x
x x x x

ααα⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

" " " ． 

 
 

故对任意正整数 i j≠ 有 
 

2 2 2
2

1

1
|| ||

i i i i

n i j i
k

k

x
α α α α

α α αα
+∞

=

= ≤ < =
+∑

，且
|| ||

i

nx
α

∈ N． 

从而 0iα = ，所以 

(0, 0, ,0, )
j

n j j jx eα α= =

������
" " ， 

 

即存在正整数 ( )jα α= ， j 使得 n jx eα= ．另一方面，若 n jx eα= ，则 
 

j jn
j

n j j

e ex e
x e e

α α
α α

= = = ， 
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即H中的向量 nx 可以单位化．                                                   

（2）若 1nx = ，即
2

1
j

j

α
+∞

=
∑ =1，则必有 

 
 

1 2 1 1 0j jα α α α− += = = = = =" " ， 1ja = ， 
 
 

即 n jx e= ．反之若 n jx e= ，则显然有 1nx = ．                                      

3. 全体正整数的自然对数构成N上的 Hilbert 空间 
在H中不能定义两个向量的差，为此在H中引进一种形式差．首先在H中引进一种偏

序结构． 

定义 3.1 设 1 2( , , , , )n jx α α α= " " ， 1 2( , , , , )m jx β β β= " " ，称 m nx x≺ ，如果对任意正

整数 j 都有 j jβ α≤ ． 

若 m nx x≺ ，定义 nx 与 mx 的差为 
 

( )1 1 2 2, , , ,n m j jx x α β α β α β− = − − −" "              （3.1） 
 

根据定义 3.1 显然有 n mx x− ∈H．对于一般情形，定义 nx 与 mx 的差为 
 

   
( )1 1 2 2| |,| |, , | |,n m j jx x α β α β α β− = − − −" "          （3.2） 

 

这时仍有 n mx x− ∈H．容易知道 0n mx x− = 等价于 n mx x= ．显然（3.2）是（3.1）的一个

推广． 

注释 3.1 显然有 n mx x− = m nx x− ．但下面的推理是不对的，因为 
 

n m m nx x x x− = − ， 

所以 

( ) 0n m m nx x x x− − − = ， 
 

即 

2 2 0n mx x− = ， 
 

所以 n mx x= ．推理的错误发生在去括号那里（差运算不再满足结合律和分配律），下面我

们将建立一些命题，概括了在什么情况下可以去括号和添加括号． 

命题 3.2 任取H中三个向量
(1) (2) (3)x x x、 、 ，如果

(2) (3)x x≺ ，那么 
 

(3) (2) (1) (3) (1) (2) (1)x x x x x x x− = −， ， ， ． 
 

证明 设 (1) (2) (3)
1 2 1 2 1 2( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )j j jx x xα α α β β β γ γ γ= = =" " " " " " ，那么 
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(3) (2)
1 1 2 2( , , , , )j jx x γ β γ β γ β− = − − −" " ， 

因此 
 

(3) (2) (1) (3) (1) (2) (1)

1 1 1

( )j j j j j j j
j j j

x x x x x x xγ β α γ α β α
+∞ +∞ +∞

= = =

− = − = − = −∑ ∑ ∑， ， ， ． 

 

注释 3.2  当条件
(2) (3)x x≺ 不成立时，此公式不成立． 

命题 3.3 任取H中两个线性无关的向量
(1) (2)x x、 ，若

(2) (1) (1) (2),x x x x≺ 不成立，则 
 

(2) (2) (1) (1) (1), , 0x x x x x− > ． 
 

证明 设 (1)
1 2( , , , , )jx α α α= " " ， (2)

1 2( , , , , )jx β β β= " " ，由于
(2) (1) (1) (2),x x x x≺ 不

成立，所以 

(2) (1)

1

, 0j j
j

x x α β
+∞

=

= >∑ ． 

 

这是因为，如果
(2) (1), 0x x = ，则

(2) (1) (1) (2),x x x x≺ 成立．由于 
 

(2) (2) (1) (1)
1 1 2 2

1 1

, , ,j j j j
j j

x x x x β α β α β α β α
+∞ +∞

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ "  

因此 

(2) (2) (1) (1) (1)

1 1

, , j j j j j
j j

x x x x x α β α β α
+∞ +∞

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑
 

                      
1 1

j j j j j
j j

α α β α β
+∞ +∞

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

                        = 2

1 1 1
j j j j j

j j j
α β α α β

+∞ +∞ +∞

= = =

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ． 

显然
22 (1)

1
1jj

xα+∞

=
= >∑ ，否则

(1) 1x = ，于是
(1)

jx e= ，这推出 
 

(2) (2), j jx e e x≺ ， 
 

这与题设产生了矛盾．所以 
 

2

1 1 1 1 1
0j j j j j j j j

j j j j j
α β α α β α β α β

+∞ +∞ +∞ +∞ +∞

= = = = =

⎛ ⎞
− > − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ． 

命题 3.4 任取H中两个线性无关的向量
(1) (2)x x、 ，则 

 

(2) (2) (1) (1) (1) (2) (1), , 0 , 0x x x x x x x− = ⇔ = 或者
(1) 1x = ． 
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证明 由命题 3.3 可知
(2) (1) (1) (2),x x x x≺ ，由命题 3.2 有 

 

( )2(2) (2) (1) (1) (1) (2) (1) (1), , , 1 0.x x x x x x x x− = − =

       

（4.1） 

 

从而推出 
(2) (1), 0x x =  或者 (1) 1x = ． 

 

另一方面，无论
(2) (1), 0x x = 还是

(1) 1x = ，都有 
 

(2) (1) (1) (2),x x x x≺ ， 
 

从而 (4.1) 式成立． 

命题 3.5 H是 Pre-Hilbert 空间． 
 

证明 任取 nx = 1 2( , , , , )jα α α" " ， mx = 1 2( , , , , )jβ β β" " ，则 
 

2 2 2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( )

2 2

2 2 ,

n m n m j j j j
j j

j j
j j

n m

x x x x

x x

α β α β

α β

+∞ +∞

= =

+∞ +∞

= =

− + + = − + +

= +

= +

∑ ∑

∑ ∑  

 

故H是 Pre-Hilbert 空间． 

在H中引进距离 ( , )n m n md x x x x= − ，这是范数诱导的距离．容易验证 ( , ( , ))d ⋅ ⋅H 为

N上的距离空间（满足与通常的距离空间一样的条件），简记为H． 

定理 3.6 H是 Hilbert 空间． 
 

证明 设 ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 2, , , ,n n n n

jx α α α= " " 是H中的 Cauchy 列．于是取
1
2

ε = ，那么存在一个

自然数 N ，使得对任意 ,m n N> ，都有 
 

( ) ( )
1
22( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1,
2

n m n m n m
j j

j
d x x x x α β

+∞

=

⎛ ⎞
= − = − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ． 

 

根据命题 2.2，H中任何向量的范数或者等于 0 或者不小于 1，因此 
 

( )
1
22( ) ( )

1
0n m

j j
j

α β
+∞

=

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ． 

 

所以
( ) ( ) , 1,2,n m
j j jα β= = "．所以

( ) ( )n mx x= ，这说明了 
 

( 1) ( 2)N Nx x x+ += = = ∈" H， 
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从而 
( )lim n

n
x x

→∞
= ． 

 

因此H中的 Cauchy 列收敛，且收敛于H中一点，所以H是完备的赋范线性空间，即H是

Hilbert 空间，这完成定理的证明． 
注释 3.3 显然H也是Ｂananch 空间，由于这里的线性空间是定义在自然数集上，而一般的

线性空间是定义在数域上，因此由此得到的Ｈilbert 空间必然与一般的Ｈilbert 空间不一样，

具体地说，这里的Ｈilbert 空间保持了一般的Ｈilbert 空间的一部分性质或类似性质，同时也

丢失了一部分性质． 

定理 3.7(1) { : }je j += ∈ZS 是H作为Ｂanach 空间的 Schauder 基． 

（２） { : }je j += ∈ZS 是H作为Ｈilbert 空间的标准正交基． 
 

证明（１）首先由命题 2.2 可知，H中的任何一个向量 nx 都可以唯一地表示为 
 

1
n j j

j

x eα
+∞

=

= ∑ ． 

 

其次只需要证明右端的级数按照H中的范数收敛即可，由于 nx 的坐标 1 2( , , , , )jα α α" " 满

足性质：存在正整数 j 使得当 k j≥ 时有 0kα = ．因此 
 

1
22

1 1
0 ( )

n

n j j j
j j n

x e nα α
+∞

= = +

⎛ ⎞
− = → →∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ， 

 

所以
1 1

lim n
j j j jj jn

x e eα α+∞

= =→∞
= =∑ ∑ ． 

 

（２）显然 { : }je j += ∈ZS 是标准正交集，所以只需要证明对于任意的 nx ∈ H都有 
 

1

,n n j j
j

x x e e
∞

=

= ∑ ． 

 

由定理 2.2 可知 
 

1
n j j

j

x eα
+∞

=

= ∑ ． 

 

由于对任意的正整数 k ， ke 的坐标是第 k 个分量为１其余分量为０，因此 ,n k kx e α= ，由

于 k 的任意性，所以定理得证． 

4. H的几何学 

设H中的向量 ( )1 2, , , ,n jx α α α= " " ， ( )1 2, , , ,m jx β β β= " " ，则 nx 与 mx 的夹角θ

的余弦为 
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,cos
, ,

n m

n n m m

x x
x x x x

θ 〈 〉
=

〈 〉 ⋅ 〈 〉
． 

 

由于
1

, 0n m j jj
x x α β+∞

=
〈 〉 = ≥∑ ，所以 [0, ]

2
πθ ∈ ．当 , 0n mx x〈 〉 = 时，

2
πθ = ，这时称 nx 与

mx 垂直或正交．  

现在考虑 Gram-Schmidt 正交化问题，在H中并不是所有线性无关子集都能施行

Gram-Schmidt 正交化过程．下面的定理 4.2 说明了对怎样的线性无关子集才能施行

Gram-Schmidt 正交化过程． 

定理4.1（一般内积空间的Gram-Schmidt正交化过程[2]）设H 是内积空间，{ : 1,2, }nx n = "

是 H 中的线性无关子集．则存在标准正交系 1 2{ , , }e e " ，使得对每一个自然数 n 有：

1 2 1 2span{ , , , } span{ , , , }n ne e e x x x=" " ．正交化过程可表示为 

1
1

1

xe
x

= ， 2 2 1 1
2

2 2 1 1

,
,

x x e ee
x x e e
− 〈 〉

=
− 〈 〉

，…，
1 1

1
1

1 1
1

,

,

j

j j k k
k

j j

j j k k
k

x x e e
e

x x e e

+ +
=

+

+ +
=

− 〈 〉
=

− 〈 〉

∑

∑
，…  

注释 4.1 上式说明了 1x ， 2 2 1 1,x x e e− 〈 〉 ，…， 1 1
1

,
j

j j k k
k

x x e e+ +
=

− 〈 〉∑ 可以单位化． 

定理4.2 H的线性无关子集{ }(1) (2) ( ), , , ,nx x x" " 可以施行Gram-Schmidt正交化过程的充

要条件是 
 

   1 1 1 1 2 2 1 1 2 2

(1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
n n

n n n n
j j j j j j j j j j j jx e x e e x e e eα α α α α α= = + = + + +" " "

  
（4.1） 

 

其中 ( )1, 2,nj n = " 为互不相同的正整数，
( ) ( 1,2, , )
k

n
j k nα = " 为正整数．并且（4.1）正交

化的结果为{ : }
nj

e n +∈Z ．特别地，当 nj n= 时，（4.1）正交化的结果为 { : }je j += ∈ZS ． 

 

证明 若 (1)x 可以单位化，由命题 2.4，则存在正整数
1

(1)
jα 和 1j 使得 

 

1 1

(1) (1)
j jx eα= ． 

 

若
1 1

(2) (2) , j jx x e e− 可以单位化，由命题 2.4，则存在正整数
2

(2)
jα 和 ( )2 1j j≠ 使得 

 
 

1 1 2 2

(2) (2) (2), j j j jx x e e eα− = ． 
 

令
1 1

(2) (2) ,j jx eα = ，则 

1 1 2 2

(2) (2) (2)
j j j jx e eα α= + ． 

 

一般地，若
1

( ) ( )

1
,

n
n n

j j
j

x x e e
−

=

−∑ 可以单位化，由命题 2.4，则存在正整数
( )
n

n
jα 和
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( )1 1n nj j j−≠ ≠ ≠" 使得 

1
( ) ( ) ( )

1
,

n n

n
n n n

j j j j
j

x x e e eα
−

=

− =∑ ． 

 
 

令
1 1 2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
n n

n n n n n n
j j j j j jx e x e x eα α α

− −
= = =" ，则 

 

 

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
n n

n n n n
j j j j j jx e e eα α α= + + +" ． 

 
 

故必要性成立．充分性显然成立． 

定理 4.3 （1） { }:je j += ∈ZS 是H的唯一标准正交基；（1）H的正交基具有如下的形

式{ }: , \{0}j j je jα α+∈ ∈Z N ． 

 

证明 （1）由命题 2.4 可知，H中的单位向量有且仅有{ : }je j +∈Z ．所以H的标准正交

基都是{ : }je j +∈Z 的子集．由定理 3.7 可知， { : }je j += ∈ZS 是H的标准正交基．因此，

H的标准正交基不可能是{ : }je j +∈Z 的真子集．所以 { : }je j += ∈ZS 是H的唯一标准

正交基． 
 

（2）假设{ }(1) (2) ( ), , , ,nx x x" " 是H的正交基，显然可以对正交基施行 Gram-Schmidt

正交化过程（得到标准正交基），由定理 4.2 可知 
 

1 1 1 1 2 2 1 1 2 2

(1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
n n

n n n n
j j j j j j j j j j j jx e x e e x e e eα α α α α α= = + = + + +" " "

  
（4.2） 

 

若存在一个 0n 使得
0 0nj n≠ ，则（4.2）的正交化结果是

0 0{ : , }
nj ne n j n+∈ ≠Z ．由（1）可

知，
0 0{ : , }

nj ne n j n+∈ ≠Z 不是标准正交基，从而对任意n +∈Z 都有 nj n= ．这时（4.2）

变为 
 

(1) (1) (2) (2) (2) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 2 2 1 1 2 2, , , ,n n n n

n nx e x e e x e e eα α α α α α= = + = + + +" " "
     

（4.3） 
 

注意到正交性，我们有
( ) 0n
jα > 如果 j n= ，

( ) 0n
jα = 如果 j n≠ ．所以（4.3）变为 

 

(1) (1) (2) (2) ( ) ( )
1 1 2 2, , , ,n n

n nx e x e x eα α α= = =" " 
 

令
( )j
j jα α= ，则 

 

{ } { }(1) (2) ( ), , , , : , \{0}n
j j jx x x e jα α+= ∈ ∈" " Z N ， 

 

这完成定理的证明． 
注释 4.2 在一般的 Hilbert 空间里，若不要求正交后的向量是单位向量，亦可这样进行，设

(1) (1)y x= ，
(1) (2) (2) (1) (1),y x x y y= − ，……，

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

,nn n n j j
j

y x x y y−

=
= −∑ ，那么它
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们 正 交 ． 但 在 H 中 ， 这 是 做 不 到 的 ． 事 实 上 ， 根 据 命 题 3.4 ， 如 果

(2) (2) (1) (1) (1), , 0x x x x x− = ，那么
(1) 1x = ．这说明了若

(1) 1x > ，则找不到向量

(2) (2) (1) (1),x x x x− 与之正交．另一方面，由定理 4.2 可知，虽然
(1) 1x > ，但如果

(1)x 可

以单位化，即
1 1

(1) (1)
j jx eα= ，则可找到向量

1 1

(2) (2) , j jx x e e− 与之正交．换句话说，如果

(1) 1x > 且不能单位化，那么无法对线性无关向量
(1)x ，

(2)x 施行 Gram-Schmidt 正交化过程，

因此更谈不上对线性无关子集{ }(1) (2) ( ), , , ,nx x x" " 施行 Gram-Schmidt 正交化过程了． 

下面考虑一种更一般的正交化方法．设 H 中的向量 ( )1 2, , , ,n jx α α α= " " ，

( )1 2, , , ,m jx β β β= " " ，记 

 

( )1 1 2 2min{ , ,1}, min{ , ,1}, , min{ , ,1},n m j jx x α β α β α β∧ = " " ． 
 

显然 n mx x∧ ∈H．任意给H的线性无关子集{ }(1) (2) ( ), , , ,nx x x" " ，问是否能使其正交？

设
( )nx = ( ) ( ) ( )

1 2( , , , , )n n n
jα α α" " ，首先证明 

 

(1) (2) (2) (2) (1)

1
, ,j j j

j
x x x e x x e e

+∞

=

⎛ ⎞
⊥ − ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ． 

 

因为 
 

(2) (1) (2) (1), min{ , ,1}j j jx x e α α∧ = ， 
 

所以 (2) (1) , jx x e∧ 等于 0 或者等于 1．从而 
 

(2) (2) (1) (2)

1

, ,j j j
j

x e x x e e x
+∞

=

∧∑ ≺ ． 

 

根据命题 3.2 有 
 

(2) (2) (2) (1) (1)

1
, , ,j j j

j
x x e x x e e x

+∞

=

− ∧∑
 

                     

(2) (1) (2) (2) (1) (1)

1
, , , ,j j j

j
x x x e x x e e x

+∞

=

= − ∧∑
 

(2) (1) (2) (2) (1) (1)

1

, , , ,j j j
j

x x x e x x e e x
+∞

=

= − ∧∑  

                       

(2) (1) (2) (2) (1) (1)

1

, , , ,j j j
j

x x x e x x e e x
+∞

=

= − ∧∑  
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(2) (1) (2) (2) (1) (1)

1 1

min{ , ,1}j j j j j j
j j

α α α α α α
+∞ +∞

= =

= −∑ ∑ ． 

 

当
(2) (1),j jα α 中有一个为 0 时，则

(2) (1)min{ , ,1} 0j jα α = ，从而 
 

(2) (1) (2) (2) (1) (1)min{ , ,1} 0j j j j j jα α α α α α= = ． 
 

当
(2) (1),j jα α 中都不为 0 时，则

(2) (1)min{ , ,1} 1j jα α = ，从而 

 

(2) (1) (2) (2) (1) (1)min{ , ,1}j j j j j jα α α α α α= ． 
 

即无论什么情况都有 
 

(2) (1) (2) (2) (1) (1)min{ , ,1}j j j j j jα α α α α α= ， 
 

从而 

(2) (1) (2) (2) (1) (1)

1 1

min{ , ,1} 0j j j j j j
j j

α α α α α α
+∞ +∞

= =

− =∑ ∑ ． 

所以 

(1) (2) (2) (2) (1)

1
, ,j j j

j
x x x e x x e e

+∞

=

⎛ ⎞
⊥ − ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ． 

 

其次证明 
 

2
(1) (3) (3) (2) (1) (3) (3) ( )

1 1 1
, , , ,k

j j j j j j
j k j

x x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

⎛ ⎞
⊥ + ∧ − ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑ ． 

不难证明 

 

2
(3) (3) ( ) (3) (3) (2) (1)

1 1 1

, , , , .k
j j j j j j

k j j

x e x x e e x x e x x e e
+∞ +∞

= = =

∧ + ∧∑∑ ∑≺
 

 

根据命题 3.2 有 

 

2
(3) (3) (2) (1) (3) (3) ( ) (1)

1 1 1
, , , , ,k

j j j j j j
j k j

x x e x x e e x e x x e e x
+∞ +∞

= = =

+ ∧ − ∧∑ ∑∑
 

 

2
(3) (3) (2) (1) (1) (3) (3) ( ) (1)

1 1 1
, , , , , ,k

j j j j j j
j k j

x x e x x e e x x e x x e e x
+∞ +∞

= = =

= + ∧ − ∧∑ ∑∑
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＝ { } { } { }( )(3) (1) (2) (1) (3) (1) (3) (2)

1

1 min , ,1 min , ,1 min , ,1j j j j j j j j
j

α α α α α α α α
∞

=

+ − −∑ ． 

 

当
(3) 0jα = 或

(1) 0jα = 时， 
 

{ } { } { }( )(3) (1) (2) (1) (3) (1) (3) (2)1 min , ,1 min , ,1 min , ,1 0j j j j j j j jα α α α α α α α+ − − = ． 
 

所以不妨设
(3)
jα ，

(1)
jα 都不等于０，即

(3) 1jα ≥ ，
(1) 1jα ≥ ，这时 

 

{ } { } { }(2) (1) (3) (1) (3) (2)1 min , ,1 min , ,1 min , ,1j j j j j jα α α α α α+ − −  
 

{ } { }(2) (2)1 min ,1 1 min ,1 0j jα α= + − − = ． 
 

所以无论什么情况都有 
 

{ } { } { }( )(3) (1) (2) (1) (3) (1) (3) (2)1 min , ,1 min , ,1 min , ,1 0j j j j j j j jα α α α α α α α+ − − = ． 
 

因此 
 

{ } { } { }( )(3) (1) (2) (1) (3) (1) (3) (2)

1

1 min , ,1 min , ,1 min , ,1j j j j j j j j
j

α α α α α α α α
∞

=

+ − −∑ ． 

 

这就证明了 

 

2
(1) (3) (3) (2) (1) (3) (3) ( )

1 1 1
, , , ,k

j j j j j j
j k j

x x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

⎛ ⎞
⊥ + ∧ − ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∑
．

 

 

最后证明 
 

(2) (2) (2) (1) (3) (3) (2) (1)

1 1
, , , ,j j j j j j

j j
x x e x x e e x x e x x e e

+∞ +∞

= =

⎛ ⎞ ⎛
− ∧ ⊥ + ∧⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
∑ ∑  

                       
2

(3) (3) ( )

1 1
, ,k

j j j
k j

x e x x e e
+∞

= =

⎞
− ∧ ⎟

⎠
∑∑  

 

因为 
 

2
(3) (3) (2) (1) (3) (3) ( ) (2) (2) (2) (1)

1 1 1 1
, , , , , , ,k

j j j j j j j j j
j k j j

x x e x x e e x e x x e e x x e x x e e
+∞ +∞ +∞

= = = =

+ ∧ − ∧ − ∧∑ ∑∑ ∑
 

2
(3) (2) (3) (2) (1) (2) (3) (3) ( ) (2)

1 1 1
, , , , , , ,k

j j j j j j
j k j

x x x e x x e e x x e x x e e x
+∞ +∞

= = =

= + ∧ − ∧∑ ∑∑
 

(3) (2) (2) (1) (3) (2) (1) (2) (2) (1)

1 1 1
, , , , , , , ,j j j j j j j j j

j j j
x x e x x e e x e x x e e x e x x e e

+∞ +∞ +∞

= = =

− ∧ − ∧ ∧∑ ∑ ∑
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2
(3) (3) ( ) (2) (2) (1)

1 1 1
, , , , ,k

j j j j j j
k j j

x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

+ ∧ ∧∑∑ ∑  

 

{ } { } { }( 2(3) (2) (3) (2) (3) (1) (2) (1)

1

1 min , ,1 min , ,1 min , ,1j j j j j j j j
j

α α α α α α α α
∞

=

= − − −∑  

     

{ } { } { } { })(2) (1) (3) (1) (2) (1) (3) (2)min , ,1 min , ,1 min , ,1 min , ,1j j j j j j j jα α α α α α α α+ ⋅ + ⋅ ． 
 

如上面讨论一样，不妨设
(3)
jα ，

(2)
jα 都不等于０，即

(3) 1jα ≥ ，
(2) 1jα ≥ ，这时上式变为 

 

{ } { }( { } { } { } )2(3) (2) (1) (1) (1) (1) (1)

1

1 1 min ,1 min ,1 min ,1 min ,1 min ,1 1 0.j j j j j j j
j

α α α α α α α
∞

=

− − − + ⋅ + ⋅ =∑
 

这就完成了证明． 
 

综合上述的讨论可知道 
(1)x ； 

(2) (2) (2) (1)

1

, ,j j j
j

x x e x x e e
+∞

=

− ∧∑ ； 

2
(3) (3) (2) (1) (3) (3) ( )

1 1 1

, , , ,k
j j j j j j

j k j

x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

+ ∧ − ∧∑ ∑∑  

两两垂直．一般地，按此方法就得到线性无关子集{ }(1) (2) ( ), , , ,nx x x" " 的正交集如下： 

(1)x ； 

(2) (2) (2) (1)

1

, ,j j j
j

x x e x x e e
+∞

=

− ∧∑ ； 

2
(3) (3) (3) ( ) (3) (2) (1)

1 1 1

, , , ,k
j j j j j j

k j j

x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

− ∧ + ∧∑∑ ∑  

（在这里把
2

(3) (3) (2) (1) (3) (3) ( )

1 1 1

, , , ,k
j j j j j j

j k j

x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

+ ∧ − ∧∑ ∑∑ 记为

2
(3) (3) (3) ( ) (3) (2) (1)

1 1 1

, , , ,k
j j j j j j

k j j

x x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞

= = =

− ∧ + ∧∑∑ ∑ ，目的是为了方便记

忆，其结构与容斥原理相同，但事实上，下面式子出现的正项都应该统一放在前面，负项统 
一放在后面，否则式子将没有意义）； 

 

3
(4) (4) (4) ( )

1 1

, ,k
j j j

k j

x x e x x e e
+∞

= =

− ∧∑∑         

(4) (3) (1) (4) (3) (2) (4) (2) (1)

1 1 1

, , , , , ,j j j j j j j j j
j j j

x e x x e e x e x x e e x e x x e e
+∞ +∞ +∞

= = =

+ ∧ + ∧ + ∧∑ ∑ ∑

                        (4) (3) (2) (1)

1

, ,j j j
j

x e x x x e e
+∞

=

− ∧ ∧∑ ；…… 



http://www.paper.edu.cn 

-16- 

5. 在数论中的应用 
5.1 互质 

定理 5.1 , 0 gcd( , ) 1n mx x n m= ⇔ = ，即n，m互质． 
 

证明 显然H中任何两个非零向量 nx ， mx 都可以表示为 

 

1 1 2 2

(1) (1) (1)
p pn j j j j j jx e e eα α α= + + +" ，

1 1 2 2

(2) (2) (2)
q qm i i i i i ix e e eα α α= + + +"  

 

其中 ( )(1) 1 1,2, ,
kj

k pα ≥ = " ， ( )(2) 1 1,2, ,
ki

k qα ≥ = " ．这是因为当 j 很大时H中向量的坐

标的第 j 个分量之后全为零．如果 , 0n mx x = ，那么 

 

(1) (2) (1) (2)

1 1 1 1
, , 0

k k t t k t k t

p q p q

j j i i j i j i
k t k t

e e e eα α α α
= = = =

= =∑ ∑ ∑∑ ． 

 

因为 
(1) (2) 1, , 0
k t k tj i j ie eα α ≥ ≥ ． 

 

从而 

, 0, 1, 2, , ; 1, 2, ,
k tj ie e k p t q= = =" " ． 

 

这等价于 

{ } { }1 2 1 2, , , , , ,p qj j j i i i = ∅" ∩ " ． 
 

上式意味着，自然数 n、m 不可能含有相同的素因子，从而 n、m 互质．另一方面，若 n、m 
互质，即 n、m 不可能含有相同的素因子．这说明了 

 

{ } { }1 2 1 2, , , , , ,p qj j j i i i = ∅" ∩ " ． 
 

根据上面的证明过程便可推出 , 0n mx x = ． 

命题 5.2 设 , ,n m kx x x ∈H， , 0n mx x〈 〉 = ，若 n m kx x x+≺ ，则 n kx x≺ ． 
 

证明 设 1 2 1 2 1 2( , , , , ), ( , , , , ), ( , , , , )n j m j k jx x xα α α β β β γ γ γ= = =" " " " " " ．若 
 

n m kx x x+≺ ， 

则 

, 1, 2,j j j jα β γ≤ + = "． 
 

若 0jα = ，显然有 0j jα γ− ≤ ，因此不妨设 0jα > ，则 
 

( ) , 1, 2,j j j j j jα γ α α β− ≤ = "  

对上式求和 
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1 1

( ) , 0j j j j j n m
j j

x xα γ α α β
+∞ +∞

= =

− ≤ = =∑ ∑ ． 

 

所以 ( )0 1,2,j j jα γ− ≤ = " ．这说明了 n kx x≺ ． 

注释 5.1 利用命题 5.2 和定理 5.1 就证明了数论中的结论：设gcd( , ) 1n m = ，若 |n m k⋅ ，

则 |n k ． 

命题 5.3 设 ,m kx x ∈H，若 n m ke x x+≺ ，则 n me x≺ 或者 n ke x≺ ． 
 

证明 设 1 2( , , , , )m jx β β β= " " ， 1 2( , , , , )k jx γ γ γ= " " ．若 
 

n m ke x x+≺ ， 

则 

1 n nβ γ≤ + ． 

所以 n nβ γ、 不能同时为零，从而 
 

1 nβ≤ 或者1 nγ≤  

即 

   n me x≺ 或者 n ke x≺ ． 

注释 5.2 利用命题 5.3和定理 5.1就证明了数论中的结论： 设 p 为素数，且 |p m k⋅ ，则 |p m
或者 |p k ． 

5.2 证明两类数是无理数 

第一类型数是 m P ．证明这类数是无理数的最常用方法莫过于考虑多项式
mx P− ，然

后利用 Eisenstein 定理判别上述多项式是否可约即可．下面给出一种新方法．证明 3 6 是无

理数．假设 3 6 是有理数，那么存在正整数 p，q 使得 
 

3 6 p
q

= ， 

两边取自然对数有 

1 2 3 3p qe e x x+ = − ， 

设 
 

1 2( , , , , )p jx α α α= " " ， 1 2( , , , , )q jx β β β= " " ， 
 

则 
 

1 1 2 2 3 3(1,1,0, ,0, ) (3 | |,3 | |,3 | |, ,3 | |, )j jα β α β α β α β= − − − −" " " " ． 
 

由于唯一性可知 
 

1 13 | | 1α β− = ， 
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即 
 

1 13 3 1α β− = 或者 1 13 3 1β α− = ， 
 

因为 (3,3) 3= 不可能整除 1，从而上面两个不定方程不可能有整数解，从而推出矛盾． 

第二类型数是 loga b ．要证明 lg 2 是无理数，必须用到一些精细的分析技巧．另外证明

lg 2 是无理数的方法不适用于证明 lg 3是无理数．下面将看到，可以用统一模式处理这类问

题．作为例子，首先证明 lg 2 是无理数．假设 lg 2 是有理数，那么存在正整数 p，q 使得 

lg 2 p
q

= ， 

因此 

ln 2 ln 2
ln10 ln 2 ln 5

p
q

= =
+

， 

 

即 
 

ln 2 ln 2 ln 5q p p= + ， 
 

即 
 

1 1 3qe pe pe= + ． 
 

因此 
 

1 1 1 3 1 1 1 3 1, , , ,q qe e pe pe e pe e pe e p= = + = + = ， 
 
 

1 3 1 3 3 1 3 3 30 , , , ,qe e pe pe e pe e pe e p= = + = + = ， 
 
 

这推出 0q p= = ，这与 p，q 为正整数矛盾． 

最后举另外一个例子，说明这种方法的普遍性．证明 3
2

log 3 是无理数．假设 3
2

log 3

是有理数，那么存在正整数 p，q 使得 

3
2

ln 3
3log 3 ln 2
2

p
q

= = ， 

即 

2 ln 3 3 ln 2q p= ， 

即 

2 12 3qe pe= ． 

因此 

2 2 1 2 1 22 2 , 3 , 3 , 0q qe e pe e p e e= = = = ， 
 

1 1 2 1 2 13 3 , 2 , 2 , 0p pe e qe e q e e= = = = ， 
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这推出 0q p= = ，这与 p，q 为正整数矛盾． 

注释 5.3 利用本文的结论却不能证明 je 是无理数． 

5.3 正整数的几何 

定义两个正整数 ,m n 所夹的角度等于H中向量 ,m nx x 所夹的角度，即 
 

( ) ( )θ , θ ,m nm n x x= ． 

因此利用公式 

( )( ) ,
cos θ , m n

m n
m n

x x
x x

x x
=

⋅
 

 

可求出 ( )θ ,m n ．因为 , 0m nx x ≥ ，所以 
 

( )θ , 0,
2

m n π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
． 

 

当 ,m n互质时，由定理 5.1 知， , 0m nx x = ，从而 ( ) 0θ , 90m n = ，即m 与n 垂直；当 ,m n  

相等时， ( )( )cos θ , 1m nx x = ，从而 ( ) 0θ , 0m n = ．现在给出正整数的一种几何解释．当 ,m n

互质时，它们的夹角为
090 ，就是说它们线性无关（Hilbert 空间里的正交系都是线性无关的），

当 ,m n相等时，它们的夹角为
00 ，就是说它们相关程度最大．两个正整数的夹角大小反映

了它们的相关程度，夹角越大，相关程度越小，当夹角为
090 时，相关程度等于零，即线性

无关． 

现在看一个
060 −集的例子，显然 ( )6 1,1,0,0,x = " ， ( )15 0,1,1,0,x = " ， 6 15, 1x x = ，

6 2x = ， 15 2x = ，从而 
 

( )( ) ( )( ) 6 15
6 15

6 15

, 1 1cos θ 6,15 cos θ ,
22 2

x x
x x

x x
= = = =

⋅ ⋅
． 

 

这说明了 ( ) 0θ 6,15 60= ．注意到 ( )10 1,0,1,0,x = " ，通过计算可知 
 

( ) 0θ 6,10 60= ， ( ) 0θ 10,15 60= ． 
 

这说明了集合{ }6,10,15 是
060 −集（元素互为

060 ）．现在问题是，能否在集合{ }6,10,15 中

再添加一个正整数n 使得集合{ }6,10,15,n 仍然是
060 −集？设 1 2( , , , , )n jx α α α= " " ，则

上述问题等价于下面的不定方程组 

1 2 1
22 nx

α α+
=

⋅
， 

1 3 1
22 nx

α α+
=

⋅
， 
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2 3 1
22 nx

α α+
=

⋅
． 

是否有非负整数解 

1 2, , , ,jα α α" "． 
 

这类问题很难解决，但有一种情形是简单的，考虑所有素数构成的集合{ }2,3,5," ，由定理

4.3 可知，{ }2,3,5," 中的元素两两垂直且不能再添加一个正整数n 使得集合{ }, 2,3,5,n "

中的元素还两两垂直，即{ }2,3,5," 是一个极大的
090 -集． 

定义 5.1 若正整数集的子集 S 的元素互为θ 度且不能保持角度，则称 S 是
0θ -极大集． 

注释 5.1 不能保持角度的意思是，对任意正整数n ，集合 { }S n∪ 不是 0θ -集．{ }6,10 是
060 -

集，但不是
060 -极大集．{ }2,3,5," 是

090 -极大集． 

首先要说明的是
0θ -极大集的存在性． 

定理 5.2 若 S 是非空
0θ -集，则存在一个包含 S 的

0θ -极大集． 
 

证明 考虑集合族 
 
 

{ }0: ,B S B B θ= ⊆ −是 集A ． 
 

 

显然A不是空集，既然 S ∈A．A按包含关系⊆构成一个偏序集 ( )⊆，A ，下面证明 ( )⊆，A
的每条链（根据良序定理，链总是存在的）都有一个上界．事实上，不妨设 { }:T A Iα α= ∈

是任一条链．下面证明并集
I

Aα
α∈
∪ 是T 的上界，显然有 

 

I

A Aα α
α∈

⊆∪ ， Iα∀ ∈ ． 

 

另一方面，任取两个不同元素 
 

I

x y Aα
α∈

∈∪， ， 

 

若 x y Aα∈， ，则 x y， 的夹角是θ 度．若 ( )x A y Aα β α β∈ ∈ ≠， ，由于T 是链，所以T 中

的元素可比较大小（包含关系），因此不妨设 A Aα β⊆ ，这推出 x y， 的夹角也是θ 度．因此

I

Aα
α∈
∪ 是

0θ −集．显然
I

S Aα
α∈

⊆∪ ，所以 

 

I

Aα
α∈

∈∪ A． 

 

这证明了
I

Aα
α∈
∪ 是T 的上界．根据 Zorn 引理[3]，A有一个极大元素，这个极大元素就是包

含 S 的
0θ -极大集． 
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定理 5.2 不能说明，对任意θ ，θ -极大集都是存在的，这是因为θ -集可能不存在．这

与通常的内积空间不一样．如
nR 空间的θ -集总是存在的，从而总存在θ -极大集．通俗地

说，
nR 空间存在足够多的向量，作为集合的基是连续基数，而 N 上的 Hilbert 空间

{ }ln :j j += ∈ZH 却缺乏向量，作为集合的基是阿列夫零． 

Goldbach[4]证明了费马数
22 1( 0)

n

nF n= + ≥ 彼此互素．这说明集合{ }nF 中的元素互相

垂直，但它是不是一个
090 -极大集呢？这也是一个没解决的问题．容易证明

090 -极大集是

无限集，另一方面容易得到
00 -极大集只能是一个单点集{ }n ．现在问，当 0,

2
πθ ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
时，θ -

极大集是否是有限集？这些问题既有趣又有难度，总结如下： 

问题 1 对任意 0,
2
πθ ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
，是否总存在θ -极大集？根据定理 5.2，这个问题等价于，是否 

总存在θ -集？ 

问题 2 集合{ }6,10,15 是否是
060 -极大集？如果不是，其极大集是什么？ 

问题 3 集合{ }nF 是否是
090 -极大集？如果不是，其极大集是什么？ 

问题 4 当 0,
2
πθ ⎛ ⎞∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
时，θ -极大集是否是有限集？ 

问题 5 当 0,
2
πθ ⎛ ⎤∈⎜ ⎥⎝ ⎦

时，给定一个θ -集 A，包含 A的θ -极大集是否唯一？如何构造包含 A  

的θ -极大集？ 

值得注意的是，很多数学家对无限
090 -集感兴趣，这是因为存在一个无限

090 -集就意

味着素数有无限个，即证明素数有无限个相当于找一个无限
090 -集．例如，{ }nF 就是一个

无限
090 -集，关于无限

090 -集方面的文献可参考[4],[5]，[6],[7]和[8]． 

        寻找正整数的
090 -集相当于寻找 Hilbert 空间H的正交系，寻找正整数的

090 -极大

集相当于寻找 Hilbert 空间H的极大正交系（极大正交系不一定是正交基）．因此{ }
nFx 是

Hilbert 空间H的正交系，但还不清楚是不是极大正交系．寻找 Hilbert 空间的极大正交系是

泛函分析中的核心内容，见[9]． 
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Abstract 
We in this paper introduce the concept of linear space over the natural nunber N  and  investigage 
the geometry of Hilbert space over N  constructed by the natural logarithms of all intergers. At the 
end of paper, we apply this space theory to number theory and give some open questions. 
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