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Catalan猜想的简捷证明

唐子周 唐世杰

（新疆.且末县中学 841900）
摘要 针对凯特兰（Catalan）猜想采用了反证法、命题转化法，根据阿贝尔群理论及数论定

理简捷的证明了该猜想成立。

关键词 凯特兰猜想 ; 勾股数定理 ;命题转化法 ; 阿贝尔群

1. 引言

凯特兰于 1842年提出：除了 8= ，9= 以外没有两个连续数都是正整数乘幂的
32 23

猜想。即不定方程 ，其中 p ，q均是素数 ，除了 8= ，9= 以外没有其它的
qp yx 1 32 23

正整数解。

160多年来数学家们证明了下列定理：

欧拉(Euler)首先证明了不定方程 ，当 q=3 时猜想成立 ;大约 1961 年卡
qyx 12

塞尔斯证明了不存在三个相邻的正整数是完全幂 。
 1

1962年柯召证明了当 q＞3时，不定方程 无正整数解 。
qyx 12  2

另外，《数学猜想集》的定理 1.3.16 “不定方程 ，q是奇素数，没有 x＞0 ,qyx 12

y＞0 的正整数解” 。定理 1.3.18 “不定方程 ，q是素数，p是奇素数，有正整
qp yx 1

数解的充分必要条件是：
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其中 s, t, 均是正整数 ” 。2121 ,,, yyxx  1

2004 年 P.Mihailescu 给出了 Catalan 猜想的一种证明方法， 见 J.reine angew.Math.
volume 572（2004）。

对于曾经困惑数学界一百六十多年的重大课题、本文另辟蹊径，对 Catalan 猜想采取

了有效的转化，并采用了简捷的方法给出了该猜想成立的完全证明。

2. 猜想的证明
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2.1 猜想的部分情况

不定方程 ，当 p =q=2时，若 有正整数解，显然不符合《数学猜
qp yx 1 22 1 yx 

想集》中的勾股数定理， ，m＞n ,( m,n)=1 ；所以
2222 ,,2 nmznmymnx   1

无正整数解。
22 1 yx 

对于 p =2，q＞2 时的情况已被柯召等数学家证明了。

2.2猜想的完全证明

假定：凯特兰猜想不成立，那么必存在（除了 8= ，9= 以外的）正整数 a，b ，p，q32 23

满足 ①成立；a,b∈ ， 表示正整数集合； q是素数，p是奇素数。
qp ba 1 N N

根据假定得（a , b）=1，且 ；否则， 不成立。1a qp ba 1

由 《 数 学 猜 想 集》 的 定 理 1.3.18 得 : , ；
 1 qsq bpa 1

11  psp aqb 1
11 

， p|b, 得 （ p,a ） =1 ， 否 则 不 成 立 ； 而 且 得2121 , bbpbaaqa st  qp ba 1

， ；由此推得)(mod01 pa  )(mod1 pa  )(mod1 pa p 

因为   111 4321   bbbbbb qqqq 

=   11 27532   bbbbb qqq 

所 以 ， 能 被 整 除 ; 令 , 则 (t,b)=1, 否 则11 qb 12 b 11 qb ）（ 12  bt

不 成 立 ； 由 , 得11 qb ）（ 12  bt bbq  ）（ 12  btb qp ba 1

, t∈ ;即 ( )=0;1pa ）（ tbtb  13
N  ）（ tbtb 13 1pa

因为必存在整数 c ,满足 b+c=a, c∈Z，（ b，c）=1;

所以，由 得 ; ，
qp ba 1 qp bcb  1）（ 1），（ pc

因为 p是奇素数，二项式的系数 （k=1,2,3……p-1）都可以被 p整除,见《代数数理
k
pC

论 讲 义 》 47 页 ， 又 因 为 p|b,由 二 项 式 定 理 将 展 开 后 可 知
 3 qp bcb  1）（

， ；由费马 定理 ， 因为)(mod01 pc p  )(mod01 bc p   4 )(mod011 pc p 

，所以， ， ， ， l∈Z(整数集合);1），（ pc 11  ），（ pc p )(mod01 pc  plc 1

由定理 1.3.18: 可知 b=qh+1, h∈Z;所以，由 得
qp bcb  1）（
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;由 二 项 式 定 理 展 开 可 知 ,所 以 ，
qp qhcqh ）（）（ 111  )(mod01 qc p  ）（

, ， m∈Z; 由 得 l=nq,m=rp; 所以， ,)(mod01 qc  qmc 1 qmpl  rnrpqnpq  ，

n,r∈Z, ;1 npqc

由 , b+c=a ,得 ； ）（ tbtb 13 0)1( pa  ）（ tbtb 13 0]11[  pnqpb ）（

由二项式定理将 展开后， 根据“任意整系数方程的整根必为常数项1)]1([  pnqpb

的约数”的定理（见《数学手册》91页 ）可知： 5

方程 中，b须整除 ；把 ）（ tbtb 13 0]11[  pnqpb ）（ 1)1(  pnqp 1)1(  pnqp

按二项式定理展开后最高项 须满足 （见《代数数理论讲义》14pnpq)( )(mod0)( i
p pnpq 

页 ）， 表示 b 的任意一个素因子，得 , 因为 ，
 3

ip )(mod0 ipnpq  )(mod1 qc p 

，由《初等数论》n次剩余定理 可知 c的值是唯一的；根据定理“若同)(mod1 pc p   4

余式组 , ,…… 的模两两互素, 则同余式组)(mod 11 nax  )(mod 22 nax  )(mod � kk nax 

正好只有一个解 。” ；得 的值也是唯一的, 因为 ，所以也可knn1mod  3 npq 1 npqc

得 c的值是唯一的；又因为 ，所以 ， 表示 b的任)(mod01 bc p  )(mod01 i
i

p pc  i
ip


意一个因子, 是素数（i=1,2,3……）；若 ，则必有 ；ip )(mod1 i
ipc  )(mod01 i

i
p pc 

表明了这唯一的 c值必满足 成立；否则 c的值不是唯一的，与 n次剩余)(mod01 i
ipc 

定理及上述定理皆矛盾；由《初等数论》同余的性质辛 可知 。
 4 )(mod01 bc 

且由 可知须 又因为(b,q)=1，1)1(  pnqpb ）；（ bnqp mod0

所以， ；Zuubqnpq  ，

由 , , ）（ tbtb 13 0]11[  pnqpb ）（ ）（ tbtbbq  13

得 。
qp buqb  1]11[ ）（

因为从 也可以推出 ,即二者是等价的；
qp buqb  1]11[ ）（ qp ba 1

当 u＜0 时， 式子左负右正不成立；
qp buqb  1]11[ ）（
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当 u=0 时，只有 a=2，p=3，b=3， q=2满足 ，用反证法可以
qp buqb  1]11[ ）（

给出证明；

当 u ＞ 0 时 ， 由 可 知 ： b 是 方 程01]11[  qp buqb ）（

的根、也是方程 的根。01]11[  qp xuqx ）（ 01  ）（ pq ax

下面讨论方程 与 根的情况；这一点可以01  ）（ pq ax 01]11[  qp xuqx ）（

根据复变函数论的知识及阿贝尔群理论来解决 ;“每个 n次代数方程在复数域中有 n个根，

而且只有 n个根” 。对于方程 的任意一个根 都存在对应的 值满足 5 01  ）（ pq ax ib iu

方程 ， 的值可由 按照上述方法推出。01]11[  qp
i xqux ）（ iu acb ii 

根据阿贝尔群理论的四条公理 、把一切 值 所对应的各个方程
 3

iu iuuuu 32 ,,

， ，01]11[  qp xuqx ）（ 01]11[ 2  qp xqux ）（

的所有根 x值的全体，在01]11[ 3  qp xqux ）（ 01]11[  qp
i xqux ）（

复数域中按乘法复合关系构成一个群 ；而且，把方程 的根也 01]11[  qp xuqx ）（

按同样的条件及复合规则构成一个群 ；在构成群时，不仅要考虑方程的根 ，还必须要把1

任意两根之间转化的元素（例如： ， ， ），单位元（为 1），逆元21,aa 21 axa  x

以及任意两元之积等元素也考虑在内，否则不符合阿贝尔群理论的四条公理。显然 是1 

的子群；再分析 与 是否是同一个群呢？1 

由同态群的定义：“有两个群 ， ，与一个映射 f: ，设 x∈ ， ∈ ，G 'G G  'G G 'x 'G

若满足 ；则称 f为一个同态” ，且 ；可知存在映射 ： ，
''')( baab   5

1   1 

其中： ，即 中的元素 x在 中对应的元素仍为 x， 是 到 的同态映射。xx )( 1   1 

由 “一个群和它的商群同态，并且抽象地看，一个群只能和它的商群同态” （《离散

数学》254页） ，可知 是 的商群；由定理：“设 为群，而 是 的任一个不变
 6  1 G M G

子群，那么必有群同态满射 ，其中： ” （也可参考《离散数学》
M
GG: xMx )(  7

定理 17.23）， 可知 是 到 的同态满射。 1 

再由《离散数学》253 页的定理：“若 是群 到群 的同态映射，那么 的 ,G ,G 
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核 ker（ ）是 G的不变子群，而且， ” ，“在同态之下，单位元映到单位 GG


)ker(
 6

元、逆元映到逆元” ； “ 的单位元 的全部原象（逆象）作成的集合
 5 G e

叫做 的核，记为 ”。})(|{ exGx    )(Ker

因为 与 的单位元都是 1 ，显然，这里讨论的映射 ： 的核为 N={1}即1   1 

“ ”， 根据上述定理得 ，因而 ;即 与 是同构群。}{eN  

N
1 1 1 

由同构群的定义： “设两个群 ， 若使 中任意两元 a，b的乘积与 中的相应1G 2G 1G 2G

元的乘积对应，而且只与这个乘积对应，即 ；具有这个性质的 到 上的一
''')( baab  1G 2G

对一的对应，称为一个同构” ；根据“在同构之下，一个群的单位元、逆元、子群分别 5

对应到另一个群的单位元、逆元、子群” ，因为存在映射 ： ，其中：
 5  1 

，即 中的元素 x在 中对应的元素仍是 x， 是 到 的同构映射、属于一一xx )( 1   1 

映射（已知 与 有一个共同元素 b、逆元同为 、单位元同为 1）；由此推得 与1  1b 1 

的元素是以相等的对应关系（可逆的对应法则）一一对应的、即一一对等。

“凡一个群具有者，其同构群亦满足” ； 这里 与 既是同构的，所有元素又是
 3

1 

共同的，所以 与 有相同的与代数运算有关的性质。1 

因为满足方程 与方程组 ，01]11[  qp xuqx ）（ 01]11[  qp xuqx ）（

，01]11[ 2  qp xqux ）（ 01]11[ 3  qp xqux ）（

也是按上述方法构成的群的一种与代数运算有关的性质；由于01]11[  qp
i xqux ）（

与 是同构群，所以， 的哪些位置上的元素满足方程1  1

，那么， 中对应的那些位置上的元素也满足方程01]11[  qp xuqx ）（ 

。同理 的哪些位置上的元素满足上述方程组，则 中对应01]11[  qp xuqx ）（  1

的那些位置上的元素也满足上述方程组。

由此可知：若 中的某个位置上的元素是由哪些位置上的元素按照代数运算而得到的，1

则 中这个位置上的元素也是这样 。根据上述推理可知 与 的元素次序也相同；所以，  8
1 
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与 是同一个群、同一个排队集合。1 

由于 与 都是由方程的根 、任意两根之间转化的元素、单位元（为 1）、逆元以及1 

任意两元之积等元素构成的，若方程组 ，01]11[  qp xuqx ）（

，01]11[ 2  qp xqux ）（ 01]11[ 3  qp xqux ）（

与方程 有一个或若干个不同的01]11[  qp
i xqux ）（ 01]11[  qp xuqx ）（

根，那么 与 二者任意一个相同位置上的元素、不可能都是由某些相同位置上的二者共1 

同的元素、按相同的代数运算而得到的；也就是说二者与代数运算有关的性质不可能完全相

同；这与上述结论矛盾。所以方程组 ，01]11[  qp xuqx ）（

，01]11[ 2  qp xqux ）（ 01]11[ 3  qp xqux ）（

与方程 的所有根都是一致的。01]11[  qp
i xqux ）（ 01]11[  qp xuqx ）（

因为方程 与方程 的次数相01]11[  qp xuqx ）（ 01]11[  qp
i xqux ）（

同，复根个数也相同；若把每一个确定的 值所对应的方程iu 01]11[  qp
i xqux ）（

的根 x值，也按照与上述同样的条件及复合规则构成群，即 对应的群分别是iuuuu 32 ,,

， ， … ；则同理可得：所有这些群与 都有相同的与代数运算有关的性质；1 2 3 i 

都是同一个群、同一个排队集合；而且方程组 ，01]11[  qp xuqx ）（

，01]11[ 2  qp xqux ）（ 01]11[ 3  qp xqux ）（

与每一个确定的 值所对应的方程01]11[  qp
i xqux ）（

iu

的所有根都是一致的。01]11[  qp
i xqux ）（

所以，方程 的根与每一个确定的 值所对应的方程01]11[  qp xuqx ）（
iu

的根 x值也都是一致的。01]11[  qp
i xqux ）（

也就是说，方程 ， ，01]11[  qp xuqx ）（ 01]11[ 2  qp xqux ）（

中的 值只有一个，01]11[ 3  qp xqux ）（ 01]11[  qp
i xqux ）（

iu

即 ；而 的值可由 按照上述方法推出，表明方程 只有一uui  iu acb ii  01  ）（ pq ax
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个根 b；因为 q≥2，p＞2，这与“每个 n次代数方程在复数域中有 n个根，而且只有 n个根”

的定理矛盾；所以，假定不成立。

由此可知：除了 8= ，9= 以外，q是素数，p为奇素数时，不定方程
32 23 qp yx 1

无其它正整数解。而且找到了只有 8= ，9= 满足不定方程 的根本原因。
32 23 qp yx 1

3. 结论

由上述证明可知：不定方程 ，其中 p ，q均是素数时没有（除了 8= ，
qp yx 1 32

9= 以外的）正整数解；若 ，k、j∈ 且 k、j不全是素数时，有正整数解，则
23 jk yx 1 N

可化为 的形式，v、w∈ ,与已证明的结果矛盾；所以凯特兰猜想已完全
qwpv yx )(1)( 11  N

获证。
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The Simple and direct proof of Catalan conjecture

Tang Zizhou Tang Shijie
(The middle school of Qie MoCounty in Xinjiang 841900)

Abstract Has used the reduction to absurdity for Catalan conjecture , the proposition changes
method, according to Abel group theory and the theory of numbers theorem simple and direct
proved the conjecture 。

Key words Catalan conjecture ; Pythagorean Numbers theorem; the proposition changes
method ; Abel group
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