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摘　要　本文利用面波散射的模式耦合方法，基于波恩近似和远场假设，研究了有限频率面波三维灵敏度核，针对

面波在工程应用中常遇到的水平分层的背景介质模型，计算了介质扰动引起的面波相位和幅度扰动的三维灵敏度

核，分析了模式耦合对三维灵敏度核的影响．结果表明，仅考虑模式自身耦合的ＪＷＫＢ近似，介质密度和波速扰动

引起的三维灵敏度核可以蜕化为面波相速度扰动的二维灵敏度核，有限频率面波成像和传统基于射线的方法类

似，可以分两步进行，只需在纯路径反演过程中将基于大圆路径假设下的一维灵敏度核用二维灵敏度核取代．如果

交叉模式耦合的影响不能忽略，在反演时必须引入三维面波灵敏度核，直接对介质参数进行反演．
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１　引　言

地震层析成像是研究地球内部结构和深部孕震

环境的重要手段，自２０世纪７０年代发展以来，地震

层析成象方法，包括体波走时成像和面波层析成像，

主要都是基于波传播的几何射线理论．对于体波来

说，认为波沿连接震源和台站的几何射线路经传播，

对于面波来说，认为波沿连接震源和台站的大圆路

经传播，这是目前绝大多数层析成象方法的理论假

设．然而，射线理论仅仅是波动理论的一个高频近

似，在实际中，地震记录通常含有有限的频率成分．

其带宽限制表明，波的传播不是沿我们称为射线的

无限窄的区域传播，而是扩展到沿射线周围的一个

体积有限区域［１，２］，该区域称为菲涅耳区（Ｆｒｅｓｎｅｌ

ｚｏｎｅ）
［３］．

以体波走时成像为例，传统基于射线理论的方

法只有射线穿过的介质参数扰动影响波的到时，这

种扰动造成走时的提前或延迟，沿射线路径将记忆

走时的这种改变，直到信号被接收．对于高频的波来

说，正是利用这种走时的改变，通过对穿过非均匀体

的多条射线进行拟合达到成像目的．对于有限频率

的波场，或者非均匀体的尺度和波场可比，波将发生

散射和衍射现象，这种现象将造成波前的复原

（ｗａｖｅｆｒｏｎｔｈｅａｌｉｎｇ）
［４，５］，即随着传播距离的增加，

由于散射和衍射，来自非均匀体周围不同方向的波

相消干涉，会自动补偿波在非均匀体内部传播引起

的走时的提前或延迟，使得走时的改变不会一直记

忆到信号被接收．如果此时仍然采用射线理论，将会

造成走时测量的错误，从而影响成像结果．相反，偏

离射线的小尺度非均匀体，则可能引起走时的改

变［６～９］，这种改变在射线理论中并未考虑，这意味

着，基于射线理论的方法，不能很好地分辨小尺度的

三维非均匀结构．为此，人们提出了有限频率地震波

层析成像理论［１０～１２］，对于速度大致呈梯度变化的地

球介质来说，反演中用到的灵敏度核，即表征介质参

数扰动对走时扰动敏感程度的物理量，类似香蕉甜

甜圈形状，因此这种理论又被称为香蕉甜甜圈

（ｂａｎａｎａｄｏｕｇｈｎｕｔ）理论
［１３，１４］．很多研究者给出了有

限频率体波走时和波形灵敏度核，并将其用于成像

中［１５～１９］，和射线理论的结果进行了对比．本文主要

关注有限频率面波成像问题．

由于面波的多模性和模式之间的耦合，及面波

层析成像的二维特征，和体波走时成像不同，有限频

率面波的三维灵敏度核，并不是香蕉－甜甜圈形状．

针对球状地球模型，在远场和波恩近似下，Ｚｈｏｕ

（２００４）研究了有限频率面波层析成像中的灵敏度

核［２０］，并讨论了模式耦合的影响，而后又将这种

研究扩展到黏弹性［２１］和径向各向异性情形［２２］．

ＹｏｓｈｉｚａｗａａｎｄＫｅｎｎｅｔｔ（２００５）则采用另一种方法
［２３］，

基于波恩和 Ｒｙｔｏｖ近似，利用面波势的表示，给出

了有限频率面波灵敏度核．对于多次散射情形，

Ｆｒｉｄｅｒｉｃｈ（１９９９）
［２４］和 Ｍａｕｐｉｎ（２００１）

［２５］曾经考虑过

各向同性和任意各向异性介质中面波的散射理论，

而且包含了近场的影响，目前这种方法还没有用于

有限频率面波成像中．另一种处理面波散射的方法

是直接求解积分方程［２６］，实现面波的全散射．对于

具有２１个弹性常数的弱各向异性介质，Ｃｈｅｎａｎｄ

Ｔｒｏｍｐ（２００７）的研究发现
［２７］，面波传播主要受１３

个参数的影响，这１３个参数是２１个独立弹性常数

的不同组合．Ｓｉｅｍｉｎｓｋｉ等（２００７）采用伴随谱元方

法［２８］，计算了各向异性介质中这１３个参数的面波

灵敏度核，并分析了不同参数对不同模式面波影响

的权重大小［２９］．

和体波相比，面波占据了地表附近能量的绝大

部分，因此在浅层工程勘探中，面波方法也获得了广

泛的应用［３０～３３］．在面波浅层勘探中，通常假定探测

对象是均匀水平分层介质，在地表布置线性排列的

检波器接收面波信号，提取面波的频散曲线，然后对

频散曲线反演获得二维的剪切波速度剖面．通过对

多条测线进行同样的处理，可以获得工区简单的三

维速度结构．和大尺度的天然地震层析成像类似，这

个过程和均匀水平分层的前提假设相矛盾．要获得

真正的三维速度结构，就需要考虑散射面波的三维

反演，在面波浅层勘探领域，这个工作目前还主要集

中在正演方面［２４～２６，３４，３５］，国外有学者开展过散射面

波的反演工作［３６～３８］，但主要集中在一些简单的数值

模型和超声实验研究，并且在反演中对模型做了相

当简单的假设，比如仅考虑密度的扰动［３８］．散射面

波反演的一个重要工作即是计算三维体扰动对散射

场的灵敏度，本文针对面波在浅层勘探工程中的应

用，基于单次散射和远场假设，计算各向同性介质情

形介质密度和波速扰动的灵敏度核，通过一个数值

例子，分析有限频率面波三维灵敏度核的特征，考察

模式耦合对灵敏度核的影响．第二和第三部分对基

于射线理论和有限频率理论面波层析成像，及模拟

面波散射的模式耦合方法进行了较为详细的评述，

主要侧重物理概念的理解．

６５
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２　面波层析成像：从射线理论到有限

频率

如图１所示，在传统的面波层析成像中，假设面

波沿连接两个台站的大圆路径传播［３９］，通过处理研

究区域内不同路径传播的面波，获得经过每一个大

圆路径的面波相速度后，对研究区域进行分块，然后

根据射线穿过不同块体的路径，对所有块体的面波

相速度进行拟合．对于单个模式，整个路径的平均相

速度的分数扰动和每个块体的局部相速度的相对扰

动之间的关系，可以通过沿射线的路径积分用下式

表示［４０］

δ珋犮

珋犮
＝
１

犔∫ｒａｙ
δ犮
犮
ｄ犾， （１）

珋犮是面波沿整个路径传播的平均相速度，犮是面波在

每个分块体内的局部相速度，δ犮表示相速度犮的扰

动量（下同，变量前面加δ表示该量的扰动），它们均

是频率的函数，犔是大圆路径的长度．对不同的周

期，重复这个过程，就可以得到不同周期的面波相速

度分布图．这个过程对整个介质而言，其分块是二维

的，即仅在水平方向对介质进行剖分，沿深度方向，

面波相速度的变化是由面波的穿透深度来反映的，

实际由面波模式沿深度的特征函数分布决定．在图

（１）中，沿大圆路径下方，给出了单个模式的特征函

数示意图．

前述过程是面波层析成像的第一步，这一步得

到了不同周期（反应深度方向的维度）的面波相速度

图１　从震源Ｓ点，沿大圆路径传播到接收位置Ｒ的面波

射线，在大圆路径下方给出了面波模式的特征函数示意

图，修改自（Ｍａｕｐｉｎ，２００７）
［４１］

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｒａｙｐａｔｈａｌｏｎｇｔｈｅｇｒｅａｔｃｉｒｃｌｅｃｏｎｎｅｃｔｅｄｔｈｅｓｏｕｒｃｅ

ＳａｎｄｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒＲ．Ｔｈｅｍｏｄｅｅｉｇｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓａｌｓｏ

ｐｌｏｔｔｅｄｂｅｌｏｗｔｈｅｒａｙｐａｔｈ．Ａｄａｐｔｅｄｆｒｏｍ（Ｍａｕｐｉｎ．２００７）
［４１］．

在水平面内的（水平方向的维度）分布．从方程（１）可

以看出，在这一步中，沿整个大圆路径，局部相速度

的扰动对整个路径平均相速度扰动的灵敏度核是常

数１／犔，即灵敏度核犓犮１Ｄ 是一维的，且犓
犮
１Ｄ ＝１／犔，

这意味着，忽略了偏离大圆路径的介质参数扰动．

第二步是根据第一步得到的不同块体的相速度

频散曲线反演该块体的介质参数．这个过程通常假

定该块体是横向均匀的，只反演介质参数随深度的

变化．对于各向同性情形，介质参数的扰动对相速度

扰动的灵敏度核是一维的，即

δ犮
犮
＝∫狕 犓

α
１Ｄ
δα
α
＋犓β１Ｄ

δβ
β
＋犓ρ１Ｄ

δρ［ ］
ρ
ｄ狕， （２）

这里α，β和ρ分别是介质的纵波速度、横波速度和密

度，犓 表示对应介质参数扰动的灵敏度核，下标１Ｄ

表示该灵敏度核是一维的．方程（１）和（２）构成了传

统两步法面波层析成像的基础．将方程（２）带入方程

（１），可以得到
［４０］

δ珋犮

珋犮
＝
１

犔∫ｒａｙ∫狕 犓
α
１Ｄ
δα
α
＋犓β１Ｄ

δβ
β
＋犓ρ１Ｄ

δρ［ ］
ρ
ｄ狕ｄ犾，（３）

利用方程（３）可以直接由大圆路径的相速度反演介

质参数．

从前述过程可以看出，在大圆路径假设下，忽略

了偏离大圆路径介质扰动对面波传播的影响，这仅

在高频射线近似下成立．通常地震记录的频带总是

有限频宽的，如果介质的非均匀尺度和波长可比，就

必须考虑偏离大圆路径的介质扰动对面波传播的影

响，方程（１）中的灵敏度核和所考虑的整个区域内

（水平方向的维度）的介质扰动都有关系，此时方程

（１）可以写为

δ珋犮

珋犮
＝∫狊犓

犮
２Ｄ
δ犮
犮
ｄ狓ｄ狔， （４）

由于波场的干涉作用，对灵敏度核起主要作用的范

围集中在沿射线附近分布的第一菲涅带．将方程（２）

代入方程（４），可以得到有限频率下关于介质参数扰

动的三维灵敏度核：

δ珋犮

珋犮
＝∫狏 犓

α
３Ｄ
δα
α
＋犓β３Ｄ

δβ
β
＋犓ρ３Ｄ

δρ［ ］
ρ
ｄ狓ｄ狔ｄ狕， （５）

对于更一般的线性地震层析成像情形，观测数据和

模型参数之间的关系可以广义地写成如下形式：

δ犱／犱＝∮狏∑犓犿
δ犿（ ）犿 ｄ狏， （６）

δ犱／犱表示观测数据的相对扰动，可以是波速，走时，

或者波形等；δ犿／犿表示模型参数的相扰动，犓犿 称

为Ｆｒéｃｈｅｔ核，它表示模型参数的扰动对数据扰动

的灵敏程度，这也是将其称为灵敏度核（Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ

７５
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ｋｅｒｎｅｌ）的原因，在反演算法中，该量是控制模型扰动

的重要参数．

对于有限频率面波成像，方程（５）构成了其理论

基础．从基于射线近似的面波成像到有限频率的面

波成像，只需用方程（５）中的三维灵敏度核代替方程

（３）中的一维灵敏度核即可．求取三维灵敏度核的基

础，是求解三维非均匀体对于面波的散射，下一节我

们讨论模拟面波散射的模式耦合法．

３　面波的散射：模式与模式耦合

模拟地震波的传播与散射，通常有三种典型的

方法，即纯数值方法，比如有限元、有限差分、谱元

等；射线追踪理论；以及简正模理论．纯数值方法几

乎可以处理任意复杂结构中的波动理论，但是这种

方法很难描述问题的物理意义；射线理论是高频近

似下的一种结果，主要用于体波的射线追踪；简正模

理论用于模拟地球的自由震荡，这种方法将地球视

为有限的球体．类似于拨动的弦和振动的单摆，球状

地球的任意震动可以用一系列简正模式的叠加来描

述，这些简正模式在数学上构成了一组完备正交集，

求得这些模式的特征值和特征向量之后，对于不同

的激发方式，求解不同模式的激发幅度，通过叠加求

和即可求得任意一点的振动．对于球状地球来说，这

些模式称为简正模（ＮｏｒｍａｌＭｏｄｅｓ），它描述了地球

在一定震源的激发下引起的地球整体的震荡，即相

当于地震波从震源沿球状地球反向传播叠加形成的

驻波解，因此它由一系列离散的谱线构成．相对于纯

数值方法和射线理论，这种方法具有明确的物理意

义和完美的数学描述，作为一种半解析的方法，通常

用于检测数值方法的可靠性．由于对于高频情形，需

要计算的模式个数较多，比较适于模拟低频波的

传播．

在浅层勘探领域，由于尺度较小，通常将地球视

为水平分层介质．与球状地球的自由震荡理论类似，

可以用地震面波模式（Ｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅｍｏｄｅｓ）的求和

来描述质点的振动，不同的是，此时的面波模式是沿

介质表面传播的行波解，其谱特征是连续的．与简正

模相比，面波模式不是完备集，即通过面波模式的求

和，不能包含介质内传播的所有震相．这可以通过模

式和射线之间的关系来说明：由震源激发的波，在介

质不同分层之间来回反射和折射，大部分能量被限

制于近地表分层介质中，面波模式就是用于描述这

部分能量的，因此，频率域中面波的多模和空间域中

来回反射的射线的多径，实际是波场的不同表述形

式．和视为有限大小的球状地球不同，水平层状介质

是无限的，除了限制于层间来回反射的能量外，还有

少部分能量是辐射到最底部无限半空间中的，面波

模式不能描述这部分能量，因此面波模式不是完备

集．有人考虑锁模近似（Ｌｏｃｋｍｏｄｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ）

技术［４２］，在最底层引入一个高速反射介面，将能量

限制在层状波导中来解决这一问题，但这种方法引

入的是一个非物理的边界条件．Ｍａｕｐｉｎ（１９９６）则通

过引入辐射模式的概念［４３］，用来描述辐射到半空间

中这部分能量．

本文考虑均匀各向同性弹性分层半空间中的面

波情形，只考虑传统实数特征值的面波模式，这对于

面波在浅层勘探中的应用是足够的．对某个模式

犿，在接收点犡的位移，可以表示为

狌犿（犡，ω）＝犛犿（ω）犈犿（狕，ω）ｅ
ｉ犽犿狉， （７）

犛犿（ω）为源的激发幅度，通常是求解面波激发问题

的待求量，犈犿（狕，ω）为模式的特征函数，它是深度狕

的函数，只和介质的几何和物理参数有关，和震源以

及波前形状和传播方向无关．ｅｉ犽犿狉 为远场水平方向

的波函数，考虑近场情形时，可以用 Ｈａｎｋｅｌ函数代

替．公式（７）中深度方向和水平方向的变量是分离

的，这是面波模式的一个重要性质，也是传统两步法

面波层析成像的基础．另一个重要特征是面波模式

特征函数的正交，这意味着在均匀分层介质中面波

模式是独立传播的．

当存在横向非均匀体时，独立传播的模式将会

被非均匀体散射，如果散射体尺度不大，或者相对背

景介质，参数的扰动较弱，散射场仍然可以用背景介

质中的面波模式来表示，只是这些模式将不再独立，

相互耦合（ｃｏｕｐｌｉｎｇ）在一起
［４１］，通过求解不同模式

之间的耦合系数，可以求解面波的散射场，进而求解

有限频率面波三维灵敏度核．从理论上来说，考虑横

向非均匀的介质作为背景模型也是可能的，比如

Ｃｈｅｎ（２００７）
［４４］曾研究了非规则层状介质中广义的

拉夫波模式，相对横向均匀情形，其理论处理十分复

杂，而且对于横向非均匀的介质，模式通常不能写成

变量分离的形式．由于实际反演中，一般都假定参考

模型是横向均匀的，然后在此基础上对模型进行扰

动，因此我们选取横向水平分层介质作为参考模型

考虑面波的散射问题．

模式耦合法（Ｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ）模拟面波散射的

经典工作是由Ｓｎｉｅｄｅｒ（１９８６）奠定的
［３６］，他给出了

远场和波恩近似下面波模式之间的耦合系数，随后

８５
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图２　波恩近似下（单次散射）的模式与模式耦合示意图及

几何坐标关系，左图修改自（Ｓｎｉｅｄｅｒ，２００２）
［４６］

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｖａｒｉａｂｌｅｓｆｏｒｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅｍｏｄｅｓ

ｕｎｄｅｒＢｏｒｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ．Ｌｅｆｔｐａｎｅｌａｄａｐｔｅｄｆｒｏｍ

（Ｓｎｉｅｄｅｒ，２００２）
［４６］

又将均匀分层介质的情形推广到球状地球简正模的

情形［４５］．Ｍａｕｐｉｎ（２００１）将该方法推广到任意各向异

性介质情形［２５］，且未作远场假设和波恩近似，实现

了面波的多次散射．这里我们采用Ｓｎｉｄｅｒ的方法，

如图２所示的水平方向的坐标关系，对于水平均匀

分层介质，远场近似下，面波的格林函数在球坐标中

可以表示成并矢形式［４６］

犌（犛，犡）＝狆
犿（狕，φ）

ｅｉ
（犽犿犚＋π

／４）

π犽犿犚／槡 ２
狆
犿（狕狊，φ），（８）

犛表示源点，犡表示场点，表示共轭转置．为简洁，

这里忽略了对模式的求和，仅给出了单个模式的形

式，用犽犿 表示模式犿 的水平方向波数，对实际存在

的多个模式的情形，需要对所考虑的模式进行求和．

狆为面波的极化矢量，对于瑞利波和拉夫波分别

为［３６，４６］

狆
犿
Ｒａｙｌｅｉｇｈ（狕，φ）＝犞

犿（狕）犲犚 ＋ｉ犝
犿（狕）犲狕，

狆
犿
Ｌｏｖｅ（狕，φ）＝犠

犿（狕）犲φ，
（９）

犞 和犝 分别表示瑞利波径向和垂直方向的特征函

数，犠 表示Ｌｏｖｅ波横向特征函数．每个方向的单位

矢量用向量犲加相应方向的下标表示．这里我们采

用归一化引子［３６，４７］

８犮犝犐１ ＝１， （１０）

其中犝 为群速度，犐１ 为能量积分．

根据格林函数的物理意义，如果在源点由单向力

犉激发波场，则沿犚传播的一次场，可以表示为
［３６，４６］

狌（犡）＝狆
犿（狕，φ）

ｅｉ
（犽犿犚＋π

／４）

π犽犿犚／槡 ２
狆
犿（狕狊，φ）·［ ］犉 ，（１１）

如果在犡０ 处存在散射体，在波恩近似和远场假设

下，散射体引起的位移的扰动可以表示为

δ狌＝∫狊狆
狀（狕，φ２）

ｅｉ
（犽犿犚２＋π

／４）

π犽犿犚２／槡 ２
Ω犿狀

×
ｅｉ
（犽犿犚１＋π

／４）

π犽犿犚１／槡 ２
狆
犿（狕狊，φ１）·［ ］犉 ｄ狊， （１２）

其中

Ω犿狀 ＝∫狕 Ω
ρ
犿狀
δρ
ρ
＋Ω

犮犻犼犽犾
犿狀

δ犮犻犼犽犾
犮犻犼（ ）

犽犾

ｄ狕， （１３）

Ω犿狀 称为模式耦合系数，犮犻犼犽犾 为介质弹性常数．对于

入射的面波模式犿，由于介质参数的扰动，一部分

能量会转换为模式狀，耦合系数则表示了能量转换

的大小．如图２所示，转换后的模式狀沿路径犚２ 传

播至接收位置，和从大圆路径犚传播的一次场构成

了地震面波记录的总场．式（１２）是水平方向的面积

分，沿深度方向上的积分隐含在耦合系数（１３）式中，

这是（７）式变量分离的结果．Ｓｎｉｅｄｅｒ（１９８６）给出了

式（１２）的完美数学描述
［３６］：从右至左，面波模式犿

由源以一定的辐射方式被激发，然后以平面波形式

几何扩散传播至散射体附近，在散射体附近面波模

式互相耦合，耦合之后以模式狀的特征，几何扩散传

播至接收位置，在接收位置以一定的极化方式被

记录．

若令（１２）式中的犿＝狀，即仅考虑模式自身的

耦合，称为ＪＷＫＢ近似，不同模式之间的耦合称为

交叉模式耦合．可以通过考虑处在大圆路径的非均

匀体来考虑两种模式耦合的不同作用．假定非均匀

体恰好处在犚穿过的大圆路径上．如图２所示，即

图中犡０ 处在大圆路径上，共有３个模式传播，其中

一个模式狀１＝犿，另两个模式分别为狀２和狀３ ．若只

考虑模式自身的耦合，模式犿 经非均匀体散射后，

其波前仍然以相同的速度传播，波阵面保持相同，那

么在接收位置处，因介质参数的扰动引起的面波相

速度的扰动主要由面波在非均匀体内部的走时扰动

引起，只要非均匀体处在大圆路径上，非均匀体的位

置对面波相速度的扰动就没有贡献．但对于交叉模

式耦合，模式犿 经散射体转换为模式狀之后，通常

具有不同的相速度，这样模式狀的波前会发生变化，

在接收位置处，模式犿 和模式狀２ 或者狀３ 的叠加会

出现相位的相消或相长干涉，引起接收面波的相位

发生改变，相位的改变程度和非均匀体处在大圆路

径上的位置有关，此时，除了面波穿过非均匀体内部

的走时对面波相速度的扰动有贡献外，交叉模式之

间的耦合也会引入面波相速度的改变．

４　有限频率面波３Ｄ灵敏度核

求得（１３）式中的耦合系数之后，即可给出有限

９５
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频率面波的三维灵敏度核表达式．（１３）式中耦合系

数是作用于介质密度和弹性常数的扰动量，其具体

表达式可以参见文献（Ｍａｕｐｉｎ，２００１）
［２５］和（钱美平

等，２００８）
［３５］，在实际的反演问题中，我们直接关注

的是介质的波速和密度．对于均匀各向同性情形，根

据波速与介质密度和弹性常数之间的关系，可以得

到波速扰动和弹性常数扰动之间的关系［２０］：

２ρβδβ＝δμ－β
２
δρ，

２ραδα＝δλ＋２δμ－α
２
δρ，

（１４）

　　根据（１４）式，可以将密度和弹性常数扰动的耦

合系数转换为关于介质纵波和横波速度的耦合系

数．表１给出了不同面波模式之间的耦合系数，其中

特征函数上方的黑点表示对深度狕的微分．Ｚｈｏｕ

（２００４）采用类似的方法
［２０］，利用简正模的耦合，给

出了球状地球介质参数扰动引起的耦合系数，她的

方法主要用于全球面波层析成像．这里我们主要关

注面波在工程勘察中的应用，考虑水平分层介质的

面波模式耦合．

表１　面波模式之间的耦合系数，犿表示入射的面波模式，狀表示散射的面波模式，θ＝φ２－φ１ 为散射角

犜犪犫犾犲１　犆狅狌狆犾犻狀犵犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊犫犲狋狑犲犲狀狊狌狉犳犪犮犲狑犪狏犲犿狅犱犲狊，犻狀犮犻犱犲狀狋犪狀犱狊犮犪狋狋犲狉犲犱犿狅犱犲狊犪狉犲

犱犲狀狅狋犲犱狉犲狊狆犲犮狋犻狏犲犾狔犫狔犿犪狀犱狀，θ＝φ２－φ１狋犺犲狊犮犪狋狋犲狉犲犱犪狀犵犾犲

不同参数扰动 模式耦合系数的表达式

ＲａｙｌｅｉｇｈＲａｙｌｅｉｇｈ

Ωρ犿狀

ρω
２（犝狀犝犿＋犞狀犞犿ｃｏｓθ）－ρ（α

２－２β
２）（犽狀犞狀＋犝

·
狀）（犽犿犞犿＋犝

·
犿）

－ρβ
２（犽狀犽犿犞狀犞犿＋２犝

·
狀犝
·
犿）－ρβ

２（犽狀犝狀－犞
·
狀）（犽犿犝犿－犞

·
犿）ｃｏｓθ

－ρβ
２犽狀犽犿犞狀犞犿ｃｏｓ２θ

Ωβ犿狀

４ρβ
２（犽狀犞狀＋犝

·
狀）（犽犿犞犿＋犝

·
犿）－２ρβ

２（犽狀犽犿犞狀犞犿＋２犝
·
狀犝
·
犿）

－２ρβ
２（犽狀犝狀－犞

·
狀）（犽犿犝犿－犞

·
犿）ｃｏｓθ－２ρβ

２犽狀犽犿犞狀犞犿ｃｏｓ２θ

Ωα犿狀 －２ρα
２（犽狀犞狀＋犝

·
狀）（犽犿犞犿＋犝

·
犿）

ＲａｙｌｅｉｇｈＬｏｖｅ

Ωρ犿狀 ρω
２犞狀犠犿ｓｉｎθ＋ρβ

２（犽狀犝狀－犞
·
狀）犠

·
犿ｓｉｎθ－ρβ

２犽狀犽犿犞狀犠犿ｓｉｎ２θ

Ωβ犿狀 ２ρβ
２（犽狀犝狀－犞

·
狀）犠

·
犿ｓｉｎθ－２ρβ

２犽狀犽犿犞狀犠犿ｓｉｎ２θ

Ω
α
ｍｎ ０

ＬｏｖｅＲａｙｌｅｉｇｈ

Ωρ犿狀 －ρω
２犞犿犠狀ｓｉｎθ－ρβ

２（犽犿犝犿－犞
·
犿）犠

·
狀ｓｉｎθ＋ρβ

２犽犿犽狀犞犿犠狀ｓｉｎ２θ

Ωβ犿狀 －２ρβ
２（犽犿犝犿－犞

·
犿）犠

·
狀ｓｉｎθ＋２ρβ

２犽犿犽狀犞犿犠狀ｓｉｎ２θ

Ωα犿狀 ０

ＬｏｖｅＬｏｖｅ

Ωρ犿狀 ρω
２犠狀犠犿ｃｏｓθ－ρβ

２犠
·
狀犠
·
犿ｃｏｓθ－ρβ

２犽狀犽犿犠狀犠犿ｃｏｓ２θ

Ωβ犿狀 －２ρω
２犠
·
狀犠
·
犿ｃｏｓθ－２ρβ

２犽狀犽犿犠狀犠犿ｃｏｓ２θ

Ωα犿狀 ０

　　一般的面波层析成像，比如基于（５）式的相速度

成像，仅仅利用了面波的相位信息，对于散射波成

像，面波的相位和幅度信息都是有用的．下面分析面

波的相位和幅度扰动的灵敏度核．根据公式（７）的形

式，可以将面波位移表示成如下形式［４８］，

狌＝犃ｅ
ｉψ， （１５）

犃和ψ分别为位移的幅度和相位．介质参数相对背

景模型的扰动会引起幅度和相位的扰动，地震层析

成像的目的就是利用地震记录的这种扰动，推断介

质参数的扰动，参考模型通常是作为初始模型或先

验信息输入反演算法．实际遇到的反问题，通常假定

介质的扰动很弱，引起的位移扰动相对一次场也很

弱，即δ狌 狌，此时，波恩近似是适用的．对方程

（１５）进行扰动，可以得到

δ狌＝
δ犃
犃
＋ｉδ（ ）ψ狌． （１６）

根据（１６）式，可知δ狌／狌的实部是幅度的相对扰动，

虚部是相位的扰动，即

０６
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δψ＝Ｉｍ
δ狌（ ）狌 ＝∫狏 犓

α
ψ

δα
α
＋犓βψ

δβ
β
＋犓ρψ

δρ［ ］
ρ
ｄ狏，

δ犃
犃
＝Ｒｅ

δ狌（ ）狌 ＝∫狏 犓
α
犃
δα
α
＋犓β犃

δβ
β
＋犓ρ犃

δρ［ ］
ρ
ｄ狏．

（１７）

其中位移的相对扰动可根据方程（１１）和（１２）得到

δ狌
狌
＝
狆
狀（狕，φ２）

狆
犿（狕，φ）

ｅｘｐｉ犽狀犚２＋犽犿犚１－犽犿犚＋π／（ ）［ ］４

π犚１犚２／（２犚槡 ）

×Ω犿狀ｄ狏
狆
狀（狕，φ１）·犉

狆
犿（狕，φ）·犉

， （１８）

犓犃和犓ψ
分别表示相对幅度扰动和相位扰动的灵敏

度核，上标α，β，ρ分别对应纵波速度，横波速度和密

度的扰动．将表（１）中对应的耦合系数带入（１８）式，

即可得到有限频率面波３Ｄ灵敏度核．比如，将表

（１）中ＲａｙｌｅｉｇｈＲａｙｌｅｉｇｈ模式耦合中横波速度扰动

的耦合系数Ωβ犿狀 带入（１８）式，可以得到横波速度扰

动引起的相对幅度和相位扰动的３Ｄ灵敏度核：

犓βψ＝Ｉｍ｛狆
狀（狕，φ２）

狆
犿（狕，φ）

ｅｘｐｉ犽狀犚２＋犽犿犚１－犽犿犚＋π／（ ）［ ］４

π犚１犚２／（２犚槡 ）

×Ωβ犿狀
狆
狀（狕，φ１）·犉

狆
犿（狕，φ）·犉

｝， （１９）

犓β犃 ＝Ｒｅ｛狆
狀（狕，φ２）

狆
犿（狕，φ）

ｅｘｐｉ犽狀犚２＋犽犿犚１－犽犿犚＋π／（ ）［ ］４

π犚１犚２／（２犚槡 ）

×Ωβ犿狀
狆
狀（狕，φ１）·犉

狆
犿（狕，φ）·犉

｝． （２０）

５　数值例子

本节利用前述的理论和方法，针对一个两层的

水平分层背景介质模型，计算有限频率面波灵敏度

核，模型的几何和物理参数如表２所示．特征函数的

计算采用Ｓａｉｔｏ的程序
［４９，５０］．

表２　参考模型的几何结构和介质参数

犜犪犫犾犲２　犜犺犲犵犲狅犿犲狋狉狔犪狀犱狆犺狔狊犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

狅犳狋犺犲狉犲犳犲狉犲狀犮犲犿狅犱犲犾

ρ／（ｋｇ·ｍ
－３） α／（ｍ·ｓ－１） β／（ｍ·ｓ

－１） 犺／ｍ

２５００ ４０００ ２５００ ２０

２８００ ５０００ ３０００ ∞

　　图３ａ给出了该模型瑞利波和拉夫波的相速度

频散曲线，目前在面波的工程应用中，获得测量的相

速度频散曲线后，在介质横向均匀的假设下，通过不

断调整预测模型，使预测模型的相速度和测量的相

速度满足一定的拟合误差，认为该预测模型就是要

反演的结果．对于单个模式的反演来说，深度方向的

分辨率主要取决于信号的频率，较低的频率具有较

深的勘探深度，其灵敏度核，即相速度关于介质参数

的偏微分沿更大的深度范围分布．对于多模式的联

合反演，通常同一频率下，高阶模式具有更深的勘探

深度．图３（ｂ，ｃ）给出了３３６Ｈｚ时，３个瑞利波模式

和拉夫波模式相速度关于介质横波速度的偏微分，

即犮／β，和式（２）中一维灵敏度核的关系式犓
犮
１Ｄ＝

（β／犮）·（犮／β）．可以看出，基阶模式对近地表信息

更为敏感，高阶模式则反映较深部的信息．正如前面

讨论的，在大圆路径假设下（对于工程应用来说，震

源和检波器通常沿直线布设，假定面波的传播沿该

直线路径传播，测量的频散信息只反应该路径下的

介质信息），反演中用到的灵敏度核是如图３（ｂ，ｃ）

所示的一维灵敏度核，没有考虑偏离直线路径的介

质扰动的影响．

对于区域地震面波相速度成像，其第一步是根

据公式（１）反演纯路径的平均相速度，第二步和工程

应用中的面波反演方法一致，根据公式（２）调整预测

图３　两层水平分层介质模型中，面波模式的相速度频散曲线（ａ）和关于横波速度的偏微分沿深度的分布（ｂ，ｃ）

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅｆｏｒａｔｗｏ－ｌａｙｅｒｅｄｍｏｄｅｌｓｈｏｗｎｉｎＴａｂｌｅ１（ａ），

ａｎｄｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｓｈｅａｒｗａｖｅｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｂ，ｃ）
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模型对相速度进行拟合．利用数字处理技术获得面

波的相速度之后，整个反演过程均不涉及面波的激

发问题．而有限频率面波成像，考虑实际波的传播与

散射，其灵敏度核是三维的，和震源的辐射模式有

关，对于面波的工程应用，一般可以用爆炸点源或者

垂直方向的单向力源模拟面波的激发．本文采用垂

直方向的单位力激发，计算有限频率面波三维灵敏

度核，即令公式（１８）中的犉＝犲狕，除非特殊声明，以

下图中给出的结果均是位移的垂直分量．

图４是基阶模式瑞利波有限频率面波三维灵敏

度核犓β犃 和犓βψ，频率为３３６Ｈｚ，图中只考虑了基阶

模式自身的耦合，即ＪＷＫＢ近似，忽略了交叉模式

之间的耦合．图４（ａ，ｂ）是１０ｍ深度处，灵敏度核在

水平面的分布，分别是相对位移扰动的实部和虚部，

即相对幅度和相位的灵敏度核．可以明显看出，围绕

连接震源Ｓ和接收位置Ｒ的射线路径周围，灵敏度

核呈现菲涅耳带状分布，不单受射线路经的影响，其

主要影响区域是前几个菲涅耳带，在有些面波成像

中，通常只考虑对面波传播影响最大的第一菲涅带．

根据这一物理现象，Ｒｉｚｗｏｌｌｅｒｅｔ．ａｌ．（２００２）
［５１］和

ＹｏｓｈｉｚａｗａａｎｄＫｅｎｎｅｔｔ（２００２）
［５２］在传统面波层析

成像方法的基础上，利用动态射线追踪技术，考虑第

一菲涅带的影响．另外，在传统的成像方法中，引入

类似高斯窗的平滑函数的做法［５３］，其物理作用和考

虑实际的菲涅带类似，只是高斯窗是一个人为引入

的函数，图４（ａ，ｂ）的结果表明，实际的灵敏度核并

不是类似高斯窗那样将射线路径简单拓宽为一个影

响区域，而是一个振荡的菲涅耳带．和速度梯度变化

的地球介质中呈香蕉甜甜圈形状的体波走时灵

敏度核不同，对面波来说沿射线路径的灵敏度核通

图４　不考虑交叉模式耦合时，频率为３３６Ｈｚ的基阶模式瑞利波有限频率三维灵敏度核犓β犃 和犓βψ
（ａ，ｂ）在深度为１０ｍ时，灵敏度核在沿水平方向的分布，（ｃ，ｄ）和（ｅ，ｆ）分别是沿ＡＢ和ＳＲ的剖面．

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｕｒｆａｃｅｗａｖｅ３Ｄｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｋｅｒｎｅｌ（犓β犃ａｎｄ犓βψ）ｏｆｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅ

ｗｉｔｈ３３６Ｈｚｗｉｔｈｏｕｔｔａｋｉｎｇｔｈｅｃｒｏｓｓｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ

（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅａｔｔｈｅｄｅｐｔｈ１０ｍ．（ｃ，ｄ）ａｎｄ（ｅ，ｆ）ａｒｅｔｈｅｐｒｏｆｉｌｅｓａｌｏｎｇＡＢａｎｄＳＲ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

２６



　１期 鲁来玉等：浅层有限频率面波成像中的３Ｄ灵敏度核分析

常不是０．图４（ｃ，ｄ，ｅ，ｆ）分别是沿图４（ａ，ｂ）中所示

的剖面ＡＢ以及震源和接收位置的连线ＳＲ、灵敏度

核沿深度的分布．

ＪＷＫＢ近似相当于表１中的犿＝狀，如果我们进

一步假定前向散射占据主导地位，即令表１的散射

角为０，瑞利波模式之间的耦合系数沿深度的积分

可以表示为

∫狕（犽犞＋犝
·

）２（２ρα２δαα－４ρβ
２δβ
β
－２ρβ

２δρ
ρ
＋ρα

２δρ
ρ
）ｄ狕

＋∫狕 ２犽
２犞２＋２犝

·
２
＋ 犽犝－犞（ ）

·

［ ］２ ２ρβ
２δβ
β
－ρβ

２δρ（ ）ρ ｄ狕

－∫狕ρω
２ 犝２＋犞（ ）２ δρ

ρ
ｄ狕， （２１）

注意到公式（１４）中波速扰动和弹性常数扰动之间的

关系，以及本文所取的归一化引子（１０）式，将（２１）式

与文献［４７］中的（７．７８）式比较［注：该式分母漏掉了

犽２因子］，可以看出（２１）式为－０．５犽
２
δ犮／犮，这表明我

们可以将（１７）式中关于密度和波速扰动的三维灵敏

度核表示成关于面波相速度扰动的二维灵敏度核，

即在水平方向的二维灵敏度核和深度方向的一维灵

敏度核是解耦的，这种解耦关系可以通过面波相速

度的扰动获得．二维灵敏度核的求取，只需将公式

（１８）中Ω犿狀 关于深度的积分去掉，同时乘以－犽
２／２

即可．

水平方向的二维灵敏度核和深度方向的一维灵

敏度核的解耦关系表明，沿深度方向变化主要由面

波特征函数和频率决定，这种解耦关系也是两步法

面波层析成像的基础．在两步法面波层析成像中，基

于射线理论，第一步反演得到的结果称为纯路径平

均的相速度，对有限频率面波成像，只需利用图４

（ａ，ｂ）所示的二维灵敏度核，代替公式（１）中的１／犔，

所得到的二维面波相速度的分布不再是一个纯路径

的平均，可以看成是区域平均的结果，然后再利用公

式（２）中所示的一维灵敏度核，对区域平均的结果进

行反演，得到介质的横波速度，即在ＪＷＫＢ近似下，

有限频率面波成像仍可以和传统成像方法类似，分

两步进行．如果考虑交叉模式耦合的影响，类似图４

（ｃ，ｄ，ｅ，ｆ）中，沿深度方向的灵敏度核不单受某一个

模式的特征函数的影响，随深度的变化将受多个模

式的影响．

图５是考虑交叉模式耦合对基阶模式瑞利波影

响的结果，频率为３３６Ｈｚ．由于对基阶模式瑞利波

来说，交叉模式耦合的影响较小，其三维灵敏度核和

ＪＷＫＢ近似下图４中所示的灵敏度核很难分辨，这

也是一般基阶模式反演只考虑ＪＷＫＢ近似的原

因．为此，我们在图５中给出了两种情况下三维灵敏

度核的差，犓犃 和犓ψ
表示ＪＷＫＢ近似下的结果，

犓犃′ 和犓ψ′
表示考虑交叉模式耦合结果．如图３所

示，在３３６Ｈｚ时，共有３个瑞利波模式和３个拉夫

波模式，由于这里考虑垂直方向的点力源激发，在图

５中，只考虑了３个瑞利波模式之间的交叉耦合，从

定量的估计来看，模式耦合对灵敏度核的影响约在

５％左右，这一点可以根据图中所示的色标数值进行

估计．与图４（ｃ，ｄ）进行对比，可以发现，图５（ｃ，ｄ）

中，沿深度方向出现了明显的波动变化特点，而且在

２０ｍ深度以下，灵敏度核和２０ｍ深度以上处在可

比的数量级，这均不是图４（ｃ，ｄ）中所示的基阶瑞利

波模式的变化特点，更接近于图３ｂ中高阶瑞利波模

式的变化特征．

图６（ａ，ｂ）分别是ＪＷＫＢ近似和考虑交叉模式

耦合时第二阶模式瑞利波的三维灵敏度核，和图５

相比，可以发现，对于本文的模型，交叉模式的耦合

对高阶模式的影响非常重要，这个结果并不奇怪．本

文的模型是一个速度递增的介质，对于这样的模型，

基阶模式的能量占据主导地位，高阶模式能量很小，

从基阶模式耦合到高阶模式的能量也很小，如果考

虑高阶模式的瑞利波入射，在接收点耦合到基阶模

式的能量将很大，这主要有介质模型决定．

模式耦合的影响说明，如果对于某个模式交叉

模式耦合的作用不能忽略，那么有限频率面波成像

将不能按照传统的两步法，先获得纯路径的平均相

速度的二维分布，再反演横波速度结构，因为此时水

平方向的二维灵敏度核和深度方向的一维灵敏度核

是耦合在一起的，公式（５）所示的关于介质参数扰动

的三维灵敏度核，不能简单演绎为公式（４）所示的关

于面波相速度扰动的二维灵敏度核，而是传统两步

法面波层析成像的理论基础．

需要指出，这里给出的灵敏度核均是单色波的

计算结果，因此在对灵敏度核影响较大的振荡菲涅

带周围仍有小幅的振荡存在．实际应用中处理的信

号是具有一定频率范围的时域信号，其灵敏度核可

以通过单色波灵敏度核的叠加求取［５４］，或采用

ｍｕｌｔｉｔａｐｅｒ技术
［２０］，此时，在单色波菲涅带周围的震

荡现象，会因频率临近的信号相消干涉而消失，起主

要作用的是沿射线路径周围分布的菲涅带．单色波

三维灵敏度核的信息已包含了有限频率灵敏度核的

所有信息，这里不再对时域三维灵敏度核进行讨论．

另外，本文主要针对面波的工程应用，只分析了垂直

点力源激发的情况，本文理论同样适用区域天然地
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图５　考虑交叉模式耦合（犓犃′，犓ψ′），和未考虑交叉模式耦合时（犓犃，犓ψ），基阶模式瑞利波有限频率三维灵敏度核之差，

频率为３３６Ｈｚ．（ａ，ｂ）是１０ｍ深度处灵敏度核在沿水平方向的分布，（ｃ，ｄ）是沿ＡＢ的剖面

Ｆｉｇ．５Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｋｅｒｎｅｌｓｃｏｍｐｕｔｅｄｗｉｔｈ（犓犃′，犓ψ′）ａｎｄｗｉｔｈｏｕｔ（犓犃，犓ψ）ｔａｋｉｎｇｔｈｅｃｒｏｓｓｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ

ｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ．（ａ）ａｎｄ（ｂ）ａｒｅｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐｌａｎｅａｔｔｈｅｄｅｐｔｈ１０ｍ；（ｃ，ｄ）ａｒｅｔｈｅｐｒｏｆｉｌｅｓａｌｏｎｇＡＢ．Ｂｏｔｈ

ｏｆｔｈｅｍａｒｅｆｏｒｔｈｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌＲａｙｌｅｉｇｈｍｏｄｅｗｉｔｈ３３６Ｈｚ

图６　不考虑交叉模式耦合（ａ）和考虑交叉模式耦合（ｂ）时，二阶瑞利波的灵敏度核，频率为３３６Ｈｚ，深度为１０ｍ

Ｆｉｇ．６　Ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙｋｅｒｎｅｌｓｃｏｍｐｕｔｅｄｗｉｔｈｏｕｔ（ａ）ａｎｄｗｉｔｈ（ｂ）ｔａｋｉｎｇｔｈｅｃｒｏｓｓｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔ

ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｖｅｒｔｏｎｅＲａｙｌｅｉｇｈｍｏｄｅｗｉｔｈ３３６Ｈｚ．Ｔｈｅｄｅｐｔｈｉｓ１０ｍ

震面波层析成像，只需要将公式（１８）中的点力源用

矩张量源代替，用（ｉ犽犿犲犚＋犲狕狕狊）狆
犿（狕狊，φ１）：犕代替

狆
犿（狕狊，φ１）·犉即可，这里犕 为矩张量源，：为双点

积［３６，４７］．

６　结　论

在工程应用领域中考虑面波有限频率影响的研
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究工作较少，Ｃａｍｐｍａｎ和Ｒｉｙａｎｔｉ（２００７）
［３８］等采用

积分方程法给出了面波密度扰动的灵敏度核，利用

散射面波对密度进行了初步的反演．本文在评述大

尺度射线理论和有限频率面波层析成像的基础上，

针对面波在工程应用中经常遇到的水平分层介质和

垂直点源激发的情形，采用面波模式耦合的方法，分

析了密度、纵波速度和横波速度扰动，引起的有限频

率面波三维灵敏度核的特征．基于一个两层参考模

型的数值例子，考察了模式耦合对三维灵敏核的影

响．结果表明，在前向散射和ＪＷＫＢ近似下，介质参

数扰动引起的三维灵敏度核可以蜕化为面波相速度

扰动的二维灵敏度核，水平方向的二维灵敏度核和

深度方向的一维灵敏度核是解耦的，有限频率面波

成像和基于射线理论的方法类似，可以分两步进行．

如果考虑交叉模式耦合的影响，这种解耦关系将不

存在，反演时需要引入三维面波灵敏度核．
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