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摘　要　未固结碎屑砂岩储层是国内外重要的油气储层类型之一，其物理本质是由离散颗粒组成的软凝聚态物

质．在地震勘探中通常使用 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型来计算未固结砂岩的地震弹性特征，但该模型在使用中通

常会得到明显偏高的剪切模量值．基于３Ｄ离散元技术，对颗粒介质在单轴压缩与纯剪两种过程中的力学响应进行

离散元数值模拟，从微观颗粒尺度和细观力链尺度分析等效介质模型产生预测误差的可能机制，结果表明颗粒相

对滑动、旋转、重排列等造成的应力松弛作用对体积模量计算结果的影响较弱，但在剪应力扰动下这种松弛作用所

形成的细观不均匀应变对剪切模量的计算会有明显影响，是等效介质模型形成预测误差的主要原因．在此基础上

给出了利用切向刚度校正因子犆及组合参数珚犚／犚对 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型进行修正的方法，以考虑颗粒间

松弛作用及颗粒不规则性对该模型计算结果的影响，并应用于实际测井资料中验证了方法的正确性．
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１　引　言

未固结碎屑砂岩储层是重要的油气储层类型之

一，近几年在渤海、珠江口相继发现和投入开发了一

批疏松砂岩油气藏，这在客观上要求对未固结碎屑

砂岩地震弹性特征进行深入研究以便为该类油气储

层地震资料解释及岩性预测提供依据．未固结碎屑

砂岩的地震弹性性质可用颗粒集合体的弹性性质来

类比，为解释接触颗粒在压力下的弹性性质，最早使

用Ｈｅｒｔｚ接触模型求出接触颗粒边界的法向压缩刚

度，Ｍｉｎｄｌｉｎ对 Ｈｅｒｔｚ接触模型进行了推广给出在

剪应力作用下接触颗粒边界的剪切刚度［１］．在此基

础上 Ｗａｌｔｏｎ等
［２，３］给出了随机堆积的球形颗粒集

合体的等效模量表达式，即基于 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ接

触模型的等效介质模型或称 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介

质模型．该模型的理论计算结果表明介质的等效体

积模量（犓）、剪切模量（犌）与围限压力（犘）满足关

系：犓～犌∝犘
１／３，而泊松比仅为介质组成颗粒弹性

性质的函数．Ｚｉｍｍｅｒ等从实验和理论两个方面对

颗粒介质的地震弹性性质进行了研究，实验结果表

明模量与压力的指数关系并不固定，而是在１／３～

１／２间变化，同时等效介质模型所给出的剪切模量

理论计算结果与实验结果之间存在较大的偏

差［４～６］．Ｂａｃｈｒａｃｈ等
［７］考虑实际岩石介质中组成颗

粒的不规则突起，在 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型

中用颗粒接触面局部平均曲率半径代替颗粒平均半

径以解释理论计算结果与实验测量结果的差异．

颗粒介质是由众多离散颗粒组成的软凝聚态物

质，其地震弹性特征相对于连续介质表现的更为复

杂，对颗粒介质的等效弹性性质的研究是一个涉及

微观尺度的单颗粒、细观尺度的力链和宏观尺度的

颗粒体系的多尺度力学问题，其核心是细观尺度的

力链结构及演化，因此研究颗粒介质的宏观等效弹

性性质也需要从微观颗粒和细观力链尺度入手．离

散元法是研究颗粒介质细观尺度力链结构的形成及

演变规律的有效工具，其思想起源于分子动力学，在

研究颗粒介质等非连续体力学响应问题中已经得到

广泛运用［５，８～１１］．本文利用颗粒介质的３Ｄ离散元方

法从微观颗粒尺度和细观力链尺度分析 Ｈｅｒｔｚ

Ｍｉｎｄｌｉｎ等效介质模型产生预测误差的可能物理机

制，在此基础上利用自定义切向刚度校正因子犆及

组合参数珚犚／犚定量反映颗粒松弛作用及颗粒不规

则性的影响，给出等效介质模型的理论校正公式，并

对实际资料进行处理验证了方法的正确性和有

效性．

２　ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型

２．１　颗粒接触力学模型

未固结碎屑砂岩具有典型的粒状结构特征，由

石英、长石等组成颗粒通过一定的接触方式构成岩

石骨架，其物理本质是由众多离散颗粒组成的软凝

聚态物质，相邻颗粒间通过发生接触形变使得能量

在颗粒间进行传播，因此微观颗粒接触力学特征及

其在应力、应变扰动下的颗粒动力学特征是研究集

合体等效弹性特征的关键之一．

在一定的压力作用下，半径分别为犚１和犚２ 的

球形颗粒１与球形颗粒２发生接触，如两颗粒球心

位置矢量分别为狉１ 和狉２，则所形成法向重叠量ξ可

表示为（图１）

ξ＝犚１＋犚２－ 狉１－狉２ ． （１）

由颗粒之间相互接触而产生的接触力包括垂直于接

触面的法向接触力犉ｎ 和由摩擦产生的平行于接触

面方向的切向接触力犉ｔ（图１）．其中犉ｎ可表示为
［１２，１３］

犉ｎ＝犛ｎξ，

犛ｎ＝
４犪犌
１－ν

，
（２）

０８０１
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式中犛ｎ为颗粒接触面的法向等效刚度，犌、ν分别为

组成颗粒的剪切模量与泊松比．犪为颗粒接触面半

径，在一定静水压力犘作用下可表示为
［１２，１３］

犪＝珚犚
３π（１－ν）

２狀（１－）犌
［ ］犘

１／３

， （３）

式中珚犚为接触颗粒面的局部平均曲率半径，对于理

想球形颗粒其值等于（犚１犚２）／（犚１＋犚２）；狀为单个

颗粒接触面的个数（颗粒配位数），为介质孔隙度．

切向接触力犉ｔ表现的较为复杂，其大小依赖于

加载历史，并不完全能由颗粒的相对位置决定．如用

法向接触力增量Δ犉ｎ 与切向接触力增量Δ犉ｔ来描

述颗粒的加载历史，切向接触力犉ｔ 可由下式计

算［３，１２，１３］：

Δ犉ｔ＝犛ｔΔζ，

犛ｔ＝
８犪犌
１－ν

，
当满足 Δ犉ｔ ＜犉

ｓ

ｍａｘ＝μｆΔ犉ｎ， （４）

犉ｔ＝μｆΔ犉ｎ，当满足 Δ犉ｔ ≥犉
ｓ

ｍａｘ＝μｆΔ犉ｎ，（５）

式中犛ｔ为切向等效刚度，Δζ为切向位移增量，μｆ、

犉
ｓ

ｍａｘ
分别为库仑摩擦系数和静摩擦力．从（４）式可以

看出，当接触力增量在颗粒接触面不形成微观滑动

时 （Δ犉ｔ ＜犉
ｓ

ｍａｘ＝μｆΔ犉ｎ），切向力增量Δ犉ｔ与切

向位移增量Δζ不仅依赖于加载历史，也受到法向

接触力的影响，该式亦称为 Ｍｉｎｄｌｉｎ接触模型
［１］．在

一定的边界条件下，切向力增量Δ犉ｔ并不形成切向

位移增量Δζ来达到局部颗粒尺度的平衡状态，而

是产生作用于颗粒中心的力矩犕犻＝－犱犻Δ犉ｔ，其中

犱犻是颗粒犻的中心到接触点的距离．在力矩的作用

下，相互接触的颗粒发生旋转、重排列等局部运动而

并不形成切向位移增量Δζ，这种颗粒运动结果同样

可使作用在颗粒上的合力为零而局部达到平衡状

态，也使作用在介质上的应力扰动发生应力松弛

现象．

２．２　等效介质模型

等效介质模型建立了颗粒介质宏观弹性性质与

颗粒微观力学特征参数的联系，其理论基础是颗粒

系统在宏观应力作用下的应变能等于作用于系统所

有组成颗粒接触点处的应变能总和，介质等效弹性

模量则可通过对应变能密度求导得到［３，１４］．假定组

成介质的单个颗粒具有相同的接触点（面）个数狀，

且颗粒变形满足均匀应变假设，即处于狓犻位置的颗

粒在时间间隔δ狋内的位移（δ狌犻）与介质宏观应变率

（ε
·
犻犼）满足关系δ狌犻＝ε

·
犻犼狓犼δ狋，则应变能密度犝表示为

犝 ≈
狀（１－）

犞０ 〈∫犉ｎｄξ＋犉ｔｄζ〉， （６）

式中犞０ 为单个颗粒的体积．考虑到切向力犉ｔ的大

小依赖于加载历史，利用公式（６）计算颗粒介质的等

效弹性模量需要分成两种情况，其一是库仑摩擦系

数μｆ＝０，即犉ｔ＝０（见公式（５）），此时颗粒集合体的

等效体积模量 犓ｅｆｆ与等效剪切模量犌ｅｆｆ分别表示

为［３，１２，１３］

犓ｅｆｆ＝
狀（１－）

１２π犚
犛ｎ，　犌ｅｆｆ＝

狀（１－）

２０π犚
犛ｎ，（７）

式中犚代表颗粒的等效半径；另一种情况是库仑摩

擦系数μｆ～∞，即颗粒接触边界满足“焊接”接触，

此时颗粒集合体的等效体积模量不变，而等效剪切

模量犌ｅｆｆ表示为
［３，１２，１３］

犌ｅｆｆ＝
狀（１－）

２０π犚
（犛ｎ＋１．５犛ｔ）． （８）

　　上述等效介质模型成立的条件是要求颗粒变形

满足均匀应变假设，而颗粒之间的接触力尤其是切

向接触力在一定的条件下会形成相对于颗粒接触点

的力矩使颗粒发生旋转、重排列等松弛作用，颗粒的

变形不再满足均匀应变假设．式（８）同时要求颗粒接

触满足“焊接”接触条件，而颗粒实际接触条件并不

总满足该条件．因此在使用等效介质模型时必须要

考虑上述两种作用对计算结果的影响．

３　颗粒介质力学响应的离散元（ＤＥＭ）

模拟

３．１　离散元模拟的基本原理

离散元法是把颗粒介质看作有限个离散单元的

组合，每个组成颗粒作为一个离散单元，根据过程

中的每一时间步各颗粒间的作用和牛顿运动定律的

交替迭代预测散体群的行为．本次数值模拟中采用

球形颗粒代替未固结碎屑砂岩的主要组成颗粒石

英，颗粒在如图１中的力学体系下其运动形式可由

线性运动和转动构成，并在每个时间步长Δ狋内满足

Ｎｅｗｔｏｎ方程
［１０，１５］：

犉犻－βｇ犞犻＝犿Δ犞犻／Δ狋，

犕犻－βｇω犻 ＝犐Δω犻／Δ狋，
　（犻＝１，２，３） （９）

式中犉犻、犕犻分别为作用在给定颗粒上的合力与合

力矩，犞犻、Δ犞犻分别为线速度及其增量，ω犻、Δω犻 分别

为角速度及其增量，犿、犐分别为颗粒质量及转动惯

量，βｇ为系统整体阻尼．通过积分解公式（９）得到平

均线速度及角速度，进而计算颗粒的线位移与角位

移（θ）并得到颗粒的新位置：

狓犻＋１ ＝狓犻＋犞犻Δ狋，

θ犻＋１ ＝θ犻＋ω犻Δ狋．
（１０）
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由各球的新位置坐标可决定相邻颗粒是否接触或原

接触点是否脱离．相互接触的球会产生假性重叠量，

即弹塑性变形ξ（图１），由接触模型公式（２）～（５）

分别求出接触力犉犻、犕犻，再返回（９）式迭代．

图１　颗粒接触模型

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｎｔａｃｔｍｏｄｅｌｏｆｃｏｎｔａｃｔｉｎｇｐａｒｔｉｃｌｅｓ

当两颗粒发生接触变形时，接触面受到交变应

力作用而产生沿颗粒表面传播的瑞利偏振波，总能

耗的７０％是通过这种瑞利波消耗的．两颗粒间的接

触作用应仅限于发生碰撞的两颗粒上，而不应该通

过瑞利波传递到其他颗粒上，因此ＤＥＭ 方法中的

时间步长的选择应小于瑞利波传递半球面所需要的

时间，对于由犻组不同颗粒所构成的颗粒系统其时

间步长可表示为［５，１３，１６］

Δ狋≤π
犚犻

０．１６３１ν犻＋０．８７６６
ρ犻
犌槡［ ］
犻 ｍｉｎ

， （１１）

式中ρ犻、犌犻分别为组成颗粒的密度与剪切模量．本

文主要研究未固结碎屑砂岩的弹性特征，石英颗粒

是实际岩石的基本构成颗粒，选择石英剪切模量为

犌＝４４ＧＰａ、颗粒半径犚＝０．５ｍｍ、泊松比ν＝０．０６，

这样Δ狋≤１０
－７ｓ．

在离散元法中可通过颗粒介质的应力、应变响

应关系来确定系统的宏观弹性特征．在一定围限压

力条件下按不同堆积方式生成颗粒系统，对颗粒系

统施加一个很小的应变扰动Δε作为模拟的初始条

件，利用离散元法确定系统的应力、应变响应随时间

的变化，在系统达到平衡后通过应力增量Δσ与应

变扰动Δε的比值来确定系统的弹性模量．本文通过

纯剪实验研究颗粒介质的剪应力及剪切模量特征

（Δε狕狕＝Δε狓狓≠０），在该力学过程中剪应力增量（Δτ）

与剪切模量犌ＤＥＭ可表示为

Δτ＝
１

２
Δσ狕狕－Δσ狓狓 ，

犌ＤＥＭ ＝
Δσ狕狕－Δσ狓狓
２ Δε狕狕－Δε狓狓

，

（１２）

体积模量犓ＤＥＭ通过狕方向的单轴压缩实验（Δε狕狕≠０）

求取，在该力学过程中体积模量犓ＤＥＭ
可表示为

犓ＤＥＭ ＝
Δσ狕狕

Δε狕狕
－
４

３
ＧＤＥＭ． （１３）

３．２　离散元模拟结果及分析

颗粒介质离散元模拟选用长方体试样，试样高

度为４０ｍｍ，底面为宽度为２０ｍｍ的正方形，球形

颗粒的粒径在０．４～０．６ｍｍ之间均匀分布，初始孔

隙度为０．３５，长方体试样所含颗粒总数为１７２００（图

２ａ）．试样所含颗粒的初始状态为紧密、随机、各向同

性排列，颗粒密度取为２．６５×１０３ｋｇ／ｍ
３，颗粒之间

的摩擦系数为１，颗粒接触力学特征满足ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ

接触模型（式（２）、（４）），时间步长取１×１０－７ｓ．对该

试样分别在一定的围限压力下进行单轴与纯剪加载

试验，即在给定围限压力下系统颗粒达到平衡后再

通过施加不同轴向的应变扰动来实现单轴压缩与纯

剪数值模拟．

图２ｂ为单轴压缩模拟中系统应变ε＝０．５％时

的颗粒细观力链二维分布形式（平行狔轴切片），图

中的浅灰色线表示弱力链，深灰黑色线则表示强力

链，线的粗细正比于接触力的大小．在单轴压缩模拟

中强力链呈准直线形，与压缩方向（应力方向）一致

并贯穿整个颗粒系统，从长方体试样底部向中部力

链强度逐渐减弱；在这种细观接触力作用下颗粒表

现出与系统宏观应力、应变方向一致的细观位移，颗

粒的细观位移大小并不一致表现出一定的不均匀

性，表现为位移从底部向中部也呈逐渐减小的趋势

（图３ａ）．图２ｃ为纯剪模拟中系统应变ε＝０．５％时

的颗粒细观力链分布形式，接触力较大的强力链沿

着近似平行于主应力面的方向排列，这些力链将颗

图２　随机排列颗粒介质模型及二维接触力链结构

（ａ）颗粒模型；（ｂ）单轴压缩力链结构；（ｃ）纯剪切力链结构．

Ｆｉｇ．２　Ｒａｎｄｏｍａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆｇｒａｎｕｌａｒａｓｓｅｍｂｌｙａｎｄ

２Ｄｃｏｎｔａｃｔｆｏｒｃｅｃｈａｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ）Ｍｏｄｅｌｏｆｇｒａｎｕｌａｒｐａｃｋｉｎｇ；（ｂ）Ｆｏｒｃｅｃｈａｉｎｕｎｄｅｒｕｎｉａｘｉａｌ

ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ；（ｃ）Ｆｏｒｃｅｃｈａｉｎｕｎｄｅｒｐｕｒｅｓｈｅａｒ．
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图３　颗粒介质二维位移结构（箭头方向代表位移方向）

（ａ）单轴压缩位移结构；（ｂ）纯剪切力位移结构．

Ｆｉｇ．３　２Ｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｇｒａｎｕｌａｒａｓｓｅｍｂｌｙ

（ａｒｒｏｗｓｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ）

（ａ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｕｎｉａｘｉａｌｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ；

（ｂ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｐｕｒｅｓｈｅａｒ．

粒体分隔成稀疏的菱形网络结构；在颗粒二维细观

位移矢量图中，颗粒的位移表现出特定的涡状结构

特征，反映出颗粒在细观尺度上所存在的相对滑动、

转动、颗粒重排列等非线性运动（图３ｂ）．

图４中给出颗粒介质模型在单轴压缩模拟中轴

向应力增量（Δσ狕狕）与纯剪模拟中剪应力增量（Δτ）随

系统平衡时间（运行次数）的变化．数值模拟过程中

系统所给定的围压为０．５ＭＰａ，在３０００个时间步长

内系统达到初始平衡状态（系统动能小于给定值）．

从第３０００步开始在１０个时间步长内使系统的宏观

应变ε＝０．１％，并保持宏观应变使系统逐渐松弛达

到平衡状态．在两类实验中应力增量的变化均可分

为加载硬化阶段、松弛软化阶段与松弛平衡阶段三

个过程，快速加载硬化阶段代表颗粒介质的瞬时弹

性响应，此时介质所表现出的力学行为更接近于弹

性介质，随后的松弛过程中切应力增量（Δτ）相对于

其硬化峰值明显降低表现出明显的黏弹性介质行

为，造成这种现象的主要原因是在该阶段颗粒通过

旋转、滑动以及颗粒重排列等非线性运动使系统发

生明显的剪应力松弛（图３ｂ）．用硬化峰值与松弛平

衡后的Δτ所计算出的剪切模量（公式（１２））是有明

显差异，而利用硬化峰值所计算的结果应与公式（８）

一致，两者均反映相同的物理本质，即颗粒在微观尺

度上无旋转、重排列等松弛作用的结果，颗粒接触边

界表现为“焊接”接触，因此在使用等效介质模型计

算颗粒介质剪切模量时需要考虑松弛作用的影响．

轴向应力增量（Δσ狕狕）在松弛过程中则相对变化较

小，其主要原因是颗粒在细观尺度上应力和应变的

图４　Δσ狕狕与Δτ随系统平衡时间（运行次数）的变化

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅｃｈａｎｇｅｏｆΔσ狕狕ａｎｄΔτｗｉｔｈｅｑｕｉｌｉｂｒａｔｉｏｎｔｉｍｅ

（ｒｕｎｎｉｎｇｓｔｅｐｓ）ｏｆｇｒａｎｕｌａｒｓｙｓｔｅｍｃｈａｉｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

方向基本是一致的（图２ｂ），虽然应变是不均匀的但

并没有形成明显的由颗粒旋转、重排列等形成的应

力松弛作用，不均匀应变结果与均匀应变近似，用硬

化峰值与松弛平衡后的Δσ狕狕所计算出的体积模量并

无明显差异，而用硬化峰值所给的结果应与体积模

量等效介质模型（公式（７））一致，因此在利用等效介

质模型计算颗粒介质体积模量时可以不进行松弛作

用校正．

４　等效介质模型校正及运用

通常利用球形粒状集合体的弹性特征来定量类

比未固结碎屑砂岩在一定储层条件下的地震弹性性

质．地震勘探中假定在一定上覆压力作用下组成介

质的颗粒接触条件满足 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ接触模型，

即颗粒接触面表现为“焊接”接触，颗粒之间不存在

相对滑动、旋转、重排列等松弛作用，从而利用公式

（８）来计算具有随机堆积特征的颗粒介质的等效剪

切模量．从第３节讨论结果可知颗粒松弛作用对介

质等效剪切模量的计算有明显的影响，是使等效介

质模型出现偏差的主要原因，因此在使用等效介质

模型计算未固结碎屑砂岩地震弹性属性（尤其是与

剪切模量相关的地震弹性属性）时需要进行一定的

区域校正以考虑松弛作用的影响．

４．１　等效介质模型的校正

疏松碎屑砂岩在沉积与压实过程中颗粒接触面

通常不完全满足“焊接”接触条件，假定颗粒接触面

的平均摩擦系数为μ，则切向刚度犛ｔ可表示为

犛ｔ＝
８犪犌
２－ν

１－
犉ｔ

μ犉
（ ）

ｎ

， （１４）

式中犉ｎ与犉ｔ分别为颗粒接触边界所作用的正压力

和剪切力．当剪切力犉ｔ＝μ犉ｎ时，犛ｔ＝０（最小值）；在

摩擦系数μ趋于无穷时（“焊接”接触条件），切向刚
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度犛ｔ的计算结果与公式（４）一致，达到最大值．可对

公式（１４）做等效处理，即假定半径为犪的颗粒接触

面中只有部分满足 “焊接”接触条件，用系数犆１ 表

示颗粒接触面中满足 “焊接”接触条件的等效部分，

公式（１４）可简化为

犛ｔ＝犆１
８犪犌
２－ν

． （１５）

系数犆１ 对于疏松碎屑砂岩是一个反映颗粒接触面

平均物理特征的统计量，并与介质的沉积与压实历

史密切相关，其值在０～１的范围内变化．

对于粒状介质，定量表征颗粒旋转和重排列运

动对介质等效弹性特征的影响是比较困难的，考虑

到这种松弛作用主要表现为对介质等效剪切模量的

影响，其作用等效于减小颗粒接触面中满足 “焊接”

接触条件的等效部分，可定义系数犆２ 表示松弛作用

的等效影响，则公式（１４）可表示为

犛ｔ＝犆１犆２
８犪犌
２－ν

． （１６）

系数犆２ 的值也可在０～１的范围内变化，系数犆１ 和

犆２ 是反映两种不同物理机制的影响，但在一定程度

上系数犆２ 是依赖于犆１ 的，颗粒接触面的条件越接

近“焊接”接触（犆１ 的值越大），松弛作用的影响也会

越弱（犆２ 的值也会越大）．定义系数犆＝犆１犆２，公式

（１６）可简化为

犛ｔ＝犆
８犪犌
２－ν

． （１７）

　　综合公式（３）、（７）、（８）、（１７）可得到校正公式：

犓ｅｆｆ＝

３
（１－）

２犌２狀２

１８π
２（１－ν）［ ］２

珚犚（ ）犚槡 犘，

犌ｅｆｆ＝犓ｅｆｆ
３

５
＋犆
９（１－ν）

５（２－ν［ ］）．
（１８）

４．２　等效介质校正公式的运用

利用等效介质模型的校正公式计算疏松砂岩弹

性模量需要确定两组参数（见公式（１８））：其一反映

颗粒形状或颗粒接触面局部特征的组合参数珚犚／犚，

其中珚犚为接触颗粒面的局部平均曲率半径，在一定

程度上反映接触颗粒的磨圆度，犚代表颗粒的等效

半径；另一个参数是表征颗粒接触面特征与松弛作

用影响的切向刚度校正因子犆．从公式（１８）中可以

进一步推导出干燥条件下疏松粒状集合体泊松比

（σｄｒｙ）的计算公式：

　　σｄｒｙ＝
３犓ｅｆｆ－２μｅｆｆ
２（３犓ｅｆｆ＋μｅｆｆ）

＝
（２－ν）－２犆（１－ν）

４（２－ν）＋２犆（１－ν）
．

（１９）

从公式（１９）可以看出，干燥条件下介质的泊松

比（σｄｒｙ）仅依赖于切向刚度校正因子，而与组合参数

珚犚／犚无关，因此可利用泊松比先求出切向刚度校正

因子犆，再利用公式（１８）中的体积模量校正公式得

到组合参数珚犚／犚的拟合值，得到两组参数后再利用

公式（１８）与Ｇａｓｓｍａｎｎ公式计算特定储层条件下未

固结砂岩的弹性模量．

从前面的分析可以知道，在不考虑组成颗粒不

规则形状的条件下 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型可

给出较为准确的体积模量理论计算值．图５中给出

一组由光滑球形玻璃珠所构成的人工疏松颗粒集合

体在不同围限压力下利用超声波速度测量结果所计

算出的等效体积与剪切模量值（见表１及文献［４］），

利用公式（１８）可以计算出组合参数珚犚／犚取不同值

时的体积模量随压力变化的理论曲线，计算时取组

成颗粒剪切模量犌＝２９ＧＰａ，泊松比ν＝０．１９，孔

隙度与颗粒配位数狀的取值均进行了对应压力校

正（见文献［４］）．在组合参数珚犚／犚取值为１的情况

下 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型所给出的压力体积

模量理论变化曲线与实际颗粒集合体的体积模量结

果相符合（图５ａ），表明公式（１８）中的组合参数珚犚／犚

在一定程度上可以用来反映颗粒形状或颗粒接触面

局部特征．图５ｂ为组合参数珚犚／犚 为１时，切向刚

度校正因子犆变化时的剪切模量随压力变化的理

论曲线，当犆＝１时代表ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模

型理论计算结果，此时颗粒接触边界的力学特征满

足“焊接”接触条件，应力松弛等非线性作用不能发

生，介质的等效剪切模量具有最大值；犆＝０代表颗

粒接触面光滑无静摩擦情况，介质的等效剪切模量

具有最小值．可以看出，ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模

型理论计算结果明显高于实验测量结果，表明颗粒

集合体在该实验条件下并不满足“焊接”接触条件，

在压力小于５ＭＰａ时颗粒接触边界力学条件更接

近于完全光滑接触（犆＝０），随压力增加颗粒接触面

满足“焊接”接触条件的等效部分也逐渐增加，表现

为实验测量结果所具有的犆值不断增大．

图６中给出Ｐｏｍｐｏｎｉｏ未固结人工砂岩样品在

干燥条件下的体积与剪切模量测量结果（见表２及

文献［４］），组成石英颗粒为形状不规则的纯净

Ｐｏｍｐｏｎｉｏ海岸砂，同样可利用公式（１８）计算出组合

参数珚犚／犚取不同值时的体积模量随压力变化的理

论曲线（图５ａ）．图中可见，利用未进行形状校正的

ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型所给出的体积模量理

论值（相当于公式（１８）中珚犚／犚＝１）与实验测量结果

之间存在明显差异，实验结果与珚犚／犚＝１．４的理论
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图５　玻璃珠颗粒集合体弹性模量测量值与理论模型计算结果比较

（ａ）组合参数珚犚／犚变化；（ｂ）切向刚度校正因子变化．

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｈｅｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｔｏｍｅａｓｕｒｅｄｄａｔａｍｏｄｕｌｕｓｏｆｇｌａｓｓｂｅａｄｐａｃｋｉｎｇ

（ａ）Ｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｍｂｉｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ珚犚／犚；（ｂ）Ｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｏｆｓｈｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．

图６　未固结砂岩样品测量与理论模型计算结果比较

（ａ）组合参数珚犚／犚变化；（ｂ）切向刚度校正因子变化．

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｈｅｍｏｄｅｌｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｓｔｏｍｅａｓｕｒｅｄｄａｔａｏｆｕｎｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｅｄｓａｎｄｓ

（ａ）Ｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃｏｍｂｉｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ珚犚／犚；（ｂ）Ｃｈａｎｇｅｏｆｔｈｅｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｏｆｓｈｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ．

计算结果更为符合，一定程度上说明组成颗粒具有

非球形的不规则形状．图６ｂ为组合参数珚犚／犚 为

１．４时，切向刚度校正因子犆变化时的剪切模量随

压力变化的理论曲线，当犆＝１时，ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ

等效介质模型理论计算结果同样明显高于实验测量

结果，表明颗粒集合体在该实验条件下也不完全满

足“焊接”接触条件，在压力为２．５ＭＰａ时颗粒接触

边界力学条件更接近于完全光滑接触（犆＝０），犆值

随压力增加而不断增大，同样说明在压力作用下颗

粒接触面中满足“焊接”接触条件的等效部分会相应
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表１　球形玻璃珠样品测量结果（引自文献［４］）

犜犪犫犾犲１　犕犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犵犾犪狊狊犫犲犪犱狆犪犮犽犻狀犵

（犳狉狅犿犚犲犳．［４］）

围压

（ＭＰａ）

纵波速度

（ｍ／ｓ）

横波速度

（ｍ／ｓ）

孔隙度

（％）

密度

（ｇ／ｃｍ３）

０．５ ７３７ ３６０ ４０．５６ １．４６５

０．９９ ８６６ ４４８ ４０．４７ １．４６７

２．４９ ９９５ ５６６ ４０．２７ １．４７２

５．０ １１４８ ６６５ ４０．０４ １．４７８

１０．０ １３０１ ７７１ ３９．６８ １．４８６

１５．０ １４０４ ８４７ ３９．４１ １．４９３

１７．５ １４３５ ８６８ ３９．２８ １．４９６

２０．０ １４７３ ９０４ ３９．１６ １．４９９

表２　犘狅犿狆狅狀犻狅人工砂岩样品测量结果（引自文献［４］）

犜犪犫犾犲２　犕犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犘狅犿狆狅狀犻狅狊犪狀犱狆犪犮犽犻狀犵

（犳狉狅犿犚犲犳．［４］）

围压

（ＭＰａ）

纵波速度

（ｍ／ｓ）

横波速度

（ｍ／ｓ）

孔隙度

（％）

密度

（ｇ／ｃｍ３）

１．０ ８７５ ４８５ ３８．７６ １．６７０

２．４５ １０３７ ５９９ ３８．５７ １．６７６

４．９ １２３３ ７３０ ３８．３１ １．６８２

１０．０ １３６６ ８４２ ３７．８３ １．６９５

１２．５ １４３９ ８８１ ３７．５９ １．７０２

１４．９ １５０３ ９１１ ３７．３８ １．７０８

１７．５ １５８８ ９５１ ３７．０６ １．７１６

２０．０ １６４３ ９９３ ３６．６７ １．７２７

增加，介质的等效剪切模量也会随之增大．形成上

述现象的主要原因是随围限压力的增加集合体组成

颗粒间的“互锁”现象增强造成接触颗粒的接触面摩

擦阻力增加，颗粒接触面逐渐偏离完全光滑接触，在

相同的应变扰动下颗粒相对滑动等非线性运动减弱．

图７给出墨西哥湾某井中浊积碎屑岩储层的测

井响应特征．根据自然伽马曲线可以划分出２个主

要的砂岩层段，分别标记为Ｓ１与Ｓ２．砂岩层均为高

孔隙度的未固结碎屑砂岩，孔隙度在每个层段内变

化不大，同时自然伽马曲线也较稳定（除在５０７５ｆｔ

存在小的泥岩段），反映出每个砂岩层段的粘土含量

差异不大．对于未固结碎屑砂岩，在不含胶结物的情

况下其孔隙度的变化主要受分选性与粘土含量的控

制．由于理论计算所使用的 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介

质模型（公式（８））及其校正模型（公式（１８））仅适用

于等径球形颗粒集合体，同时测井曲线反映出两个

层段中砂岩孔隙度及粘土含量差异不大，为简化模

型计算近似可认为每个层段中的砂岩是在相同水动

力环境下沉积的，具有相同的组成颗粒特征，即组合

参数与切向刚度校正因子犆在每个砂岩层段是近

似相同的．应该注意到相似的孔隙度和泥质含量并

不一定意味着砂岩有相同的颗粒大小，从密度及孔

隙度测井结果可以看出Ｓ１与Ｓ２砂层段组成颗粒在

分选性上存在一定的差异，分选性差异对未固结疏

松砂岩的纵、横波速度均有一定的影响，表现为随疏

松砂岩分选性变差其纵、横波速度逐渐增加，用临

界孔隙度校正的 ＨａｓｈｉｎＳｈｔｒｉｋｍａｎ弹性下限模型

可给出高孔隙度条件下未固结砂岩准确的速度（弹性

模量）孔隙度变化关系以反映分选性的影响
［４，１３，１７］．但

分选性变化仅能使未固结砂岩的纵、横波速度随孔

隙度表现很平缓的变化，通常不是未固结砂岩横波

速度明显偏离 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型理论结

果的主要因素．

利用公式（７）、（８）可得出等效介质模型在未做

校正时所给出的体积与剪切模量理论计算结果，相

当于对应储层条件下理想等大球形集合体在“焊接”

接触条件下的理论值，此时组合参数珚犚／犚与切向刚

度校正因子犆均等于１，同时利用纵波速度、横波速

度及密度测井数据可得到对应储层条件下的体积与

剪切模量实际测量结果，对于每个砂岩层段剪切模

量的理论计算值均远高于测井结果，而体积模量理

论值与测井结果之间仅表现出较小的差异（图８ｄ、

８ｅ）．利用纵、横波测井数据得到对应干燥条件下的

泊松比曲线（图８ａ），依据公式（１９）计算出对应砂层

的切向刚度校正因子（犆）曲线（图８ｂ），对于Ｓ１砂层

该值约为０．２３，而对于Ｓ２砂层该值约为０．３０，可

能反映了压实作用对切向刚度校正因子的影响，即

压实作用增强会增大因子犆的值使得颗粒接触面

更接近于“焊接”接触．在得到校正因子（犆）曲线的

基础上，可利用公式（１９）中体积模量的校正公式计

算出组合参数珚犚／犚 的变化曲线（图８ｃ），对于Ｓ１、

Ｓ２两砂岩储层该值均约为１，反映出组成砂岩颗粒

的粒径较为均匀且磨圆度也较好．再将得到的校正

因子（犆）曲线与组合参数珚犚／犚曲线代入等效介质模

型的校正公式中计算出疏松砂岩在对应储层条件下

的体积与剪切模量值，此时校正的等效介质模型给

出了准确的体积与剪切模量预测值（图８ｄ、８ｅ）．

５　讨　论

可使用 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ、Ｄｉｇｂｙ或 Ｗａｌｔｏｎ等效

介质模型计算干燥条件下具有随机堆积特征的等径

球形颗粒集合体的弹性特征［１～３］．这三个理论模型
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图７　未固结碎屑砂岩储层测井响应特征

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅｗｅｌｌｌｏｇｇｉｎｇｄａｔａｏｆｕｎｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｅｄｓａｎｄｓｒｅｓｅｒｖｏｉｒ

图８　测井计算结果与模型计算结果比较

（ａ）泊松比；（ｂ）切向刚度校正因子；（ｃ）组合参数珚犚／犚；（ｄ）体积模量；（ｅ）剪切模量．

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｗｅｌｌ－ｌｏｇｇｉｎｇｄａｔａａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｓ

（ａ）Ｐｏｉｓｓｉｏｎ′ｒａｔｉｏ；（ｂ）Ｃａｌｉｂｒａｔｅｄｆａｃｔｏｒｏｆｓｈｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ；（ｃ）Ｃｏｍｂｉｎｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ珚犚／犚；（ｄ）Ｂｕｌｋｍｏｄｕｌｕｓ；（ｅ）Ｓｈｅａｒｍｏｄｕｌｕｓ．

均以接触颗粒作为研究单元，在颗粒体积微元应力

应变本构基础上通过适度均匀化处理得到等效体积

及剪切模量随介质孔隙度、围限压力及组成颗粒弹

性性质的变化关系，仅在均匀化过程中处理颗粒接

触面力学特征对介质剪切模量的影响上存在差异．

上述等效介质模型均构建在均匀应变假设基础上

的，即接触颗粒在微细观（颗粒）尺度上的应变特征

与颗粒集合体的宏观应变特征一致．对颗粒集合体

的离散元数值模拟表明，在单轴压缩下颗粒在细观

尺度上应力和应变的方向基本是一致的（图２ｂ），

虽然应变是不均匀的但并没有形成明显的由接触颗

粒相对滑动等形成的应力松弛作用，微细观（颗粒）

尺度的不均匀应变可由均匀应变近似，此时利用

ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型计算的颗粒介质体积

模量与实际测量结果差异不大；而在纯剪压缩中，

颗粒位移在细观尺度上反映出存在的相对滑动、转

动、重排列等非线性运动，微细观尺度上的应变特

征与颗粒集合体的宏观应变特征不一致，不再符合

等效介质模型的均匀应变假设，造成ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等

效介质模型所给出的剪切模量理论计算值与实际测

量结果之间出现较大偏差．Ｋｒｕｙｔ与 Ｒｏｔｈｅｎｂｕｒｇ

利用最小势能原理严格证明了基于均匀应变假设条

件下的等效介质模型给出的弹性模量值是颗粒集合

体等效弹性模量的上限［１８］．

颗粒集合体的弹性性质与施加应力或应变的幅

度存在明显的相关关系．本次工作在进行颗粒介质

的离散元数值模拟时所施加的应变ε＝０．５％，而地

震、测井及超声实验中形成的应变ε通常在１０
－５
～
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１０－６这样一个量级，该应变小于数值模拟所施加的

应变．这样会存在问题，即在ε＝０．５％下利用数值

模拟所观察到的颗粒相对滑动等非线性运动是否在

地震波或超声波应变下仍然存在．通过离散元数值

模拟可以知道组成颗粒相对滑动等非线性运动所形

成的“应力松弛”对颗粒集合体的等效弹性特征有明

显的影响，而能否发生“应力松弛”的关键是所施加

的应力或应变幅度在颗粒微观尺度上能否超过接触

颗粒表面的静摩擦力使颗粒的相对滑动等非线性运

动得以开启．地震波或超声波应变下岩石组成颗粒

相对滑动能否开启一直存在争议，从光滑球形玻璃

珠所构成的人工疏松颗粒集合体的实验结果可以看

出，在压力小于５ＭＰａ时颗粒接触边界力学条件更

接近于完全光滑接触（犆＝０），即在很小的超声波应

变幅度下如ε～１０
－６，仍可能存在接触颗粒相对滑

动等“应力松弛”的非线性行为．Ｐｒａｓａｄ与Ｍｅｉｓｓｎｅｒ

通过对疏松粗砂粒集合体的速度及品质因子测量结

果认为，由颗粒间相对滑动所形成的摩擦衰减作用

在应变幅度ε为１０
－６下仍然是造成弹性波衰减的重

要因素［１９］．Ｔｉｔｔｍａｎｎ等的实验结果表明胶结砂岩

的横波衰减在应变幅度小于１０－６的情况下与所施

加的应变幅度仍然存在明显的相关关系［２０］．Ｄｅｎｇ

等对页岩所进行的超声波实验结果也表明，干燥条

件下页岩表现出衰减各向异性的主导机制是裂隙面

之间、粘土矿物颗粒之间的滑动摩擦和静摩擦所造

成的相位的滞后所引起的弹性波衰减作用［２１］．从上

述实验结果可以看出，在应变幅度ε小于１０
－６的情

况下颗粒相对滑动等非线性运动仍然可能发生．组

成颗粒的排列形式、胶结类型及特征、颗粒形状和表

面粗糙度、介质所受压力特征等也直接或者间接影

响颗粒接触表面的力学特征，进而在微观上影响组

成颗粒相对滑动等非线性运动发生的程度．

６　结　论

（１）颗粒介质单轴压缩的离散元数值模拟结果

表明，在细观尺度上的强力链、颗粒位移与宏观压缩

方向（应力方向）一致，轴向应力增量（Δσ狕狕）在松弛阶

段相对于硬化峰值变化较小，即颗粒相对滑动、旋

转、重排列等形成的应力松弛作用影响较弱，细观不

均匀应变仍能近似符合等效介质模型的均匀应变假

设，ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型可给出较为准确

的体积模量理论计算值．

（２）颗粒介质纯剪压缩的离散元数值模拟结果

表明，颗粒位移在细观尺度上具有明显的涡状结构

特征，反映出颗粒在微观尺度上所存在的相对滑动、

转动、重排列等非线性运动，剪应力增量（Δτ）也表

现出明显的应力松弛作用的影响，等效介质模型的

均匀应变假设不再适用，造成 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效

介质模型所给出的剪切模量理论计算值出现较大

偏差．

（３）在压力小于２．５ＭＰａ时颗粒接触边界力学

条件更接近于完全光滑接触（犆＝０），随压力增加颗

粒接触面满足“焊接”接触条件的等效部分也逐渐增

加，表现为实验测量结果所具有的犆值不断增大．

形成这种现象的主要原因是随围限压力的增加集合

体组成颗粒间的“互锁”现象增强造成接触颗粒的接

触面摩擦阻力增加，颗粒接触面逐渐偏离完全光滑

接触，在相同的应变扰动下颗粒相对滑动等非线性

运动减弱．

（４）利用切向刚度校正因子犆及组合参数珚犚／犚

对 ＨｅｒｔｚＭｉｎｄｌｉｎ等效介质模型进行理论修正，以

考虑颗粒松弛作用及颗粒接触面不规则性对介质等

效弹性模量计算结果的影响．实际运用结果表明校

正后的等效介质模型可给出未固结碎屑砂岩准确的

地震弹性特征理论计算值．
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