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摘　要　通过对常规最小二乘法在求解磁性球体参数过程中产生发散解的原因分析表明：非线性方程组中待定参

数过多，特别是角度参数，是影响最小二乘法收敛性的主要因素．为此，提出将磁异常三分量作为观测值，用矢量磁

矩作为待定参数，以替代磁化强度磁倾角和磁偏角，从而消除了非线性观测方程中的角度参数影响．根据观测值与

磁矩的线性关系以及磁性球体中心位置的非线性关系，采用最小二乘两步迭代法对磁性球体几何与磁性参数进行

分步求解，使得在利用最小二乘法时仅含有３个未知参数，大大减少了参数的维数．理论模型推导过程中，顾及了

地磁背景场影响和多磁性体情况，给出了相应的数据处理方法．通过实测数据验证表明：提出的方法是收敛的，能

达到很高的磁性体几何及磁性参数精度．

关键词　磁性体，最小二乘法，非线性问题，球体磁场模型

ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０００１５７３３．２０１１．０５．０２７ 中图分类号　Ｐ６３１ 收稿日期２０１００７２６，２０１１０５０６收修定稿

基金项目　国家自然科学基金（４０６７１１６１）资助．

作者简介　卞光浪，男，１９８４生，博士生，主要从事海洋磁力测量理论与数据处理研究．Ｅｍａｉｌ：ｊｓｂｇｌ＠１６３．ｃｏｍ．

犃狆狆犾狔犻狀犵狋狑狅狊狋犲狆犻狋犲狉犪狋犻狏犲犾犲犪狊狋狊狇狌犪狉犲犪狆狆狉狅犪犮犺狋狅犱犲狋犲狉犿犻狀犲狋犺犲犵犲狅犿犲狋狉狔犪狀犱

狆犺狔狊犻犮犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳犿犪犵狀犲狋犻犮狊狆犺犲狉犲狊狅狌狉犮犲狊

ＢＩＡＮＧｕａｎｇＬａｎｇ
１，２，ＺＨＡＩＧｕｏＪｕｎ２，ＦＡＮＬｏｎｇ

２，３，ＨＵＡＮＧＸｉａｎＹｕａｎ２
，３

１犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犎狔犱狉狅犵狉犪狆犺狔犪狀犱犆犪狉狋狅犵狉犪狆犺狔，犇犪犾犻犪狀犖犪狏犪犾犃犮犪犱犲犿狔，犇犪犾犻犪狀１１６０１８，犆犺犻狀犪

２犖犪狏犪犾犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犎狔犱狉狅犵狉犪狆犺犻犮犛狌狉狏犲狔犻狀犵犪狀犱犆犺犪狉狋犻狀犵，犜犻犪狀犼犻狀３０００６１，犆犺犻狀犪

３犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犛狌狉狏犲狔犻狀犵犪狀犱犕犪狆狆犻狀犵，犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犣犺犲狀犵狕犺狅狌４５００５２，犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｃａｕｓａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｄｉｖｅｒｇｅｎｔｓｏｌｕｔｉｏｎｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃ

ｓｐｈｅｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｗｉｔｈ ｎｏｒｍａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ ｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈａｔｒｅｄｕｎｄａｎｔ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｔｈｅａｎｇｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓａｒｅｔｈｅｍａｉｎｆａｃｔｏｒｔｏａｆｆｅｃｔ

ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｎａｐｐｒｏａｃｈｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄｈｅｒｅｔｏｅｌｉｍｉｎａｔｅｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆａｎｇｌｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｂｙｒｅｇａｒｄｉｎｇｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃａｎｏｍａｌｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｓｏｂｓｅｒｖｅｄｖａｌｕｅｓａｎｄｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ

ｍａｇｎｅｔｉｃｍｏｍｅｎｔｖｅｃｔｏｒｆｏｒｍａｇｎｅｔｉｃｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎａｓｗｅｌｌａｓｍａｇｎｅｔｉｃｄｅｃｌｉｎａｔｉｏｎ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅ

ｌｉｎｅａｒ／ｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｏｂｓｅｒｖｅｄｖａｌｕｅａｎｄｍａｇｎｅｔｉｃｍｏｍｅｎｔ／ｃｅｎｔｅｒｐｏｓｉｔｉｏｎ，ｔｈｅ

ｇｅｏｍｅｔｒｙａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍａｇｎｅｔｉｃｓｏｕｒｃｅｓｃｏｕｌｄｂｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙｆｉｇｕｒｅｄｏｕｔｂｙａｐｐｌｙｉｎｇ

ｔｗｏｓｔｅｐｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｐｐｒｏａｃｈ．Ｉｎｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ，



地 球 物 理 学 报（ＣｈｉｎｅｓｅＪ．Ｇｅｏｐｈｙｓ．） ５４卷　

ｔｈｅｒｅａｒｅｏｎｌｙｔｈｒｅｅｕｎｋｎｏｗｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｓｏｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｗｅｒｅｒｅｄｕｃｅｄｅｘｔｒｅｍｅｌｙ．

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｆｉｅｌｄａｎｄｍｕｌｔｉｓｏｕｒｃｅｓｓｉｔｕａｔｉｏｎ，ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｄａｔａ

ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｗｅｒｅａｌｓｏｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ．Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｓｕｇｇｅｓｔｅｄｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｈａｓ

ｂｅｅｎｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄｂｙｒｅａｌｍａｇｎｅｔｉｃｄａｔａｆｒｏｍａｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎｏｆｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌｆｅｒｒｏｍｅｔａｌｌｉｃｏｂｊｅｃｔｓ．

Ｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄａｐｐｒｏａｃｈｉｓｃｏｎｖｅｒｇｅｎｔａｎｄｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｇｅｏｍｅｔｒｙ

ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｈａｓｖｅｒｙｈｉｇｈｐｒｅｃｉｓｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　Ｍａｇｎｅｔｉｃｓｏｕｒｃｅ，Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｍｅｔｈｏｄ，Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏｂｌｅｍ，Ｓｐｈｅｒｅｍａｇｎｅｔｉｃｍｏｄｅｌ

１　引　言

在地球物理领域，经常利用磁力勘探方法推断

地球地质结构以及勘查油气与矿产资源分布状

况［１］；在开发利用海洋的过程中，水下磁性目标探测

也是经常需要面对的问题［２，３］．根据磁性体磁场空

间分布特征确定其对应的场源体几何与磁性参数，

称为磁异常的反（演）问题［４］．场源与磁异常场以及

两者间的响应函数构成了反演的基本要素，不同性

质场源体的响应函数也存在很大差异，且基本上都

隶属非线性问题［５］．针对磁性体相关参数求解问题，

国内外提出了众多非线性问题解决方法，典型的方

法有：解析信号法（也称全梯度模法）［６～８］、欧拉反褶

积法［９～１１］、神经网络法［１２，１３］、遗传算法［１４～１６］等，其

中，前两种方法在确定磁性体平面位置方面应用最

为广泛，但在求解磁性体埋深及磁性参数时，还需借

助其他解决方法以提高参数计算精度．

长期以来，最小二乘法在地球物理反演领域中

发挥了十分重要的作用，有效地解决了一些线性或

非线性问题．然而，如何将最小二乘法应用到磁性体

参数反演中，目前仅在理论研究上进行了探索，尚无

公开文献分析其具体应用结果情况．最小二乘法在

磁场反演应用中未得到足够重视的主要原因是其收

敛的不稳定性［１７］，影响收敛性的主要因素概括为三

个方面：（１）响应函数的强非线性；（２）非线性方程组

中待定参数过多；（３）含有角度参数．以最基本的球

体磁场模型为例［１８］，设测区背景场为线性变化，测

点犘（狓，狔，狕）处磁场总强度可用式（１）表示：

　　犜（犘）＝犳（狓ｃ，狔ｃ，狕ｃ，狓，狔，狕，犿，犐，犃，犐０，犃０）

＋犫０＋犫１狓＋犫２狔＋犫３狕， （１）

式中，犳（·）为球体磁异常响应函数，犅＝犫０＋犫１狓＋

犫２狔＋犫３狕为测区背景场表达式，（狓ｃ，狔ｃ，狕ｃ）为球体

中心位置，犐、犃和犐０、犃０ 分别为磁化强度与地磁场

方向倾角及偏角．

从式（１）中可以看到，当已知测点位置 （狓，狔，狕）

和磁场总强度值犜（犘）时，共需求解１２个待定参

数．由于待定参数过多，且包含四个角度参数，按常

规的最小二乘法联立狀（狀＞１２）个非线性超定方程

组求解时，极易造成法方程系数阵出现病态，并导致

计算结果严重发散，从而制约了该方法在磁异常反

演中的应用．为了减少待定参数维数，可以通过仪器

测量或地磁场模型计算等方法获取测区犐０ 和犃０ 信

息，同时忽略背景场因素犅影响．然而，不论采用何

种方法，获取的犐０ 和犃０ 都存在一定的偏差，这种偏

差最终会传递给其他参数计算结果，偏差过大时，可

能会增大计算结果的发散程度；在地磁场变化复杂

或其他磁性体干扰场较大的情况下，忽略背景场影响

往往导致计算结果精度较低，甚至出现错误的结果．

本文针对上述问题，将磁异常三分量作为观测

值，采用最小二乘两步迭代法分步计算磁性体几何

与磁性参数以及背景场参数．文中详细研究了该方

法的基本原理和技术措施，通过实测资料检验了方

法的可行性和有效性．

２　球体磁场解析表达式

自然界中一些有限大小的三度磁性体，当其中

心埋深大于磁性体走向长度２至３倍时，它们在地

表产生的磁场特征与球体磁场类似，因而将球体磁

场模型作为研究对象同时具有理论意义和现实意

义，国内外大多数磁性体定位方面研究成果［１９，２０］也

是基于该磁场模型，本文的研究同样采用该磁场

模型．

在笛卡尔坐标系中，球体在测点犘（狓，狔，狕）处

的感应磁异常矢量形式为：

犜＝ μ
４π

３（犿·狉）狉－狉
２犿

狉５
， （２）

式中，犜＝犜狓犻＋犜狔犼＋犜狕犽为磁性体引起的矢量磁

异常（单位为“Ｔ”），犿＝犿狓犻＋犿狔犼＋犿狕犽为矢量磁

矩（单位为“Ａ·ｍ２”），狉＝狉狓犻＋狉狔犼＋狉狕犽＝ （狓－

狓ｃ）犻＋（狔－狔ｃ）犼＋（狕－狕ｃ）犽为磁性体中心 （狓ｃ，狔ｃ，

６７３１
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狕ｃ）至测点犘间矢径（单位为“ｍ”），μ为磁导率（单

位为“Ｔｍ／Ａ”），在磁力勘探或水下磁性目标探测

中，通常认为空气或水等非磁性介质中的磁导率与

真空磁导率μ０ 相同
［２１］，即空气或水中的磁导率为

μ０＝４π×１０
－７Ｔｍ／Ａ

［２２］．

犜用矩阵形式表示为：

犜＝

犜狓

犜狔

犜

烄

烆

烌

烎狕

＝
１

狉５

２狉２狓－狉
２
狔－狉

２（ ）狕 犿狓＋ ３狉狓狉（ ）狔 犿狔＋ ３狉狓狉（ ）狕 犿狕

３狉狓狉（ ）狔 犿狓＋ ２狉２狔－狉
２
狓－狉

２（ ）狕 犿狔＋ ３狉狔狉（ ）狕 犿狕

３狉狓狉（ ）狕 犿狓＋ ３狉狔狉（ ）狕 犿狔＋ ２狉２狕－狉
２
狓－狉

２（ ）狔 犿

烄

烆

烌

烎狕

， （３）

式中，为简化符号运算，忽略了因子μ０／４π，以下均用黑体形式表示列向量．

定义位置函数矩阵犚为：

犚＝

犚狓

犚狔

犚

烄

烆

烌

烎狕

＝
１

狉５

２狉２狓－狉
２
狔－狉

２
狕 ３狉狓狉狔 ３狉狓狉狕

３狉狓狉狔 ２狉２狔－狉
２
狓－狉

２
狕 ３狉狔狉狕

３狉狓狉狕 ３狉狔狉狕 ２狉２狕－狉
２
狓－狉

２

烄

烆

烌

烎狔

， （４）

则（３）式可简记为：

犜＝犚犿． （５）

３　最小二乘两步迭代法

在三分量磁场测量中直接获取的是测区磁场分

量，其中包含探测对象的磁异常，同时也含有地磁场

和其他磁性体干扰异常影响（称其联合影响为“背景

场”）．尽管相关文献提出了一些磁异常提取方法，但

提取后的磁异常场中或多或少都包含部分背景场影

响［２３］．而在总场测量方式中，通过空域或频域手段

换算的磁异常也存在部分趋势背景场．设测区共计

犖 个测点，观测值为探测对象磁异常和背景场之

和，则所有测点观测值形成的向量为：

犜犚 ＝

犜１＋犅１

犜２＋犅２
…

犜犖 ＋犅

烄

烆

烌

烎犖

， （６）

其中，犅犻 ＝ 犅犻狓 犅犻狔 犅（ ）犻狕
Ｔ 为第犻个 （犻＝１，２，

…，犖）测点处磁异常分量所包含的背景场．

理论和实践应用中背景场模型应根据测区的实

际情况进行适当选取．考虑到小尺度磁性体探测时

所测量的区域范围较小，且地磁背景场空间上变化

十分平缓，本文借鉴文献［２４，２５］中给出的背景场处

理方案，将测区背景场视为线性变化．此时，与观测

值矩阵对应的位置函数矩阵为

犚犚 ＝ 犚犃 狉（ ）犅 ， （７）

其中，犚犃 为（４）式定义的各测点磁异常位置函数矩

阵，即

犚犃 ＝

犚１

犚２
…

犚

烄

烆

烌

烎犖

；

狉犅 为背景场位置函数矩阵，即

狉犅 ＝

狉１

狉２

…

狉

烄

烆

烌

烎犖

，

当观测数据呈三维分布时，

狉＝

１ 狓 狔 狕 ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ １ 狓 狔 狕 ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ 狓 狔

烄

烆

烌

烎狕

，

当观测面位于同一水平面时，

狉＝

１ 狓 狔 ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ 狓 狔 ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ 狓

烄

烆

烌

烎狔

，

如果测区范围较大，也可将背景场位置函数矩阵进

行中心化处理，用狉狓 和狉狔 分别代替狓与狔．

不失一般性，设磁场数据位于同一水平面，列立

观测值误差方程为

犜犚 ＋犞＝犚犃犿＋狉犅犫＝犚犚（ ）犿犫 ， （８）

式中，犞为误差向量，

犫＝ 犫狓０ 犫
狓
１ 犫

狓
２ 犫

狔
０ 犫

狔
１ 犫

狔
２ 犫

狕
０ 犫

狕
１ 犫

狕（ ）２ Ｔ

为三分量背景场系数，右上标为对应磁异常分量，右

下标含义同式（１）中对应参数．

当给定磁性体初始中心位置

狉０ ＝ 狓０ｃ 狔
０
ｃ 狕（ ）０ｃ Ｔ，

利用（７）式计算出位置函数矩阵犚犚，由于观测值犜犚

与参数 （ ）犿犫 之间是线性关系，根据最小二乘原理，

参数 （ ）犿犫 的估计值
犿^（^ ）犫 应满足ψ＝犞

Ｔ犘犞 ＝ ｍｉｎ

（这里犘 取单位阵），由函数自由极值求解方法，
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可得

犿^（^ ）犫 ＝ 犚
Ｔ

犚犚（ ）犚
－１犚

Ｔ

犚犜犚． （９）

　　解算出参数 犿^Ｔ 犫^（ ）Ｔ Ｔ 后，将其作为已知参数

重新代入（８）式进一步求解磁性体中心位置参数．可

以看到，由（８）式建立的方程组中观测值犜犚 与待定

参数狓ｃ、狔ｃ及狕ｃ是非线性关系．下面利用最小二乘

法求解位置参数．

根据最小二乘原理，参数估计值狓^ｃ、^狔ｃ和狕^ｃ同

样应使ψ＝ｍｉｎ，即

ψ＝∑
犖

犻＝１

｛犜犻狓－狓 狓^ｃ，^狔ｃ，^狕ｃ；μ（ ）［ ］犻
２
＋ 犜犻狔－狔 狓^ｃ，^狔ｃ，^狕ｃ；μ（ ）［ ］犻

２
＋ 犜犻狕－狕 狓^ｃ，^狔ｃ，^狕ｃ；μ（ ）［ ］犻

２｝＝ｍｉｎ， （１０）

式中，犜犻狏（狏＝狓，狔，狕）为磁场分量观测值；狏（^狓ｃ，^狔ｃ，^狕ｃ；μ犻）（狏＝狓，狔，狕）为磁异常与背景场联合影响分量理

论表达式；μ犻 ＝ （狓犻，狔犻，狕犻）．

采用Ｔａｙｌｏｒ公式将在 （狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕

０
ｃ）处展开，并忽略高次项得：

狏 狓^０，^狔０，^狕０；μ（ ）犻 ≈狏 狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕（ ）０ｃ ＋

狏

狓（ ）
ｃ ０
δ^狓ｃ＋

狏

狔（ ）
ｃ ０
δ^狔ｃ＋

狏

狕（ ）
ｃ ０
δ^狕ｃ， （１１）

式中，狏
狓（ ）

ｃ ０
＝
狏

狓（ ）
ｃ 狓

０
ｃ
，狔
０
ｃ
，狕（ ）０
ｃ

，　
狏

狔（ ）
ｃ ０
＝
狏

狔（ ）
ｃ 狓

０
ｃ
，狔
０
ｃ
，狕（ ）０
ｃ

，　
狏

狕（ ）
ｃ ０
＝
狏

狕（ ）
ｃ 狓

０
ｃ
，狔
０
ｃ
，狕（ ）０
ｃ

．

将（１１）式代入（１０）式得：

ψ＝∑
犖

犻＝１
∑
狏

犜犻狏－狏 狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕（ ）０ｃ －

狏

狓（ ）
ｃ ０
δ^狓０＋

狏

狔（ ）
ｃ ０
δ^狔０＋

狏

狕（ ）
ｃ ０
δ^狕（ ）［ ］０｛ ｝

２

＝ｍｉｎ， （１２）

式中，狏＝狓，狔，狕．

再次根据函数自由极值求解方法，得待定参数修正值为：

δ^＝ （犃
Ｔ
犚犃犚）

－１犃Ｔ犚犜狉　（犻＝１，２，…，犖）， （１３）

式中，^δ＝ δ^狓０ δ^狔０ δ^狕（ ）０
Ｔ 为磁性体中心位置参数初始值的修正值；

犜狉 ＝

犜１狉

犜２狉

…

犜

烄

烆

烌

烎犖狉

，　犜犻狉 ＝

犜犻狓 －狓（狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕

０
ｃ）

犜犻狔 －狔（狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕

０
ｃ）

犜犻狕－狕（狓
０
ｃ，狔

０
ｃ，狕

０
ｃ

烄

烆

烌

烎）

；　犃犚 ＝

犃１

犃２

…

犃

烄

烆

烌

烎犖

为Ｊａｃｏｂｉ矩阵，

犃犻 ＝

犜犻狓

狓（ ）
ｃ ０

犜犻狓

狔（ ）
ｃ ０

犜犻狓

狕（ ）
ｃ ０

犜犻狔
狓（ ）

ｃ ０

犜犻狔
狔（ ）

ｃ ０

犜犻狔
狕（ ）

ｃ ０

犜犻狕

狓（ ）
ｃ ０

犜犻狕

狔（ ）
ｃ ０

犜犻狕

狕（ ）

烄

烆

烌

烎ｃ ０

，

犃犻中各元素表达式为

犜犻狓

狓ｃ
＝
－３

狉７犻
狉犻狓 ３狉

２
犻 －５狉

２（ ）犻狓 犿^狓＋狉犻狔 狉
２
犻 －５狉

２（ ）犻狓 犿^狔＋狉犻狕 狉
２
犻 －５狉

２（ ）犻狓 犿^［ ］狕 ；

犜犻狔
狔ｃ

＝
－３

狉７
狉犻狓 狉

２
犻 －５狉

２
犻（ ）狔 犿^狓＋狉犻狔 ３狉

２
犻 －５狉

２
犻（ ）狔 犿^狔＋狉犻狕 狉

２
犻 －５狉

２
犻（ ）狔 犿^［ ］狕 ；

犜犻狕

狕ｃ
＝
－３

狉７犻
狉犻狓 狉

２
犻 －５狉

２（ ）犻狕 犿^狓＋狉犻狔 狉
２
犻 －５狉

２（ ）犻狕 犿^犻狔 ＋狉犻狕 ３狉
２
犻 －５狉

２（ ）犻狕 犿^［ ］狕 ；

犜犻狓

狔ｃ
＝
犜犻狔
狓ｃ

＝
－３

狉７犻
狉犻狔 狉

２
犻 －５狉

２（ ）犻狓 犿^狓＋狉犻狓 狉
２
犻 －５狉

２
犻（ ）狔 犿^狔－５狉犻狓狉犻狔狉犻狕^犿［ ］狕 ；

犜犻狓

狕ｃ
＝
犜犻狕

狓ｃ
＝
－３

狉７犻
狉犻狕 狉

２
犻 －５狉

２（ ）犻狓 犿^狓－５狉犻狓狉犻狔狉犻狕^犿狔＋狉犻狓 狉
２
犻 －５狉

２（ ）犻狕 犿^［ ］狕 ；

犜犻狔
狕ｃ

＝
犜犻狕

狔ｃ
＝
－３

狉７犻
－５狉犻狓狉犻狔狉犻狕^犿狓＋狉犻狕 狉

２
犻 －５狉

２
犻（ ）狔 犿^狔＋狉犻狔 狉

２
犻 －５狉

２（ ）犻狕 犿^［ ］狕 ．
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则经过修正后的磁性体中心位置为：

狉^１ ＝狉０ ＋^δ． （１４）

　　由（１４）式计算的结果即为经过修正后的磁性体

中心位置．这里需要指出的是，经（１１）式线性化后是

狏近似式，因为它略去了δ^二次以上的项，当δ^很小

时，略去高次项对计算精度影响较小．如果因为某种

原因不能求得较为准确的参数近似值，即δ^很大时，

将造成参数值之间存在较大不符值．这时应将（１４）

式位置计算结果作为位置参数初始值，利用（９）式计

算磁矩和背景场参数，将计算结果作为已知值，结合

（１３）式进一步求解位置参数修正值，如此反复迭代

计算，直至满足终止迭代准则．本文在实例计算中采

取的终止迭代准则为：ｍａｘδ ＜ε，即各修正值绝

对值的最大值小于ε．

以上即为单个磁性体的数据处理方法和步骤，

其流程可用如图１所示的框架图表示，当初始信息

为磁异常分量数据时，则可以省略虚线框中的步骤．

图１　最小二乘两步迭代法数据处理流程框架图

Ｆｉｇ．１　Ｄａｔａｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｆｌｏｗｄｉａｇｒａｍｏｆｔｗｏｓｔｅｐ

ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅａｐｐｒｏａｃｈ

本文给出的是利用磁异常三分量数据求解磁性

体几何与磁性参数的方法，实际计算中也可用单分

量或双分量数据求解磁性体参数，其求解思路与上

述采用三分量数据解算方法大致相同，只需将观测

方程中的观测值替换为单分量或双分量观测数据，

并将其中的三维矩阵转变成二维或一维矩阵即可，

限于篇幅限制，这里不再赘述．为增强提出方法的适

用性，进一步给出多个磁性体参数的计算方法．设磁

性体数目为犓，仿照（８）式，观测值误差方程矩阵形

式为：

犜犚 ＋犞＝ 犚犃１ 犚犃２ … 犚犃犓 狉（ ）犅

犿１

犿２

…

犿犓

烄

烆

烌

烎犫

，

（１５）

式中，犚犃、狉犅、犿和犫对应（８）式中各符号含义．

给定各磁性体中心位置初始值，则可按（９）式的

求解方法计算出参数 犿^１ 犿^２ … 犿^犓 ＾（ ）犫 ，再

仿照（１３）式求解初始值修正值，此时的Ｊａｃｏｂｉ矩阵

犃犚 ＝

犃１１ 犃２１ … 犃犓１

犃１２ 犃２２ … 犃犓２

… … … …

犃１犖 犃２犖 … 犃

烄

烆

烌

烎
犓
犖

犃狇狆 中狇为磁性体序号，狆为测点序号．如果修正值

满足终止迭代准则，则修正后的参数值即为各磁性

体中心位置；否则，应反复迭代，直到满足终止迭代

准则．

４　实例计算与分析

１９９７年９月德国在汉堡采用磁探测方法对二

战遗留炸弹进行了探测，探测仪器为Ｇ８５８铯光泵

总场测量磁力仪，灵敏度为０．０１ｎＴ．如图２ａ所示

为探测某英制ＧＰ５００炸弹（下文称为“探测目标”）所

在区域测点与测线平面分布情况，测区面积约１７ｍ×

２０ｍ，对应的磁场总强度分布如图２ｂ所示，探测目

标质量为２２６．５ｋｇ，其实际中心位置为（１０ｍ，８．５ｍ，

２ｍ）．下面采用提出的最小二乘两步迭代方法计算

探测目标位置，为尽量减少其他磁性目标干扰异常

影响，以提高定位精度，选取图２ｂ中虚线框内犇 ＝

｛（狓，狔）狘４ｍ≤狓≤１４．５ｍ，４ｍ≤狔≤１４．５ｍ｝磁
探测数据参与计算．

经各项数据处理后 犇 域内磁场最大值为

４９２４９．８７ｎＴ，最小值为４９０３０．７７ｎＴ，平均值为

４９０９６．５２ｎＴ．由于提出的方法是基于磁异常分量，

故采用文献［２６］中给出的方法换算磁异常三分量．

由图２ａ可以看出，狔方向测线间隔分布较为规则，

为１ｍ左右；而狓方向测点间距差异较大，平均在

０．２５ｍ左右．分量换算方法是基于规则网格化磁场

数据，因此，首先采用Ｋｒｉｇｉｎｇ法对测区磁场进行格

网化处理，格网化后磁场数据分辨率为０．５ｍ×

０．５ｍ；其次，用ＩＧＲＦ模型计算该测区当时地磁倾
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图２　测区测点分布和磁场总强度等值线图

（ａ）测区测点分布图；（ｂ）测区磁场总强度等值线图（等值线上的数字单位为ｎＴ，等值线间隔１０ｎＴ）．

Ｆｉｇ．２　Ｓｕｒｖｅｙｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｎｄｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｏｆｔｏｔａｌｆｉｅｌｄ（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｔｅｒｖａｌ１０ｎＴ）

（ａ）Ｓｕｒｖｅｙｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ；（ｂ）Ｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｏｆｔｏｔａｌｆｉｅｌｄ．

图３　实测数据磁场总强度犜换算得到的犜狓（ａ）、犜狔（ｂ）和犜狕（ｃ）等值线图（等值线上的数字单位为ｎＴ，等值线间隔１０ｎＴ）

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｓｏｆ犜狓（ａ），犜狔（ｂ）ａｎｄ犜狕（ｃ）ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｆｒｏｍｔｏｔａｌｆｉｅｌｄｄａｔｕｍ（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｔｅｒｖａｌ１０ｎＴ）

角和偏角分别为６８．３０°与－０．１°．经分量换算后，犇

域内磁异常分量犜狓、犜狔 和犜狕 等值线如图３所示．

从磁场分布来看，犇 域内磁异常主要由单一磁

性目标引起，且磁场特征以及换算后磁异常分量特

征与球体对应磁异常特征都极为相似，验证了一定

条件下可将三度体磁场当作球体磁场来处理的结

论．为比较目标初始位置参数对迭代收敛速度的影

响，选取的目标初始位置参数与真值在三坐标轴方

向之差的绝对值均为５ｍ，即狓ｃ＝５ｍ、狔ｃ＝３．５ｍ、

狕ｃ＝７ｍ，以ｍａｘ υ
犽
－υ

犽－｛ ｝１
＜ε＝０．０１ｍ（狏＝

狓，狔，狕）作为终止判断准则．经迭代计算，满足终止

判断准则的迭代次数为１０２次，各次参数迭代计算

结果三维分布如图４ａ所示，图４ｂ所示为点位误差

随迭代次数变化规律．

从图４可以看出，随着迭代次数不断增加，参数

计算结果越来越逼近探测目标体中心位置，且迭代

０８３１
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图４　探测目标中心空间位置迭代结果三维分布图及点位误差图

（ａ）中心位置参数计算结果三维分布图；（ｂ）点位误差随迭代次数变化关系．

Ｆｉｇ．４　３Ｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｃｅｎｔｅｒｌｏｃａｔｉｏｎ′ｓｉｔｅｒａｔｉｖｅｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｉｔｓｅｒｒｏｒｃｈａｒｔ

（ａ）３Ｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｃｅｎｔｅｒｌｏｃａｔｉｏｎ；（ｂ）Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｗｉｔｈｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｔｉｍｅｓ．

９０次之前的参数收敛速度明显高于之后的收敛速

度，９０次之后点位误差逐渐趋于稳定，其中σ
９０＝

０．５２０ｍ，σ
１０２＝０．３２４ｍ．为检验终止判断准则中

ε＝０．０１ｍ的合理性，本文还以ε＝０．００１ｍ和ε＝

０．０００１ｍ分别计算了各自迭代次数和最终点位误

差．取ε＝０．００１ｍ 时，迭代次数为１２０次，σ
１２０＝

０．２９３ｍ；取ε＝０．０００１ｍ 时，迭代次数为１３７次，

σ
１３７＝０．２９１ｍ．可见，当ε＝０．０１ｍ减小１至２个数

量级时，最终结果相差不大，说明采用本文的判断准

则是合理的．

参数计算统计结果与迭代次数关系如表１所

示，为观察初始阶段参数迭代计算结果的变化规律，

同时限于篇幅，表１中详细列出了前１０次迭代计算

结果和迭代１０次后部分计算结果．

尽管点位误差随迭代次数接近线性减小，但由

表１可以看到，^狓ｃ 、^狔ｃ 和狕^ｃ 收敛速度存在较大差

异，如前８次迭代狓^ｃ收敛速度最快，^狔ｃ收敛速度次

之，^狕ｃ收敛速度最慢；随后狔^ｃ收敛速度超越狓^ｃ，在

５５次迭代之前基本保持线性收敛，经过５５次迭代

后，^狓ｃ和狔^ｃ基本趋于稳定．在整个收敛过程中，^狕ｃ

收敛速度始终最慢．经过１０２次迭代计算后，探测目

标狓、狔和狕方向坐标误差分别为０．２４６ｍ、０．１１４ｍ

和０．１７７ｍ，具有很高的位置计算精度．本文进一步

比较了最小二乘迭代法和文献［２４，２５］提出的欧拉

反褶积法计算结果精度，欧拉反褶积法计算结果分

别为狓^ｃ＝１０．２２８ｍ、^狔ｃ＝８．４９７ｍ、^狕ｃ＝６．３７３ｍ，

虽然在平面位置上较本文方法精度略有提高，但其

深度计算结果却存在非常大的误差．

另外，本文还通过大量仿真试验，表明利用最小

二乘两步迭代法计算的结果都是收敛的，且参数计

算精度主要与ε选择有关，当ε取很小时，最终计算

表１　迭代次数与参数计算结果统计

犜犪犫犾犲１　犚犲狊狌犾狋狊狋犪狋犻狊狋犻犮狅犳犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊

狑犻狋犺犻狋犲狉犪狋犻狏犲狋犻犿犲狊

迭代

次数
狓^ｃ／ｍ 狔^ｃ／ｍ 狕^ｃ／ｍ 犿^狓／Ａｍ２ 犿^狔／Ａｍ２ 犿^狕／Ａｍ２

０ ５．０００ ３．５００ ７．０００ — — —

１ ５．６８７ ３．４３４ ７．１８１ －１５２．４８２ －２１０．５９３ －３６．９７１

２ ６．３７５ ３．３８７ ７．３１５ －１４３．８８４ －２６８．５００ －２４．０４０

３ ６．９８３ ３．３９３ ７．４１３ －１２２．９７１ －３２４．００７ －１２．２２４

４ ７．４６６ ３．４４４ ７．４８５ －９６．７００ －３６６．９４５ －１．１５０

５ ７．８２５ ３．５２４ ７．５３８ －７１．５２６ －３９３．５４４ ９．７４２

６ ８．０８１ ３．６１８ ７．５７７ －５０．６７５ －４０６．７６０ ２０．４９０

７ ８．２６１ ３．７１８ ７．６０８ －３４．６９２ －４１１．２５４ ３０．９２５

８ ８．３８６ ３．８２０ ７．６３２ －２２．９１８ －４１０．６０１ ４０．９３５

９ ８．４７３ ３．９２２ ７．６５０ －１４．４１６ －４０６．９７４ ５０．４８３

１０ ８．５３３ ４．０２４ ７．６６４ －８．３３４ －４０１．５７１ ５９．５７４

１５ ８．６４７ ４．５１７ ７．６８６ ３．９１５ －３６２．６０４ ９８．７３８

２０ ８．６６９ ４．９９０ ７．６４６ ６．２５５ －３１４．３７３ １２８．１０６

２５ ８．６８７ ５．４５１ ７．５５５ ７．５０７ －２６１．９５９ １４８．０７６

３０ ８．７２２ ５．９０６ ７．４１７ ９．９０９ －２０８．３０６ １５９．１６３

３５ ８．７８８ ６．３６１ ７．２３５ １４．４９０ －１５５．４６９ １６２．０７７

４０ ８．９０１ ６．８３０ ７．００６ ２２．２２２ －１０４．７１９ １５７．５４５

４５ ９．０８９ ７．３３２ ６．７２７ ３４．３４６ －５６．５６５ １４５．９５６

５０ ９．３８９ ７．８９２ ６．３９２ ５１．６０５ －１１．６２２ １２６．６０１

５５ ９．７７７ ８．４５６ ５．９８２ ６８．６０７ ２３．８５０ ９８．３２１

６０ １０．０８９ ８．８１７ ５．４８８ ７１．２２０ ３６．６５５ ６８．２８６

６５ １０．２２７ ８．９２３ ４．９２５ ５９．４７２ ３１．３９９ ４７．０３３

７０ １０．２５１ ８．８９７ ４．３１７ ４３．９０２ ２１．７１４ ３３．２４６

７５ １０．２４１ ８．８２６ ３．６９６ ３０．４１８ １３．４２７ ２３．３９１

８０ １０．２３３ ８．７５０ ３．１３６ ２０．８３６ ７．８９１ １６．３７６

８５ １０．２３４ ８．６９０ ２．７１０ １４．９６７ ４．７９８ １１．８８６

９０ １０．２３８ ８．６５１ ２．４３８ １１．７４４ ３．２６６ ９．３３２

９５ １０．２４２ ８．６２９ ２．２８２ １０．０７４ ２．５３９ ７．９８２

１００ １０．２４５ ８．６１７ ２．１９８ ９．２２６ ２．１９１ ７．２９１

１０２ １０．２４６ ８．６１４ ２．１７７ ９．０１９ ２．１０８ ７．１２１
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结果差异较小；当ε固定时，迭代次数主要与参数初

始值选取有关，初始值越接近探测目标中心位置，迭

代次数越少；反之，初始值远离探测目标中心位置时，

迭代次数将会增加．如将实例计算中探测目标初始位

置选择狓０ｃ ＝９、狔
０
ｃ＝９、狕

０
ｃ＝１时，且令ε＝０．０１ｍ，

迭代次数仅需１８次就可达到与上述１０２次迭代相

近的计算结果．因此，在设置初始值时，应充分结合

磁性体磁场平面分布特征及所在测区自然地理情况

等先验信息大致判断磁性体中心的位置．

５　结　论

（１）简要分析了常规最小二乘法在求解磁性体

参数时产生发散解的原因，提出用磁异常三分量代

替总强度磁异常作为观测值，以排除地磁场方向的

相关角度参数影响，降低了未知参数的维数；并根据

磁矩和磁化强度方向之间关系，用矢量磁矩代替磁

化强度的磁倾角和磁偏角作为待定参数，从而彻底

消除了反演模型中的角度参数，极大程度上减弱了

解的病态性问题；

（２）根据观测值和磁矩间线性关系，提出了最小

二乘两步迭代法，该方法仅需要设置３个中心位置

参数初始值，先由中心位置初始参数计算出位置函

数矩阵，采用线性最小二乘法求解磁矩参数；再将磁

矩参数作为已知值，再次利用最小二乘法对初始位

置参数进行修正，如此反复迭代计算，直至最终结果

满足精度要求；

（３）针对地磁场变化复杂或其他磁性体干扰磁

场较大等情况，迭代计算过程中考虑了背景场的影

响，将地磁场和其他磁性目标干扰异常联合影响视

为线性变化，给出了相应的数据处理方法；此外，本

文给出了多磁性体参数计算模型．实测数据验证表

明：利用最小二乘两步迭代法计算出的结果是收敛

的，具有很高几何与磁性参数计算精度，且受噪声影

响较小；

（４）对于相同的终止迭代准则，迭代次数主要与

目标中心位置的初始值选取有关，设置的初始位置

越接近磁性体中心，迭代次数越少．通过与目前应用

最为广泛的欧拉反褶积法计算结果进行比较，基于

磁性球体模型的深度计算结果精度要优于欧拉反褶

积法，此外，本文方法还可以计算出磁性体磁矩，为

判断磁性体类型提供了参考依据，显示提出的方法

具有较强的适用性．

致　谢　感谢 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓ公司为本文研究提供的

磁探测实验数据．在本文的研究和撰写过程中，海军

海洋测绘研究所黄谟涛教授和欧阳永忠高工给予了

很多建设性的建议，特此感谢．另外，衷心感谢三位

匿名评审专家提出的宝贵修改意见．
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