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Обобщение некоторых экстремальных задач о

неналегающих областях со свободными полюсами

Generalization of some extremal problems of

non-overlapping domains with free poles

Some results related to extremal problems with free poles are generalized. The date
have been obtained applying the known methods, which are described in an earlier studies.
Sufficiently good numerical results of γ were obtained.

В роботi узагальненi деякi екстремальнi задачi про областi, що не перетинаються з
вiльними полюсами. Отримано покращене числове значення γ.

В работе обобщены некоторые результаты экстремальных задач о неналегающих обла-
стях со свободными полюсами. Получено улучшеное числовое значение γ.
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2 И. В. Денега

1. Введение. В геометрической теории функций комплексного переменного экстре-
мальные задачи о неналегающих областях являются хорошо известным классическим на-
правлением. Под задачами такого рода мы понимаем определение максимума произве-
дения внутренних радиусов попарно неналегающих областей, удовлетворяющих опреде-
ленным условиям. Возникновение данного направления геометрической теории функций
комплексной переменной связано с классической работой М.А. Лаврентьева [1], в кото-
рой, в частности, была впервые поставлена и решена задача о максимуме произведения
конформных радиусов двух непересекающихся односвязных областей. В дальнейшем те-
матика связаная с изучением задач о неналегающих областях получила развитие в работах
[1 – 12]. В данной работе обобщены некоторые результаты, полученные в [10].

Пусть N, R – множество натуральных и вещественных чисел соответственно, C – ком-
плексная плоскость, C = C

⋃

{∞} – одноточечная компактификация и R+ = [0,∞).
Пусть r(B, a) – внутренний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B (см.

напр. [6]) и χ(t) = 1
2
(t+ t−1).

Пусть n ∈ N. Систему точек An :=
{

ak ∈ C : k = 1, n
}

, назовем n - лучевой , если
|ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2π. Обозначим при этом

θk := arg ak, an+1 := a1, θn+1 := 2π,

αk :=
1

π
arg

ak+1

ak
, αn+1 := α1, k = 1, n.

Для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak} и γ ∈ R+ полагаем

L(γ)(An) :=

n
∏

k=1

[

χ

(

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

1

2αk

)]1− 1

2
γα2

k

·
n
∏

k=1

|ak|1+
1

4
γ(αk+αk−1).

Целью данной работы является получение точных оценок сверху для функционалов
следующего вида

Jγ = rγ (B0, 0)

n
∏

k=1

r (Bk, ak) , (1)

Iγ = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n
∏

k=1

r (Bk, ak) , (2)

где γ ∈ R+, An = {ak}nk=1 – n-лучевая система точек, a0 = 0, {Bk}nk=0 – система неналега-
ющих областей (то есть Bp ∩ Bj = Ø при p 6= j) таких, что ak ∈ Bk при k = 0, n.

2. Основные результаты.

Теорема 1. Пусть n ∈ N, n > 2 и γ ∈ (0, 1]. Тогда для любой n-лучевой системы

точек An = {ak}nk=1, L(γ) (An) = 1 и любого набора взаимно непересекающихся областей

Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедливо неравенство

Jγ 6
4n+

γ

nγ
γ

nnn

(n2 − γ)n+
γ

n

(

n−√
γ

n+
√
γ

)2
√
γ

. (3)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk, k = 0, n, являются,

соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4)
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Теорема 2. Пусть n ∈ N, n > 2 и γ = 1
2
. Тогда для любой n-лучевой системы точек

An = {ak}nk=1, L(0) (An) = 1 и любого набора взаимно непересекающихся областей Bk,

ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедливо неравенство

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]
1

2

n
∏

k=1

r (Bk, ak) 6
22n+

1

n

(n2 − 2)
1

n
+n

2

(

n−
√
2

n+
√
2

)

√
2

. (5)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk являются, соответ-

ственно, полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −w2n + wn(2n2 − 2) + 1

w2(wn − 1)2
dw2. (6)

Доказательство теоремы 1. Совершим разделяющее преобразование системы об-
ластей {Bk}nk=1. Положим

Ek := Ek(An) := {w ∈ C\ : θk < argw < θk+1}.

Рассмотрим функцию ζ = πk(w) = −i
(

e−iθkw
)

1

αk , k = 1, n. При каждом k = 1, n за-
фиксируем ту ветвь многозначной аналитической функции πk(w), которая осуществляет
однолистное и конформное отображение Ek на правую полуплоскость Re ζ > 0.

Пусть Ω
(1)
k , k = 1, n, обозначает область плоскости ζ , полученную в результате объ-

единения связной компоненты множества πk(Bk

⋂

Ek), содержащей точку πk(ak), со сво-

им симметричным отражением относительно мнимой оси. В свою очередь, через Ω
(2)
k ,

k = 1, n, обозначаем область плоскости Cζ, полученную в результате объединения связной
компоненты множества πk(Bk+1

⋂

Ek), содержащей точку πk(ak), со своим симметричным

отражением относительно мнимой оси, Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1). Кроме того, Ω
(0)
k

будет обозначать область плоскости Cζ , полученную в результате объединения связной
компоненты множества πk(B0

⋂

Ek), содержащей точку ζ = 0, со своим симметричным

отражением относительно мнимой оси. Обозначим πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n,

πn(an+1) := ω
(2)
n .

Из определения функций πk вытекает, что

|πk(w)− ω
(1)
k | ∼ 1

αk

|ak|
1

αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Ek,

|πk(w)− ω
(2)
k | ∼ 1

αk

|ak+1|
1

αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Ek,

|πk(w)| ∼ |w|
1

αk , w → 0, w ∈ Ek,

Тогда, используя соответствующие результаты работ [4–6], получаем неравенства

r (Bk, ak) 6





r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

1
αk
|ak|

1

αk
−1 · 1

αk−1

|ak|
1

αk−1
−1





1

2

, (7)
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k = 1, n, Ω
(2)
0 := Ω(2)

n , ω
(2)
0 := ω(2)

n ,

r (B0, 0) 6

[

n
∏

k=1

rα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

]
1

2

. (8)

Отсюда следует оценка для исследуемого функционала (1)

Jγ 6

[

n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

n
∏

k=1

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

]
1

2

×

×
n
∏

k=1

αk ·
n
∏

k=1

|ak|
[

|akak+1|
1

αk

]
1

2

=

n
∏

k=1

αk ·
n
∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1

2αk

×

×
[

n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

n
∏

k=1

r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

]
1

2

. (9)

Выражение (9), стоящее в скобках последней формулы, представляет собой произве-

дение значений функционала rβ
2

(Ω
(0)
k , 0)r(Ω

(1)
k , ω

(1)
k )r(Ω

(2)
k , ω

(2)
k ) на тройках неналегающих

областей
(

Ω
(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k

)

плоскости ζ .

Перейдем далее к инвариантной форме этого функционала, что дает существенные
преимущества. С учетом результатов работы [8], получаем

rγ (B0, 0)
n
∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(

n
∏

k=1

αk

)

·
n
∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1

2αk

×

×







n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2

k |ω(1)
k − ω

(2)
k |2−γα2

k







1

2

×

×
[

n
∏

k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2

k |ω(1)
k − ω

(2)
k |2−γα2

k

]
1

2

=

=

(

n
∏

k=1

αk

)

·
n
∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1

2αk

×

×
(

n
∏

k=1

|ω(1)
k − ω

(2)
k |
)(

n
∏

k=1

|ω(1)
k · ω(2)|

k

|ω(1)
k − ω

(2)
k |

)

γα2

k
2

×

×







n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2

k |ω(1)
k − ω

(2)
k |2−γα2

k







1

2

=

(10)
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= 2n ·
(

n
∏

k=1

αk

)

·
n
∏

k=1

χ

(

∣

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

∣

1

2αk

)

|ak|×

×2
−α

2

n∑

k=1

αk

[

n
∏

k=1

χ

(

∣

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

∣

1

2αk

)]− γα2

k
2

(

n
∏

k=1

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

)

γα2

k
2

×

×







n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2

k |ω(1)
k − ω

(2)
k |2−γα2

k







1

2

=

= 2
n− γ

2

n∑

k=1

α2

k ·
(

n
∏

k=1

αk

)

·
n
∏

k=1

[

χ

(

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

1

2αk

)]1− γα2

k
2

×

×
n
∏

k=1

|ak|1+
1

4
γ(αk+αk−1)×

×







n
∏

k=1

rγα
2

k

(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k , ω

(1)
k

)

· r
(

Ω
(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2

k |ω(1)
k − ω

(2)
k |2−γα2

k







1

2

.

Здесь использованы соотношения |ω(1)
k | = |ak|

1

αk , |ω(2)
k | = |ak+1|

1

αk , |ω(1)
k − ω

(2)
k | = |ak|

1

αk +

|ak+1|
1

αk . Функционал, стоящий в фигурных скобках в выражении (10), инвариантен при
любых конформных автоморфизмах C.

При каждом k = 1, n несложно указать конформный автоморфизм ζ = Tk(z) плоскости

комплексных чисел C такой, что Tk(0) = 0, Tk

(

g
(s)
k

)

= (−1)s · i, Ω
(q)
k := Tk

(

G
(q)
k

)

, k =

1, n, s = 1, 2, q = 0, 1, 2. Инвариантность относительно конформных автоморфизмов C

функционала

J3(α1, α2, α3) =
rα1(B1, a1) · rα2(B2, a2) · rα3(B3, a3)

|a1 − a2|α1+α2−α3 · |a1 − a3|α1−α2+α3 · |a2 − a3|−α1+α2+α3

,

αk ∈ R+, ak ∈ Bk ⊂ C, Bk

⋂

Bp = ∅, k = 1, 2, 3, p = 1, 2, 3, k 6= p, по-видимому, впервые
указана в работе [8]. С учетом этой инвариантности, получаем

Jγ 6 2
n− γ

2

n∑

k=1

α2

k ·
(

n
∏

k=1

αk

)

·
n
∏

k=1

[

χ

(

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

1

2αk

)]1− γα2

k
2

n
∏

k=1

|ak|1+
1

4
γ(αk+αk−1)×

×
n
∏

k=1







rα
2

k
γ
(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k ,−i

)

· r
(

Ω
(2)
k , i

)

22−γα2

k







1

2

=

= 2
n− γ

2

n∑

k=1

α2

k

(

n
∏

k=1

αk

)

· L(γ)(An) · 2
−n+ γ

2

n∑

k=1

α2

k×
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×
[

n
∏

k=1

rα
2

k
γ
(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k ,−i

)

· r
(

Ω
(2)
k , i

)

]
1

2

6

6

(

n
∏

k=1

αk

)

· L(γ)(An) ·
[

n
∏

k=1

rα
2

k
γ
(

Ω
(0)
k , 0

)

· r
(

Ω
(1)
k ,−i

)

· r
(

Ω
(2)
k , i

)

]
1

2

.

В результате проведенных вычислений исходная задача сведена к оценке сверху функ-
ционала rβ

2

(B0, 0)r(B1, i)r(B2,−i) на классе троек попарно непересекающихся областей
{B0, B1, B2} таких, что 0 ∈ B0, i ∈ B1, −i ∈ B2, Bk ⊂ C, k = 0, 1, 2.

Далее используем метод, предложенный В.Н. Дубининым при доказательстве теоремы
4 [5], и учитывая результат Л.И. Колбиной [8], получаем

rβ
2

(B0, 0)r(B1, i)r(B2,−i) 6 Ψ(β) = (11)

= 2β
2+6 · ββ2+2(2− β)−

1

2
(2−β)2 · (2 + β)−

1

2
(2+β)2 , β ∈ [0, 2].

Рассмотрим экстремальную задачу:

n
∏

k=1

Ψ(β) → sup;

n
∑

k=1

βk = 2. (12)

Необходимые условия имеют вид

Ψ′(β)

Ψ(β)
=

−λ
n
∏

k=1

Ψ(β)
, k = 1, n. (13)

Покажем, что все βk равны между собой. Исследуем поведение функции F (β) = Ψ′(β)
Ψ(β)

=

2β ln(2β)+ 2
β
+(2−β) ln(2−β)−(2+β) ln(2+β) на промежутке β ∈ [0, 2]. Она строго убывает

на промежутке (0; β0], β0 ∈ (1, 32; 1, 33) и возрастает на [β0; 2). Введем вспомогательную
функцию F(β) = F (β) − F (2 − β), 0 < β ≤ 1. F(β) положительна на интервале (0, 1),
поскольку F (2 − β) лежит ниже чем F (β). Если теперь хотя бы одно из βk больше 1,
например, βk′ > 1, то для остальных βk имеем неравенства βk ≤ 2 − βk′ < 1 < β0 и
потому F (βk) ≥ F (2 − βk′) > F (2 − (2 − βk′)) = F (βk′). Получили противоречие с (13).
Поэтому для произвольного k справедливо условие βk ∈ (0, 1] и в силу равенств (12), а
также монотонности F (β) на (0, β0] в точке предполагаемого экстремума, имеем βk = 2

n
,

k = 1, n. Отсюда следует, что точка ( 2
n
, . . . , 2

n
) действительно есть решением задачи (12).

Используя оценки (7), (8) и (11) получаем доказательство теоремы.
Из свойств разделяющего преобразования [5] получаем, что знак равенства в неравен-

стве (3) достигается, когда точки ak и области Bk, k = 0, n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала (4). Теорема 1 доказа-
на.

В. Н. Дубинин доказал этот результат при γ = 1 для любых различных точек ak,
лежащих на окружности |z| = 1 и любых попарно непересекающихся областей Bk (см.
[5, 12]).

Доказательство теоремы 2. Мы сохраняем все обозначения для разделяющего пре-
образования областей, введенные при доказательстве теоремы 1 для областей Bk, k = 0, n.
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Кроме того, Ω
(∞)
k будет обозначать область плоскости Cζ , полученную в результате объ-

единения связной компоненты множества πk(B∞
⋂

Ek), содержащей точку ζ = ∞, со сво-

им симметричным отражением относительно мнимой оси. Семейство
{

Ω
(∞)
k

}n

k=1
, является

результатом разделяющего преобразования произвольной области B∞, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, от-
носительно семейств {Ek}nk=1 и {πk}nk=1 в точке ζ = ∞.

По теореме 2 [5] имеем

r(B∞,∞) ≤
[

n
∏

k=1

rα
2

k

(

Ω
(∞)
k ,∞

)

]
1

2

. (14)

Используя оценки (7), (8), (14), получаем

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]
1

2

n
∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n ·
(

n
∏

k=1

αk

)

×

×L(0)(An) ·
[

n
∏

k=1

rα
2

k
γ
(

Ω
(0)
k , 0

)

· rα2

k
γ
(

Ω
(∞)
k ,∞

)

· r
(

Ω
(1)
k ,−i

)

· r
(

Ω
(2)
k , i

)

]
1

2

.

Теорема 6 работы [5] дает

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
1

2 r(B1, i)r(B2,−i) 6 Ψ(β) = (15)

= 8β2β2+2 · |1− β|−(1−β)2 · (1 + β)−(1+β)2 , 0 < β ≤
√
2.

Неравенство (15) получено В.Н. Дубининым с использованием результатов Л.И. Колбиной
[8].

Рассмотрим экстремальную задачу:

n
∏

k=1

Ψ(βk) → sup;

n
∑

k=1

βk =
√
2.

Введем функцию F (β) = Ψ′(β)
Ψ(β)

. Вычисления показывают, что эта функция убывает

на промежутке (0; β0] и возрастает на [β0;
√
2) 0, 85 < β0 < 1. Учитывая также, что

F (0, 564) > 0, F (
√
2) < 0, получаем, что разность F (β) − F (

√
2 − β) положительна на

промежутке 0 < β0 <
√
2
2

. Аналогично доказательству теоремы 1, убеждаемся, что един-

ственным решением экстремальной задачи является точка (
√
2

n
, . . . ,

√
2
n
). Оценки (7), (8),

(14), (15) дают неравенство теоремы 2. Случай равенства проверяется непосредственно.
Теорема 2 доказана.

В заключение выражаю благодарность А. К. Бахтину за постановку задач и полезные

обсуждения.
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