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摘要：同伦分析方法是一种求解非线性方程组的级数解析方法。将同伦分析方法应用于单组缓发中子

动力方程组的求解，获得了它的级数分析解，并对算法的有效性进行了检验。结果表明：该算法从计

算时间和精度上都能达到了工程应用的要求。 
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Abstract：Homotopy analysis method is proposed to obtain series solutions of nonlinear 
differential equations. Homotopy analysis method was applied for the point kinetics equations 
with one delayed precursor group. Analytic solutions were obtained using homotopy analysis 
method, and the algorithm was analysed. The results show that the algorithm computation time 
and precision agree with the engineering requirements. 
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反应堆动力学和反应堆安全分析都必须利

用中子动力学方程对中子增殖进行计算。点堆中

子动力学方程组是1组刚性常微分方程组，给数

值计算带来了很大难度。如果采用通常的显式数

值方法，如显式Euler法、显式四阶Runge-Kutta
法等，要确保数值解的准确性和稳定性，时间步

长h必须受一定的限定[1]。为了摆脱数值方法对时

间步长的限制，用同伦分析方法求解点堆中子动

力学方程组，并对解的正确性进行简单校验。 
 

1  同伦分析解 

单组缓发中子的点堆中子动力学方程组为： 

d ( ) ( ) ( )
d
N t N t C t Q

t l
ρ β λ−
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d ( ) ( ) ( )
d
C t N t C t

t l
β λ−＝       （2） 

式中：N(t)为中子密度，cm－3；t为时间，s；ρ
为反应性；β为缓发中子总份额；l为瞬发中子1
代寿命，s；C(t)为缓发中子先驱核浓度，cm－3；

Q为外加中子源源强，s－1。 
将式（1）、（2）进行如下变换： 
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d ( ) ( )
d
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t
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( ) ( ) ( )F t N t C t
l
β λ−＝       （5） 

方程组的初始条件为： 
N(0)＝n0 

C(0)＝c0 
F(0)＝β/l·n0－λc0       （6） 

    首先构造零阶形变方程，方程（3）、（4）、
（5）可构造如下： 
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N(0；p，h1，h2)＝n0 
C(0；p，h1，h2)＝c0 

其中：p 是嵌入参数；h1、h2 是非零同伦参数。 
    当嵌入参数 p＝0 时，式（7）～（9）形变

为线性微分方程： 

1 2( ;0, , ) 0N t h h
t

∂
∂

＝  

1 2( ;0, , ) 0C t h h
t

∂
∂

＝  

1 2 0 0( ;0, , )F t h h n c
l
β λ＝ -  

这些方程都能够解析求解。当嵌入参数 
p＝1 时，式（7）～（9）形变为非线性微分方

程（3）～（5），这就是要求的点堆中子动力学

方程组，即： 
N(t)＝N(t；1，h1，h2) 
C(t)＝C(t；1，h1，h2) 
F(t)＝F(t；1，h1，h2) 

N(t；1，h1，h2)、C(t；1，h1，h2)、F(t；1，

h1，h2)可以通过泰勒展开由 N(t；0，h1，h2)，
C(t；0，h1，h2)，F(t；0，h1，h2)表示。即 N(t；
1，h1，h2)、C(t；1，h1，h2)、F(t；1，h1，h2)
是 N(t；0，h1，h2)，C(t；0，h1，h2)，F(t；0，
h1，h2)和 N(t；1，h1，h2)、C(t；1，h1，h2)、
F(t；1，h1，h2)的同伦。同伦参数 h1、h2 影响最

终解的收敛。 
    根据廖世俊[2]同伦分析方法思想，将 N(t；p，
h1，h2)，C(t；p，h1，h2)，F(t；p，h1，h2)在 
p＝0 点用泰勒级数展开： 
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其中： 

1 2
1 2 0

( ; , , )1( ; , )
!

m

m pm

N t p h hN t h h
m p

∂
∂ ＝＝ （13） 

1 2
1 2 0

( ; , , )1( ; , )
!

m

m pm

C t p h hC t h h
m p

∂
∂ ＝＝ （14） 

1 2
1 2 0

( ; , , )1( ; , )
!

m

m pm

F t p h hF t h h
m p

∂
∂ ＝＝ （15） 

    当 p＝1 时： 
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其初始条件为： 
N(0；h1，h2)＝n0 
C(0；h1，h2)＝c0       （19） 

Nm(0；h1，h2)＝Cm(0；h1，h2)＝0  (m≥1)（20） 
为了获得 N0(t；h1，h2)、C0(t；h1，h2)、F0(t；

h1，h2)，对方程组（7）～（10）的变量 p 求零

次偏微分（既不求偏微分）并令 p＝0，方程组

（7）～（9）变为： 
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从式（19）得： 
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0 1 2 0( ; , )C t h h c＝         （25） 

0 1 2 0 0( ; , )F t h h n c
l
β λ−＝     （26） 

同样地，对方程组（7）～（9）的变量 p
求 m 次偏微分，令 p＝0 并两边同除 m!，方程

组（7）～（10）变为： 
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将式（27）、（28）对变量 t 积分，根据初始

条件式（20）计算，可以发现 Nm(t；h1，h2)、Cm(t；
h1，h2)、Fm(t；h1，h2)可表示为如下形式[3-4]： 
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将式（31）～（33）代入式（27）～（29），得： 

1

, 1 1,
0 0

1

1 1,0
0

(1 )

d

m m
n n

m n m n
n n

mt n
m n

n

a t h a t

h a t t
l
ρ

−
=

− +

−

∑ ∑

∑∫

-

＝

-

-
＝

＝

 

1

1 1, , 10
0

d
mt n

m n m n
n

h c t t hQtχ+∑∫
-

-
＝

     （34） 

1 1

, 1 1, 1 1,0
0 0 0

(1 )
m m mtn n n

m n m n m n
n n n

b t h b t h c t
− −

− −− +∑ ∑ ∑∫
＝ ＝ ＝

＝ （35） 

1

, 1 1,
0 0

1 1

2 1, 2 1,
0 0

(1 )
m m

n n
m n m n

n n
m m

n n
m n m n

n n

c t h c t

h a t h b t
l
β

− +

−

∑ ∑

∑ ∑

-

-
＝ ＝

- -

- -
＝ ＝

＝
   

（36）

 

    因式（34）～（36）对任意 t 都成立，方程

左右关于 t 的系数应相等，计算可得： 
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最后，得到点动力方程的级数解析解： 
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2  计算实例和分析 

对于式（42）～（44），因为它们是无限级

数，因此，在保证精度的情况下，取 N＝50、 
h1＝0.5、h2＝0.2 进行计算，考虑 1 个快堆阶跃

反应性加入的慢变瞬态过程，其单组缓发中子等

效参数为：ρ＝0.0 015、β＝0.0 065、λ＝0.08、 
l＝10－4、n0＝1.0、Q0＝15.0。 

利用Hermite方法计算步长为h＝0.0 001 s，
计算 0～10 s N(t)的近似精确解；用步长 h＝
0.001 s，计算 0～80 s N(t)的近似精确解。然后，

用本工作所述方法进行计算，并以常用数值方法

（Gear 方法和 Taylor 多项式方法）进行比较[5-6]。
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所得数值方法和解析法比较列于表 1。 
以上计算实例表明，本中所提出的计算方

法是相当有效的，在阶跃反应性加入情况下，

积分步长可以不受限制，这是其他计算方法所

无法比拟的，且计算精度远好与一般的数值计

算方法。 
 

表 1  各种方法比较 

Table 1  Comparison between Homotopy analysis method and various other methods 

N(t) 

t/s Hermite 法 

(h＝0.0 001 s) 

Hermite 法 

(h＝0.01 s) 
Gear 法 

Taylor 法 

(h＝0.001 s) 

Taylor 法 

(h＝0.01 s) 
解析解 

0.15 1.606 536 61 1.606 705 38 1.606 509 74 1.606 535 63 1.606 457 32 1.606 536 61 

1 1.660 475 50 1.661 761 95 1.660 490 68 1.660 475 50 1.660 475 54 1.660 475 50 

10 2.300 443 10 2.315 068 60 2.302 620 36 2.300 443 10 2.300 443 15 2.300 443 10 

80 16.647 096 27 16.960 753 55 16.699 017 06 16.647 096 28 16.647 096 54 16.647 096 27 

 

3  结论 
本工作提出的级数解析解，从计算时间和

计算精度上均可满足实际工作需要。文中对

h1、h2选取仅按系数遍历原则选取，并未对h1、

h2选取进行优化，如果优化调节h1、h2的值可

以在降低N值的同时保持算法的精度。 
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