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摘　要：等价权抗差估计法保留最小二乘估计处理正常观测值的优良特性，但其抗差性与初值关系极大，若用最小二乘

估值作初值，必定会影响其抗差性。中位数法具有很好的抗差特性，但它只用部分观测数据计算参数估值，丢失大量有

效信息。基于中位参数的抗差估计方法，在有限样本时，给出其崩溃污染率的估算方法。根据中位参数法和等价权抗差

估计法的各自优点，先用中位参数法计算初值，再用等价权抗差估计法计算最终的参数估值。试验结果表明：该方法比

基于最小二乘初值的等价权法具有更强的抗差性，比中位参数法的计算精度高。
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１　引　言

等价权抗差估计法的关键是选择具有抗差性

的初值和合适的等价权构造算法。Ｈｕｂｅｒｔ在

１９８１年最早提出等价权函数的概念，随后出现一

些改进方法，如Ｐ范最小法、丹麦法、正弦估计法

等［１］。国内的相关研究有李德仁提出的验后方差

估计法［２］，周江文和杨元喜对抗估计理论作了深

入的研究，提出ＩＧＧＩ到ＩＧＧＩＩＩ方案
［３４］，抗差拟

合推估，抗差Ｂａｙｅｓｉａｎ估计，相关观测值的抗差

估计，并将抗差估计应用到自适应导航［５１０］。等

价权抗差估计法保留最小二乘估计处理正常观测

值的优良特性，但最小二乘估计对异常观测值非

常敏感，因而以之为初值会降低等价权抗差估计

的性能。为提高等价权抗差估计的效果，文献［５］

通过调整等价权因子实现自适应抗差估计，还综

合利用中位数估计与等价权抗差估计有效地估计

基准转换参数［１１］；文献［１２］利用参数的一范解构

造等价权抗差估计法的初值，但需要单位权中误

差的先验值。

文献［１３］提出的中位数法，具有很强的抗差

能力，文献［１４］在此基础上提出二次残差中位数

极小型估计（ＬＭＳ）
［１４１５］。此外，文献［１６］提出符

号约束的抗差估计［１６］，但该方法计算效率低。

Ｈａｍｐｅｌ于１９７４年引入崩溃污染率的概念，为分

析估计方法对观测值的敏感度以及估值的整体抗

差性提供有力的理论测度，崩溃污染率是使参数

估值完全失常的粗差的最小比率。
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本文根据不同组合的参数估值计算各参数的

中位数，选择最接近中位数的一组估值作初值，进

行等价权抗差估计，并用算例验证该方法综合中位

数法和最小二乘法的优点，计算结果优于中位数法

及以最小二乘估值作初值的等价权抗差估计法。

２　等价权与中位数抗差估计方法

对于线性观测方程

狏＝犃狓－犾 （１）

式中，犃为犿×狀阶列满秩阵；狓为狀×１阶参数向

量；犾和狏分别为犿×１阶观测向量和残差向量；犘

为犿×犿阶观测权阵。给定参数狓和单位权中误

差σ０的初值，则等价权抗差估计法解算的迭代形

式为

狓犽＋１＝ 犃Ｔ犘犽（ ）犃 －１犃Ｔ犘犽犾

狏犽＋１＝犃狓犽＋１－ ｝犾
（２）

式中，犘犽 是与观测值残差和权阵相关的等价权

阵［２５］。等价权有多种计算方法，本文算例采用

ＩＧＧＩＩＩ方案
［９］，其权函数为

犘犻＝

狆犻，狌犻 ＜犽０

狆犻
犽０
狌犻

犽１－ 狌（ ）犻
２

犽１－犽（ ）０
２
，犽０＜ 狌犻 ≤犽１

０，犽１≤ 狌

烅

烄

烆 犻

（３）

式中，犘犻 是等价权阵的第犻个对角元素；｜狌犻｜是

第犻个标准化残差；犽０、犽１是预先确定的参数。

中位数法具有很强的抗差性，最初只用于单

参数估计，文献［１４］通过选取子样求解多参数情

况下二次残差的中位数估值，并提出ＬＭＳ法
［１４］。

对线性观测方程式（１），从犿 个观测方程中选择

狀个方程，解算参数狓，共有狆＝犆
狀
犿组解，并根据

式（１）计算狆 组残差向量。任意一组残差向量

狏犻中各元素平方的中位数值可表示为

ｍｅｄ 狏２（ ）犻 ＝ ｍｅｄｉａｎ［狏２犻１　狏
２
犻２　…　狏

２
犻狀］

Ｔ（４）

式中，狏犻１，狏犻２，…，狏犻狀表示残差向量狏犻中的元素；

ｍｅｄｉａｎ为取中位数算子。则对狆 组残差向量而

言，有

　狏ｍｅｄ＝ｍｉｎ（ ｍｅｄ（狏
２
１槡 ）， ｍｅｄ（狏２２槡 ），…，

ｍｅｄ（狏２狆槡 ）） （５）

式中，ｍｉｎ为取最小值算子，选择残差狏ｍｅｄ对应的

那组参数估值为中位数抗差估值，其单位权中误

差估值为

σ犻＝１．４８３狏ｍｅｄ （６）

文献［１５］认为ＬＭＳ法的崩溃污染率可高达

５０％，但当多个参数或粗差成聚集状偏向真值一

侧时，该结论并不成立［１６］。

３　中位参数抗差估计理论

３．１　中位参数抗差估值计算

从式（１）的犿 个观测方程中选择狀 个方程估

计参数狓，定义犇狓为参数狓的解空间，对于任一

解向量狓犽，则有

狓犽∈犇狓＝｛狓｜犃犽狓＝犾犽；犃犽＝（犪犻犼）狀×狀，

犾犽＝（犾犻１）狀×１，犽＝１，…，狆｝ （７）

式中，犃犽、犾犽分别为观测方程（１）中矩阵犃和向量犾

的一个狀 阶子块。共可选择　狆＝犆
狀
犿组子块，求

得狆组解向量。利用各组解向量的第犻个元素，

构成新的狆维向量狓
犻＝ 狓犻１狓

犻
２…狓

犻［ ］狆 ，求取其中

位参数ｍｅｄｉａｎ（狓犻），则中位参数构成的向量为

　狓ｍｅｄ＝ ［ｍｅｄｉａｎ（狓
１）　ｍｅｄｉａｎ（狓

２）　…　

ｍｅｄｉａｎ（狓狀）］Ｔ （８）

计算各组解与中位参数向量的差值

犱狓犽＝狓犽－狓ｍｅｄ，　狓犽∈犇狓，　犽＝１，…，狆 （９）

对狆组解向量而言，有

犿犻狀＿犱狓＝ｍｉｎ ‖犱狓１‖，‖犱狓２‖，…，‖犱狓狆（ ）‖

（１０）

式中，‖犱狓犽‖ 表示向量犱狓犽的二次范数。最小值

犿犻狀＿犱狓 对应的参数解就是所求的中位参数解，

并根据式（１）计算其对应的残差向量，根据式（６）

估计其单位权中误差σ０。

３．２　崩溃污染率的近似估计

众所周知，单参数中位数法的崩溃污染率接

近５０％，也就是说如果一半以上的观测值是正常

的，其中位数必定是正常的。从这一思想出发，如

果含粗差的观测值个数为狉，则参数狓的犆狀犿个解

向量中，不含粗差的解向量有犆狀犿－狉个。为保证中

位参数估值的抗差性，必须满足

犆狀犿－狉≥犆
狀
犿／２ （１１）

此时，不含粗差的组合占所有组合的５０％以上，

能确保中位数解由不含粗差的观测值求得，因此

式（１１）可用于估计平差系统从犿 个观测值中能

探测的最大粗差个数狉。由式（１１）可知，该最大

粗差个数狉随观测值个数犿 和参数个数狀 变化。

根据崩溃污染率的定义，其估值可表示为

犳＝狉／犿 （１２）

表１给出各种情况下根据式（１２）求得的崩溃

污染率估值。

９２
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表１　崩溃污染率估值与观测值个数和参数个数的关系

犜犪犫．１　犃狆狆狉狅狓犻犿犪狋犲犲狊狋犻犿犪狋犲狊狅犳犫狉犲犪犽犱狅狑狀狆狅犻狀狋犻狀犳犻狀犻狋犲

狅犫狊犲狉狏犪狋犻狅狀犮犪狊犲狊

多余观

测数

参数个数

１ ２ ３ ４ ５ ６

１０ ０．４５５ ０．２５０ ０．１５４ ０．０７１ ０．０６７ ０．０６３

２０ ０．４７６ ０．２７３ ０．１７４ ０．１２５ ０．０８０ ０．０７７

５０ ０．４９０ ０．２８８ ０．１８９ ０．１４８ ０．１０９ ０．０８９

１００ ０．４９５ ０．２９１ ０．２０２ ０．１５４ ０．１２４ ０．１０４

２００ ０．４９８ ０．２９２ ０．２０４ ０．１５７ ０．１２７ ０．１０７

５００ ０．４９９ ０．２９２ ０．２０５ ０．１５７ ０．１２８ ０．１０７

１０００ ０．５００ ０．２９２ ０．２０５ ０．１５８ ０．１２９ ０．１０８

表１显示，参数个数不变时，多余观测数越

多，崩溃污染率估值越大，但当多余观测数超过

１００时，该估值趋于稳定；多余观测数相同时，参

数越多，估计的崩溃污染率越低，说明中位数及本

文中位参数法的崩溃污染率与参数个数有关。但

需说明的是，式（１２）所能反映的是平差问题平均

崩溃污染率，至于出现在某个特定位置上的粗差

能否成功剔除，则需要根据不同网形，应用粗差探

测方法具体确定。

４　数据试验与分析

采用模型狔犻＝β１＋狓犻β２＋ε犻
［１６］，令β１＝２．０、

β２＝－０．９，对于犿１个正常观测值，模拟狓犻在区间

［１，６］上服从均匀分布，ε犻～犖（０，０．２），（犻＝１，２，…，

犿１），根据模型计算狔犻，对于粗差模拟三种分布：

①狓犼～犖（４．５，０．５），狔犼～犖（２．５，０．５），（犼＝１，２，

…，犿２），犿２为含粗差的观测值个数；②狓犼在区间

［１，６］上服从均匀分布，当犼＝１，２，…，［犿２／３］

（“［］”表示取整）时，狔犼～犖（－２．５，０．５），当犼＝

［犿２／３］＋１，…，犿２时，狔犼～犖（２．５，０．５）；③狓犼同

分布②，当犼＝１，２，…，［犿２／２］时，狔犼～犖（－２．５，

０．５），当 犼＝ ［犿２／２］＋１，…，犿２ 时，狔犼 ～

犖（２．５，０．５）。

每次模拟观测值个数犿＝１００；参数个数狀＝

２。采用独立观测值的ＩＧＧⅢ等价权函数，根据

文献［９］，取犽０＝３．５，犽１＝５．５。分以下两种方案

进行试验：

（１）比较三种抗差估计方法的抗差性，即基

于最小二乘初值的等价权抗差估计法、中位参数

法和基于中位参数法初值的等价权抗差估计法。

对每种粗差分布，模拟三组试验，分别用这三种估

计方法进行解算。粗差个数与观测值个数之比

（粗差比）为３０％，每组模拟１０００次，表２为三种

方法的外符合精度。

（２）验证前文所述崩溃污染率估计结果的正

确性。对三种粗差分布，分别模拟粗差比从３０％

增加到５０％的五组试验，每组模拟４００次，统计

粗差比不同时，本文基于中位参数法初值的等价

权抗差估计结果的外符合精度，见表３。

外符合精度计算公式如下

犛狓 ＝ ∑
狋

犻＝１

狓犻－＾（ ）狓 ２／
槡 狋 （１３）

式中，狋是每组试验的模拟次数；狓犻是每次计算的

参数估值；^狓是参数的真值；犛狓是参数估值的均方

根误差，用来衡量参数估值的外符合精度。

表２　模拟情况１的外符合精度

犜犪犫．２　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狊狅犳狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犻狀狋犲狊狋１

粗差

分布

经典等价权抗差估计 中位参数估计 中位参数初值的等价权法

犛β１ 犛β２ 犛σ 犛β１ 犛β２ 犛σ 犛β１ 犛β２ 犛σ

１ ０．９３６３ ０．５９８７ １．７９３２ ０．２８９４ ０．１１２２ ０．２４５２ ０．０６３２ ０．０１６９ ０．０２４９

２ ０．６９８８ ０．２９４５ １．５２８６ ０．１４１４ ０．０４７５ ０．１３７２ ０．０７００ ０．０１９５ ０．０４４１

３ ０．５１８６ ０．２８６５ １．４１６６ ０．１１４３ ０．０４４１ ０．１２６１ ０．０７３７ ０．０２０３ ０．０４７４

表３　模拟情况２的外符合精度

犜犪犫．３　犛狋犪狀犱犪狉犱犱犲狏犻犪狋犻狅狀狊狅犳狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犻狀狋犲狊狋２

粗差

个数

聚集在一侧 两侧不等分布 两侧均匀分布

犛β１ 犛β２ 犛σ 犛β１ 犛β２ 犛σ 犛β１ 犛β２ 犛σ

２９ ０．０６３９ ０．０１６８ ０．０１７２ ０．０６４２ ０．０１７４ ０．０４０４ ０．０７１１ ０．０１９２ ０．０４４９

３０ ０．０６３８ ０．０１７１ ０．０２３２ ０．０７１９ ０．０１９３ ０．０４５３ ０．０７５７ ０．０２０７ ０．０４９９

３１ ０．０６８５ ０．０２８３ ０．１４０９ ０．０７３０ ０．０２０３ ０．０５０９ ０．０７７１ ０．０２２２ ０．０５９７

３５ ０．５０４２ ０．２８３８ ０．７１１４ ０．１９２５ ０．０４７８ ０．１６９３ ０．１１８４ ０．０２５４ ０．１２３６

４０ １．０６５１ ０．６６３９ １．６０９１ ０．３３９０ ０．０８８３ ０．４７８６ ０．１５８１ ０．０３８８ ０．３２７５

５０ １．４７１６ ０．９２９８ １．８６５６ ０．８４３９ ０．３８３８ １．６１３８ ０．７９１８ ０．３２３４ １．３２３１

０３
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　　由表２可知，无论粗差如何分布，当粗差比小

于本文给出的崩溃率时，基于中位参数法初值的

等价权法抗差性最好，基于最小二乘初值的等价

权法抗差性最差。比较表２各行数据可知，粗差

比相同时，对基于最小二乘初值的等价权抗差估

计法和中位参数法而言，粗差分布越均匀，解算精

度越高；而基于中位参数法初值的等价权抗差估

计法对聚集状粗差的抑制效果更好。图１和图２

为三种方法１０００次计算结果的均值，显然，本文

方法与点云数据吻合情况最优。

注：点线是中位参数法，虚线是基于最小二乘初值的等

价权法，实线是中位参数法初值的等价权法。

图１　粗差聚集在观测值一侧时的点云数据和拟合结果

Ｆｉｇ．１　Ｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆｔｈｅｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｒｏｍ７０ｓｉｍｕ

ｌａｔｅｄｇｏｏｄｄａｔａ，３０ｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｏｕｔｌｉｅｒｓ

注：点线是中位参数法，虚线是基于最小二乘初值的等

价权法，实线是中位参数法初值的等价权法。

图２　粗差在观测值两侧对称分布时的点云数据和拟

合结果

Ｆｉｇ．２　Ｅｓｔｉｍａｔｅｓｏｆｔｈｅｔｗｏｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｒｏｍ７０ｓｉｍｕ

ｌａｔｅｄｇｏｏｄｄａｔａ，３０ｓｃａｔｔｅｒｅｄｏｕｔｌｉｅｒｓ

由表３第２到４列可知，当粗差聚集在观测

值一侧时，一旦粗差比大于式（１２）估计的崩溃污

染率，解算结果即丧失抗差性，验证了式（１２）的有

效性。第５到１０列显示，当粗差分布在观测值两

侧时，参数估值的抗差性有所提高。

５　结　论

结合中位参数法和等价权抗差估计法，利用中

位参数估值作为等价权抗差估计法的初值，提高计

算结果的抗差性。通过数据试验证明以下结论：

（１）多维参数情况下，本文所述方法与基于

最小二乘初值的等价权抗差估计法相比具有更强

抗差性，与中位参数法相比，计算的参数估值也更

接近其真值。

（２）本文方法的崩溃污染率与参数个数明显

相关，单参数的崩溃污染率达到５０％，但２个参

数时，只有３０％。

（３）本文方法的抗差性随粗差分布不同而不

同。当粗差成聚集状分布在观测值一侧时能容忍

的粗差较少，最多不能超过本文近似估算的崩溃

污染率，说明即使在最不利的条件下，本文的崩溃

污染率估算方法也是可行的。
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