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摘要：针对水质时间序列一般具有结构复杂性和演变过程非平稳性的特征，提出将马尔可夫状态切换-自回归模

型（Markov Switching-Auto Regressive Model）用于水质时序的随机模拟和水环境系统的风险分析，并探讨了运用

MS-AR模型进行水质时序随机模拟与分析的关键步骤。最后运用该模型和蒙特卡罗（Monte Carlo）方法，对天津果

河某断面的总磷浓度时序（1999—2007 年）进行了随机模拟和污染风险评价。结果表明，MS-AR 模型有效识别出

了该水质时序在演变过程中的不同结构模式，模拟出的总磷浓度序列能从总体上反映实测总磷时序的演变特征和

动态变化趋势，克服了利用单纯统计理论进行水环境风险分析无外延性的不足。
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1 研究背景

河流、水库水质状况的变化过程不但受降水、径流、温度等自然条件的影响，而且人类活动诸

如产业结构规划、经济发展策略、环境保护部门监管力度以及生产技术水平变化等诸多因素，均对

水体水质有显著影响，因而水环境系统的演变过程是一个复杂多变的动态过程。水环境的风险评价

是指通过评估水环境系统的质量状态超过给定水环境质量标准的控制限值的程度及其发生的概率，

然后提出相应的管理对策的过程［1］。针对水环境系统存在风险的根源及其他影响水环境质量的不确定

因素，人们相应地提出了随机模型［2］、灰色模型［3］、模糊模型［4-5］、信息熵模型［6］等以及与其它理论耦

合在一起的水环境风险评价模型［7］。上述模型虽然在水环境风险评价与管理方面具有良好的适用性，

但在反映水质时序结构特征及水环境系统演进模式方面有一定欠缺。由于水质时间序列是水环境系

统对自然和人类活动等确定与不确定因素的综合反映，因此研究水质时间序列的演变特征和变化趋

势对水环境系统的风险评估有着重要意义。基于上述考虑，本文尝试运用马尔可夫状态切换-自回归

模型（Markov Switching-Auto Regressive Model，MS-AR 模型）来分析水质时序的动态结构特征以及水

环境系统的演进模式，然后通过随机模拟的方法对水环境系统的风险进行评估。

MS-AR模型［8-9］最初应用于研究经济学中的相依数据，此后在经济金融领域得到了广泛应用［10-14］，

它是一种研究具有变结构动力特征的时间序列分析方法，对模拟序列结构复杂、演进模式多变的动

态时序过程有良好的适应性，其基本思想是通过外部数据计算系统内部处于何种不可观测结构的概

率来对系统进行建模分析。由于决定金融时序和大部分水质时序演变特征与趋势的主导因素均是人

类活动，两者相近，因此，本文将 MS-AR 模型运用于水质时序的建模分析，并通过实例检验其实用

性。
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2 研究方法

2.1 MS-AR模型基本原理［8-9］ 对于演变过程如式（1）的离散时间序列{xt， t=1，2，…，T}，其在 t=
1，2，…，t0期间为一种演变结构模式，在 t= t0+1，t0+2，…，T 期间为另一种演变结构模式，即时序

{xt}在 t0时刻发生了结构性变化，传统的方法是在 t≤t0和 t≥ t0时段分别建模

ì
í
î

模型1：xt = c1 + φ1xt - 1 + ε t， 1≤ t≤ t0
模型2：xt = c2 + φ1xt - 1 + ε t， t0 + 1≤ t≤ T

（1）
但如果时间序列{xt}在 t=1，2，…，T 期间时而以模型 1 的形式演变，时而以模型 2 的形式演变，

上述分段建模的方法就难以适应该时序{xt}的模拟及预测，而且识别其时序结构变点也是一项繁琐的

工作。

MS-AR 模型可以解决上述难题，它的建模思路是：对于具有复杂结构的时序{xt}，假定它的演变

过程可用 M 个 p 阶自回归过程来模拟，然后引入状态变量 St，St代表时间序列在时刻 t 所处的结构模

式，它是具有状态空间 J=（1，2，…，M）的一阶马尔可夫过程，即当前状态仅与前一个状态有关，

与过去其他状态无关。这里假定模型的残差服从正态分布，则基于马尔可夫状态切换的自回归模型

如式（2）所示
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xt = c
St + å

k = 1

p

φ
St

k xt - k + σ
St ε t，St∈ J

ε t ~i.i.d.N ( )0，1
Pr( )St = j |St - 1 = i = Pij

å
j = 1

M

Pij = 1， ( )i， j∈ J

（2）

模型中待定参数为集合 θ = ( )c St，φ St
k ，σ St，Pij |St∈ J ；k = 1，2，⋯，p；i， j∈ J ，其中： c

St

为系统处于状态 St 下自回归模型的截距项； φ
St

k 为状态 St 下自回归系数； σ
St 为在状态 St 下模型残

差的均方差；{εt， t=1，2，…，T}为服从同一正态分布的零均值白噪声序列。（式中： i.i.d.N 为 inde⁃
pendent and identically distributed in Normal的缩写，是用来表示高斯白噪声的符号；Pr为系统在 t-1时

刻由状态 i转移到状态 j的概率；P 为该马尔可夫过程的状态转移概率矩阵。）

对于参数集 θ 采用最大似然估计来求取，为表述方便，这里用 ξi，t - 1 表示系统在时刻 t-1 所处的

状态为 i ( )i∈ J 的概率，最大似然估计求取 θ 的过程如下：

ξi，t - 1 = Pr( )St - 1 = i |Ω t - 1；θ ( )i∈ J （3）
式中 Ω t - 1 = { }xt - 1，xt - 2，⋯，x1 为在 t-1时刻所观测到的所有序列样本的集合，它可以被看作到 t时刻

的信息集。

由式（2）可知，t时刻系统处于第 j个状态的条件密度函数

η j，t = f ( )xt |St = j，Ω t - 1；θ = 1
2πσ St

exp
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2 （4）

由式（3）和式（4）可得到 t时刻的状态混合密度函数

f ( )xt |Ω t - 1；θ = å
i = 1

M

å
j = 1

M

Pij ξi，t - 1η j，t （5）
从而由贝叶斯公式可得到系统在时刻 t所处状态为 j的概率
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ξ j，t = åi = 1

M

Pij ξi，t - 1η j，t

f ( )xt |Ω t - 1；θ
， ( )i∈ J （6）

由上述公式的计算结果可以对参数 θ 采用迭代法进行最大似然估计。待估参数集 θ 的条件对数

似然函数为

L ( )θ |ΩT = å
t = 1

T lg f ( )xt |Ω t - 1；θ （7）
具体的迭代估计步骤如下：

（1）首先给定 t=1，2，…，p 时刻处于各状态的概率 ξi，t 作为初值，初值的选取方法可采用限制

性无条件概率，即

ξi，t =
1 - Pii

å
j = 1

M

( )1 - Pjj

， ( )t = 1，2，⋯，p，i∈ J （8）

然后令 t = p；
（2）将各个初值代入式（4）和式（5）得到的系统在 t=t+1 时刻状态空间的条件概率密度 η j，t + 1

( )j∈ J ；再将 η j，t + 1 和 ξi，t ( )t = t，t - 1，⋯，t - p + 1 代入式（5）得到 f ( )xt + 1|Ω t；θ ；

（3）将 f ( )xt + 1|Ω t；θ 、ξi，t 和η j，t + 1 代入式（6）得到 ξi，t + 1( )i∈ J ；如果 t+1=T，结束迭代，转到

下一步；否则令 t=t+1，转到第（2）步继续迭代。

（4）将 f ( )xt + 1|Ω t；θ ( )t = p + 1，p + 2，⋯，T 代入式（7），通过数值搜索寻优方法求取参数集 θ

的最大似然估计 θ̂ 。通过以上步骤求得 θ̂ 后，可由式（6）计算任一时刻 t处的各个状态的概率 ξ̂ j，t 。

由于采用极大似然法估计自回归模型参数时，要求所模拟的时间序列{xt，t=1，2，…，T}必须为

一高斯过程［15］，而实际的水质时间序列并不总是能满足这个条件，因此在对已有水质时序建立

MS-AR 模型前，首先应对水质时序数据进行高斯性检验，如果水质时序过程是非高斯的，就需要寻

求某种变换把原水质时序变换为服从高斯分布的时间序列，经作者对天津于桥水库流域的大量实测

水质时序进行高斯变换试验，发现 Box-Cox 变换［16］是一种很好的方法。Box-Cox 变换是 Box 和 Cox 于

1964年提出的一种基于极大似然法的幂转换模型，其转换模型如下

xt
( )λ =

ì
í
î

ï

ï

x λ
t - 1
λ ，λ≠ 0

ln x， λ = 0
（9）

式中 λ 为一个待定变换参数，对于 λ 值的选择，可以通过极大似然法来估计，其似然函数及估计方

法参见文献［16］。

2.2 MS-AR模型的随机模拟原理 基于 MS-AR 模型的随机模拟是在给定模型初始状态的基础上，

按照状态转移矩阵，借助蒙特卡罗法模拟各个状态之间的转换过程。它的随机模拟过程包括两部分

内容，即状态切换过程的随机模拟和状态值的随机模拟：

（1）状态切换过程的随机模拟：状态切换过程的随机模拟是在初始状态已知的情况下，按照状态

转移概率矩阵，借助蒙特卡罗方法［17］模拟模型在各个状态之间切换的过程。如果模型在 t时刻的状态

为 i，那么采用蒙特卡罗法模拟它从 t时刻转移到 t+1时刻的状态过程为，首先由随机数发生器产生一

个 0到 1之间服从均匀分布的伪随机数 Rand，然后将 Rand与 pii分相比，如果 Rand≤pii，模型在 t+1时

刻将继续停留在状态 i向前演进；如果 Rand＞pii，模型将向其它状态切换，计算出 ( )Rand - pii ，再拿

( )Rand - pii 分别与 { }pi， j ， j∈ J， j≠ i （J 为模型的状态空间）相比，如果 pi，k 的数值最接近于

( )Rand - pii ，那么 t+1时刻，模型将切换到状态 k向前演进。
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（2）状态值的随机模拟：如果模型在 t 时刻的状态为 St，那么用随机数算法产生一个服从均值为

0、均方差为 σ
St 正态分布的伪随机数 Randn，这是因为我们的参数估计过程是建立在残差服从正态

分布基础上的， σ
St 为模型在状态 St下模型残差的均方差。因为水环境系统中的质量状态变量一般来

说有最小可能取值、最可能取值和最大可能取值，因此模型的误差也对应有取值范围，由于模型残

差近似服从正态分布，这里参照文献［7］中的方法，规定 Randn 的可能取值区间为
é

ë
ê
- ---Res - 2σ

St，

ù
û
ú

- ---Res + 2σ St ，其中的
- ---Res 为状态为 St时序列 { }xt 经过Box-Cox变换并标准化后的序列 { }yt 的MS-AR模

型残差的均值， σ
St 对应残差的均方差。那么 yt 的模拟值为

zt = c
St + å

k = 1

p

φ St
k zt - k + Randn （10）

然后对序列 { }zt 作标准化反变换及Box-Cox反变换即可得到序列 { }xt 的模拟值。

2.3 水环境系统风险评估［7］ 对水环境系统的质量状态变量 { }xt 如果给定水环境质量标准的控制限

值为 xc，那么水环境风险可定义为

Rz = Pr( )xt ≥ xc （11）
式中： xt 可以为水质断面的某一项监测指标，也可以为通过水质综合评价模型将多项监测指标归一

化的综合评价指标；Pr为事件 xt ≥ xc 的概率函数。

然后通过所建的 MS-AR 模型采用随机模拟的方法得到水环境系统的质量状态变量 { }xt 的模拟序

列{zn，n=1，2，…，N}，N 为随机模拟的试验次数。研究表明，试验次数越多，z 的频率分布越接近

于其真实的概率分布，在实用上 N 一般取频率分布收敛时所对应的试验次数。若序列 { }zn 中超过水

环境质量标准限值 xc的数目为 Nz，则水环境风险的估计值为

Rz = Nz /N （12）
最后，根据风险的估计值和模拟序列 { }zn 的统计特征，可提出水环境风险的相应对策。

3 实例应用

3.1 基本数据及其预处理 果河是天津于桥水库的主要支流，自引滦入津工程建成通水后，成为引

滦入津的重要输水通道，其年均径流量约占于桥水库年入库总流量的 85%左右，而且果河桥断面是

海河流域重点水质监测断面，该断面的水质状况反映了天津市于桥水库上游来水水质的总体状况。

监测资料显示，果河桥断面总磷超标较为严重，在 1999 年 11 月—2007 年 12 月间的监测记录中，超

过国家Ⅱ类水质标准约占 52.58%。本文基于上述研究方法，以该断面该期间的总磷浓度时序{xt，t=
1， 2， …， 98}为研究对象，对其建立 MS-AR 模型并分析该水质时序的动态演进特征，然后通过随

机模拟的方法对于桥水库上游来水水质安全风险做出评价。图 1 为果河桥断面 1999 年 11 月—2007 年

12 月期间 98 个月份的总磷浓度过程线。经检验 { }xt 不服从正态分布，故首先对其进行 Box-Cox 变换

（λ＝-0.446）并对其进行标准化处理得到序列 { }yt ，采用 Kolmogorov-Smirnov 检验方法对序列 { }yt 进

行正态性检验， { }yt 通过正态假设检验的伴随概率为 84.23%，序列 { }yt 的变化过程线如图 2所示。

3.2 参数估计 从图2中难以判断出 { }yt 的演变过程有几种状态，为了便于对比说明，这里取 Smax= 3。
对于 { }yt ( )t = 1，2，⋯98 的最大回归阶数，可根据自回归模型自相关函数拖尾、偏自相关函数截尾

的性质来初步估计它的最大回归阶数定为 5。表 1为序列 { }yt 的MS-AR模型在不同状态数量及回归阶

数组合（s，p）下的残差白噪声检验及模型优选评价指标计算成果，表中的 P 值为残差通过白噪声假设
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图 3 模型拟合原序列{xt}情况 图 4 系统两种状态概率切换过程

图 1 总磷浓度时序变化过程线 图 2 序列{yt}变化过程线

表 1 序列 { }yt 的模型残差白噪声检验及模型优选评价指标

φ

1
2
3
4
5

s=1
P 值

0.180
0.315
0.470
0.660
0.661

AIC

-25.85
-25.54
-28.79
-30.73
-37.60

R
2

0.240
0.253
0.299
0.341
0.385

s=2
P 值

0.163
0.929
0.877

0.635
0.824

AIC

-12.66
-71.18
-78.18

-27.54
-56.17

R
2

0.266
0.432
0.475

0.433
0.595

s=3
P 值

0.278
0.236
0.595
0.882
0.570

AIC

-7.03
-5.88
-39.09
-15.04
-7.99

R
2

0.422
0.177
0.653
0.448
0.321

表 2 MS-AR模型自回归系数的估计值

φ1

φ2

φ3

状态Ⅰ
0.804

-0.338
0.047

状态Ⅱ
-0.305

0.433
-0.030

c

σ

Ρii

状态Ⅰ
-0.165

0.652
0.838

状态Ⅱ
0.682
0.703
0.504

检验的伴随概率向量中的最小值，当 s=1时，MS-AR模型退化为AR模型。

由表 1 可知，2 种结构状态的 3 阶自回归模型为序列 { }yt 的最优 MS-AR 模型。对序列 { }yt 的拟合

值进行标准化逆变换及 Box-Cox 逆变换，得到原序列 { }xt 的 MS-AR 模型，采用 χ 2( )m 检验该模型残

差序列，不能拒绝残差序列为白噪声的假设，并且通过检验的伴随概率向量中最小值为 96.87%，模

型的可决系数 R2为 0.498，模型参数计算结果见表 2。

所建 MS-AR 模型拟合原序列 { }xt 的情况如图 3 所示，模型的所处状态的概率转移过程如图 4 所

示，该模型基本上能反映出总磷时序在此期间内的变化特征。

如果视 Pr( )St = 1，|Ω t - 1 > 0.5（Ωt-1为 t 时刻的信息集）的情况下该断面的总磷浓度时序是在状态Ⅰ
下演进，当 Pr( )St = 2，|Ω t - 1 > 0.5 时，认为该断面的总磷浓度时序是在状态Ⅱ下演进，那么由图 4我们

可看出，果河桥断面的总磷时序在 1999 年 11 月—2007 年 12 月期间，其演变过程大部分时间处于状

态Ⅰ，但仍存在两种结构状态切换现象，状态Ⅰ的持续性要比状态Ⅱ好。由状态转移矩阵和公式
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表 3 总磷模拟序列的统计特征及风险评估结果

实验次数

500
2 000
5 000
10 000
20 000
40 000

总磷模拟浓度统计特征（mg/L）
平均值

0.156
0.151
0.144
0.146
0.146
0.146

最小值

0.037
0.033
0.033
0.031
0.030
0.030

最大值

2.86
3.53
4.57
4.29
4.47
6.22

风险的估计值

53.80%
54.70%
53.40%
53.37%
53.33%
53.34%

E ( )Li = 1/ ( )1 - Pii ，我们可以计算出该总磷时序在其演进过程中处于各个状态下所持续时长的期望

值，经计算模型连续处于状态Ⅰ下的时长期望值为 6.2 个月，连续处于状态Ⅱ下的时长期望值为 2 个

月。作用于状态Ⅰ背后的动力因子具有稳定性和持续性，例如，管理部门对水质的常规防控措施、

生活污水的排放等影响因子就具有持续性；作用于状态Ⅱ背后的动力机制具有突发性和暂态性，例

如工业污染源的偷排偷放、气候情况异常（暴雨洪水引起农业面源污染负荷短时间内大量汇入河

流），以及有关部门针对突发性污染事件启动相应的应急预案及控制措施等。

3.3 果河桥断面总磷浓度超标风险分析 利用以上述模型对果河桥总磷时序进行随机模拟，表 3 给

出了不同模拟次数总磷浓度的平均值、最小值、最大值，以及按照式（12）计算出的总磷浓度超过国

家水质标准中Ⅱ类水质的控制准限值的风险概率，结果见表 3。

分析表 3可得出以下结论：

（1）对果河桥断面的总磷时序采用所建的 MS-AR 模型模拟 40 000 次时，模拟系列的均值、最小

值和风险估计值已收敛，此时该断面处总磷浓度的平均值为 0.146mg/L，最小值为 0.030mg/L，污染风

险估值为 53.34%。模拟浓度系列的均值超过国家Ⅱ类水质标准限值（0.1mg/L）0.46 倍，说明该断面总

磷在今后一段时间内的污染形势比较严峻，于桥水库的污染项目中，总磷污染仍有较大的输入性污

染风险。

（2）随机模拟结果中，总磷浓度模拟系列中的最小值（0.030mg/L）与实测系列的最小值（0.030mg/L）
相等，而模拟系列最大值（6.22mg/L）为实测系列的最大值（3.09mg/L）2 倍左右，从水环境系统动力机

制的角度审视，果河桥断面处的实测总磷月平均浓度不可能有如此之大，为小概率事件，从统计学

的观点出发，我们可以不予考虑，绝大部分的模拟值是在一个合理范围之内，因此，可以认为该模

型是稳定可靠的。

（3）按照常规的统计方法，果河桥断面实测总磷浓度系列的均值（0.250mg/L）大于模拟系列的均值

（0.146mg/L），而实测总磷浓度系列超过Ⅱ类水质标准限值的频率（52.58%）却低于模拟系列的风险估

值（53.34%），这说明实测总磷浓度系列的离差比模拟系列的离差大，模拟系列的统计特征并不完全

和实测系列相同。我们分析图 1可知，果河桥总磷浓度时序在计算时段内，它的均值、极大值、以及

波动程度均有减小的趋势。需要注意的是，只要系列的均值超过水质标准限值，那么波动程度减小

势必引起超标次数增加，使得超标频率增大。然而单纯的统计结果是静态的，并不能反映总磷浓度

时序的这些变化趋势。

运用本文所建的 MS-AR 模型，借助 Monte Carlo 随机模拟方法，得到的总磷模拟系列是动态的，

它不但具有该段时间内的实测总磷浓度系列的大部分统计特征，而且反映了实测总磷浓度时序演变

过程中的结构特征和变化趋势，因此该风险评估模型具有动态性和外延性，更加适合于水环境系统

演变趋势的分析和风险评估。
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4 结论

运用文中所建的 MS-AR 模型对于桥水库上游控制断面—果河桥断面总磷的随机模拟表明，如果

以 1999 年 11 月—2007 年 12 月这段时间内的总磷浓度时序作为估计未来总磷污染风险的信息集，那

么果河桥断面的总磷浓度均值及波动方差均有减小的趋势，但超标的风险依然比较大，说明于桥水

库仍然有较大的输入性总磷污染风险，为保障天津市安全供水风险，仍需进一步加强于桥水库上游

流域总磷污染源的防控措施。MS-AR 模型在自动识别时间序列的演变模式方面有较好的效果，适合

对受人类活动影响显著、演变过程复杂的水质时间序列进行随机模拟，在水环境系统的风险分析和

评估方面有着良好的运用前景。另外，由于 MS-AR 模型在建模前需要对数据进行正态变换，建模后

进行模拟预测时，需要对所得的模拟值进行反变换，在此过程中可能会出现较大误差［18］，那么结合

待分析数据的特性，寻求恰当的正态变换方法对 MS-AR 模型应用于水质时序模拟分析有着重要意

义。
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Exceedance probability method for mid-term and long-term streamflow prediction

ZHAO Tong-tie-gang，YANG Da-wen，LI Ming-liang
（ Tsinghua University， Beijing 100084， China）

Abstract：Mid-term and long-term streamflow prediction is of vital importance in flood control， reservoir
operation and water resources management. Due to the lack of reliable meteorological inputs， statistical
method is commonly used to mid-term and long-term streamflow prediction. The Exceedance Probability
Bayesian Discriminant Analysis Method is a Bayesian statistical method which relies on discriminant analy⁃
sis to predict the probability of“future streamflow goes beyond a certain value”（Exceedance probability）
by the historical predictand and predictor samples and real-time predictor information. This method has
been used to predict the streamflow of Yichang and Datong Gauge Station，Yangtze River. The results show
that the exceedance probability method is effective in predicting the non-flood season streamflow and is a
viable approach for adopting hydro-meteorological indexes as predictor to promot prediction accuracy of
flood season streamflow.
Key words：mid-term and long-term streamflow prediction；exceedance-probability method；Bayesian Dis⁃
criminant Analysis；Yangtze River streamflow prediction

（责任编辑：王成丽）
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Random simulation and environmental risk assessment for water system

based on Markov Switching theory

NIU Jun-yi1，FENG Ping2，ZHANG Wei3

（1. Zhengzhou University，Zhengzhou 450001，China；2. Tianjin University，Tianjin 300072，China；

3. Tianjin survey and Management Center of Hydrology and Water Resources，Tianjin 300061，China）

Abstract：Focusing on the non-stationary and structural complexity of water quality time series， the Mar⁃
kov Switching-Auto Regressive Model （MS-AR） was introduced for water quality time series random simula⁃
tion， and then the main procedures of environmental risk assessment for water system by using MS-AR
model was discussed. Finally，by means of this model and Monte Carlo method，the total phosphorus （TP）
concentration time series in a river section in Guohe River，Tianjin，was randomly simulated，and the risk
of TP exceeding national standard limits was assessment. The result shows that the MS-AR model can iden⁃
tify two evolution patterns of the series，the simulated series reflect the evolution features and the changing
trend of the actual time series，which overcame the disadvantage of extensionality and prediction capability
of using statistical method only to the environmental risk analysis of water system.
Key words：water quality time series；Markov theory；Regime Switching；Box-Cox transformation；autore⁃
gressive model；random simulation

（责任编辑：韩 昆）
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