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摘要：为考虑溶质运移的弥散尺度效应，将弥散度概化为运移距离的线性和指数函数，并考虑溶质的吸附和降

解，建立了非均质介质中溶质运移的一维两区模型（TRM），采用 Laplace变换和 de Hoog 数值逆变换方法求得了模

型的半解析解，分析了考虑弥散尺度效应与弥散度为常数的 TRM 之间的对应关系，利用算术平均方法计算了考

虑弥散尺度效应的 TRM 的等效弥散度，并应用模型模拟了长度为 1 250cm 的一维非均质土柱中的溶质运移过程。

结果表明：等效弥散度反应了弥散尺度效应的影响，可以近似作为区域弥散度的平均值，但当弥散尺度效应增强

时，这种近似会有一定误差；不考虑弥散尺度效应或将弥散度概化为运移距离线性函数的 TRM 的模拟结果与实

测值存在较大偏差，而弥散度为运移距离指数函数时的 TRM 的模拟精度有了较大提高，能够更好地模拟非均质

长土柱中溶质的不规则运移过程。这说明，非均质介质中弥散度并不是随距离无限制地增加，弥散度为运移距离

指数函数时的TRM能够较好地模拟溶质在较大尺度上的运移过程。
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1 研究背景

溶质在多孔介质中运移时，表征其扩散特征的参数是弥散度［1］。大量实验和理论研究表明，在采

用对流-弥散方程（Convection-Dispersion Equation，CDE）研究溶质运移问题时，求得的弥散度不是常

数，而会随着运移距离的增加而增加，而且由野外弥散试验确定的弥散度一般比室内土柱实验确定

的弥散度大 2 到 6 个数量级［2］。这种多孔介质中弥散度随着溶质运移距离和研究问题尺度增大而增大

的现象称为水动力弥散的尺度效应［3-6］。研究表明，多孔介质在不同尺度上的非均质性，特别是介质

沉积特性和水力传导度的空间变异性是产生弥散尺度效应的主要原因［2，4，7］。

基于非均质介质的水力特性具有随机分布的特点，有关学者提出应用随机理论来克服弥散尺度

效应的影响［2，4，8］。但是，建立水力参数的随机分布模型需要大量有代表性的点尺度资料，而详细和准

确资料的获取成本很高，使得随机方法在实际问题中的应用有限［9］。许多学者在探寻弥散度与运移距

离的关系基础上，采用 CDE 等确定性模型但将弥散度概化为运移距离的函数来模拟较大尺度上的溶

质运移过程。Pickens和Grisk［7］提出利用线性和指数函数来表征弥散度与平均运移距离的关系，建立了

相应情况下CDE的有限元数值模型，许多学者研究了考虑弥散尺度效应的CDE的解析或半解析解［10-13］，

Pang和Hunt［12］还利用 8m长的土柱实验资料验证了解的适用性。

在CDE基础上建立起来的两区模型（Two-Region Model，TRM）作为一种物理非平衡模型，考虑了
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土壤孔隙中可能存在的不动水体，更好地描述了溶质运移过程中的提前穿透和拖尾等不规则现象［14-16］。

因此，在 TRM 基础上考虑弥散尺度效应将能更有效地模拟非均质介质中溶质在较大尺度上的运移过

程。但是，以往关于 TRM 弥散尺度效应的研究却较少。张德生［17］得到了非均质土壤中 TRM 的准解析

解，但推导过程和解的形式非常复杂，不易推广应用。另外，张德生［17］没有考虑溶质的吸附和降解

等反应过程，没有探讨模型的物理意义和特性，也没有用实验结果检验模型的适用性。

为此，本文将弥散度概化为运移距离的线性和指数函数，并考虑溶质的吸附和降解，建立了考

虑弥散尺度效应的一维溶质运移两区模型，并应用模型模拟了长度为 1 250cm的一维非均质土柱中的

溶质运移资料，检验模型的适用性。

2 数学模型的描述

2.1 溶质运移方程 两区模型将土壤液相分为一个可动的“动态”区域和一个不可动的“停滞”区域，

且可动区域内土壤水流动状态相近或一致。对流和弥散仅被限定在可动区域，不可动区域的溶质仅

以扩散形式与可动区域发生质量交换，且假设质量交换速率与两区的溶质浓度差成正比［14］。在考虑

溶质吸附和降解的情况下，土壤固相（吸附区）也被分为两部分，分别与土壤液相中可动区域内和不

可动区域内的溶质发生吸附作用。假设土壤液相中可动和不可动区域内的溶质吸附过程满足线性平

衡方程，且土壤液相和固相中的溶质满足一阶降解方程，但降解系数不相等。根据以上物理化学过

程，一维稳定流条件下两区模型的控制方程为［18］：

( )θm + fρb Kd

∂Cm∂t = θm
∂∂x
é

ë
ê

ù

û
úDm ( )x

∂Cm∂x - q
∂Cm∂x - ω ( )Cm - Cim - ( )θm μ lm + fρb Kd μ sm Cm （1）

[ ]θim + ( )1 - f ρb Kd

∂Cim∂t = ω ( )Cm - Cim - [ ]θim μ lim + ( )1 - f ρb Kd μ sim Cim （2）
式中：θm和θim分别为土壤液相中可动和不可动区域的体积含水率（L3/L3）；Cm和 Cim分别为可动和不可

动区域的溶质浓度（M/L3）；q（=vθm）为水流通量（L/T），v 为可动区域的平均孔隙流速（L/T）；ω为质量

交换系数（1/T）； f 为直接与可动区域中液相溶质接触的平衡吸附区的比例；ρb 为土壤的干容重（M/
L3）；Kd为线性吸附的经验分配系数（L3/M）；μlm和μlim分别为可动和不可动区域中液相溶质的一阶降解

系数（1/T）；μsm和μsim分别为可动和不可动区域中吸附相溶质的一阶降解系数（1/T）；x为距离变量（L）；t
为时间变量（T）。Dm（x）为可动区域的水动力弥散系数（L2/T），忽略分子扩散时，Dm（x）可以表示为［1］：

Dm ( )x = α ( )x v （3）
式中：α（x）为纵向弥散度（L）。

为使方程（1）和方程（2）更加简洁，引入如下变量：Rm=1+fρbKd /θm，Rim=1+（1-f）ρbKd /θim，μm=μlm

+fρbKd μsm/θm和μim=μlim+（1-f）ρbKd μsim /θim，则两区模型的控制方程可以简化为：

θm Rm

∂Cm∂t = θm
∂∂x
é

ë
ê

ù

û
úDm ( )x

∂Cm∂x - vθm

∂Cm∂x - ω ( )Cm - Cim - θm μmCm （4）
θim Rim

∂Cim∂t = ω ( )Cm - Cim - θim μ imCim （5）
根据 Pickens 和 Grisk［7］的研究结果，本文采用线性和指数函数来表征弥散度与运移距离的关系，

此时弥散度的表达式分别为：

α ( )x = kx （6）
式中：k为弥散度与运移距离的斜率。

α ( )x = a ( )1 - e -bx （7）
式中：a为弥散度在无穷远处的渐进值（L）；b为常数（L-1）。

从式（6）和式（7）可以看出，当弥散度为距离的线性函数时，弥散度会随着距离无限制地增加，

而当弥散度为距离的指数函数时，弥散度在某一距离之前会随着距离的增加而增大，之后则会趋于
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渐进值 a。另外，k， a 或 b增加时，弥散度随距离增加的速率都会增大，使得弥散作用增强和弥散尺

度效应越明显。将式（3）、式（6）和式（7）代入方程（4）和方程（5）即为考虑弥散尺度效应的溶质运移两

区模型。为方便起见，将弥散度为运移距离的线性函数时的两区模型简称为 TRML（Two-Region Mod⁃
el with Linear Scale-dependent Dispersivity），将弥散度为运移距离的指数函数时的两区模型简称为

TRME（Two-Region Model with Exponential Scale-dependent Dispersivity），而将不考虑弥散尺度效应即

弥散度为常数的两区模型简称为TRMC（Two-Region Model with Constant Dispersivity）。

2.2 初始和边界条件 溶质的初始浓度设为 Ci，即：

Cm ( )x，0 = Cim ( )x，0 = Ci 0 < x < ∞ （8）
溶质运移的下边界设为：

∂Cm∂x ( )∞，t = 0 0 < t < ∞ ∝ （9）
本文考虑 3 种不同类型的上边界条件，分别为浓度已知边界、浓度通量边界和溶质瞬时注入边

界，其数学表达式分别为式（10），式（11）和式（12）：

Cm ( )0，t = C0 0 < t < ∞ ∝ （10）
vCm | x = 0 - Dm ( )x

∂Cm∂x | x = 0 = vC0 0 < t < ∞ （11）
vCm | x = 0 - Dm ( )x

∂Cm∂x | x = 0 = Mδ ( )t （12）
式中：C0为注入溶质的浓度（M/L3）；M 为单位面积注入的溶质质量（M/L2）；δ（t）为单位脉冲函数。值

得注意的是，对TRML和TRME而言，Dm（x=0）=0，此时浓度通量边界与浓度已知边界等价。

3 模型半解析解的推导

3.1 模型在Laplace空间的解析解 将方程（4）和方程（5）分别对 t作Laplace变换，得：

θm Dm ( )x
d 2- ---Cmi

dx 2 + θm[ ]D ′
m ( )x - v

d - ---Cmidx
- ( )ω + θm μm + pθm Rm

- ---Cmi + ω - ---Cmi + θm RmCi = 0 （13）
θim Rim ( )p ----Cim - Ci = ω ( )- ---Cmi - ----Cim - θim μ im

----Cim （14）
式中：

- ---Cmi 和
----Cim 分别为 Cm和 Cim的Laplace变换形式；p为Laplace变换参数。

由方程（14）得：

----Cim =
ω - ---Cmi + θim RimCi

ω + pθim Rim + θim μ im
（15）

将式（15）代入方程（13）并整理得：

θm Dm ( )x
d 2- ---Cm

dx 2 + θm[ ]D ′
m ( )x - v

d - ---Cmidx
- æ

è
ç

ö

ø
÷

ωθim Rim

ω + pθim Rim + θim μ im
+ θm Rm ( )p - ---Cmi + φ - ---Cm - Ci = 0 （16）

式中： φ =
ωθim μ im + θm μm ( )ω + pθim Rim + θim μ im

ωθim Rim + θm Rm ( )ω + pθim Rim + θim μ im

。

令 Y = - ---Cm - Ci / ( )p + φ ，方程（16）可简化为：

Dm ( )x d 2Y
dx 2 + [ ]D ′

m ( )x - v dYdx
- ψY = 0 （17）

式中： ψ =
é

ë
êê

ù

û
úú

ωθim Rim

θm ( )ω + pθim Rim + θim μ im

+ Rm ( )p + φ 。

3.1.1 TRML 在 Laplace 空间的解析解 将式（6）代入方程（17），引入变量ξ，ξ 2=kxv 且ξ>0，整理方程

（17）得：
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ξ2 d 2Y
dξ2 + æ

è
ö
ø

1 - 2
k ξ dYdξ - æ

è
ö
ø

2
kv

2
ψξ2Y = 0 （18）

方程（18）属于下面类型的Bessel方程［19］：

ξ2 d 2Y
dξ2 + ( )1 - 2r ξ dYdξ + ( )-λ2 χ 2ξ2χ + r2 - r2 χ 2 Y = 0 （19）

式中：r=1/k， λ = 2 ψ kv，χ = 1 。

方程（19）的通解为［19］：

Y = ξ r{ }A1Kr ( )λξ + B1Ir ( )λξ （20）
式中：Ir（x）和 Kr（x）分别为 r 阶的第一类和第二类虚宗量 Bessel 函数；A1 和 B1为由边界条件确定的待

定函数。故TRML中可动区域溶质在Laplace空间的浓度为：
- ---Cmi = ξ r{ }A1Kr ( )λξ + B1Ir ( )λξ + Ci ( )p + φ （21）

由下边界条件式（9），当 ξ→∞时， d - ---Cmi dξ 必须有限，结合虚宗量 Bessel 函数的性质，B1必须

为 0［19］。根据不同的上边界条件，可以很简单地推导出 A1 的表达式，具体结果见表 1。根据 A1 与式

（21）和式（15），即可得到TRML在Laplace空间的解析解。

3.1.2 TRME 在 Laplace 空间的解析解 将式（7）代入方程（17），引入变量 z=ebx，则方程（17）变为：

z ( )1 - z d 2Y
dz 2 - æ

è
ö
ø

1 - 1
ab z dYdz

+ 1
avb 2 ψY = 0 （22）

方程（22）属于下面类型的Gauss超几何方程［19］：

z ( )1 - z d 2Y
dz 2 - [ ]Q - ( )1 + γ + η z dYdz

+ γηY = 0 （23）
式中：Q=0， γ = 12ab

é

ë
ê

ù

û
ú-1 + 1 + 4a

v ψ ，η = 12ab
é

ë
ê

ù

û
ú-1 - 1 + 4a

v ψ 。

由于方程（23）的自变量范围为 1≤z<∞，其通解可以表示成超几何函数的形式［19］：

Y = A2 z -γ F ( )γ，γ + 1；γ - η + 1；z -1 + B2 z -η F ( )η，η + 1；η - γ + 1；z -1 （24）
式中：F（m， n； c； x）为Gauss超几何函数，A2和 B2是由边界条件确定的待定函数。

故TRME中可动区域溶质在Laplace空间的浓度为：
- ---Cmi = A2 z -γ F ( )γ，γ + 1；γ - η + 1；z -1 + B2 z -η F ( )η，η + 1；η - γ + 1；z -1 + Ci ( )p + φ （25）

根据下边界条件式（9），当 z→∞时， d - ---Cmi dξ 必须有限，根据超几何函数的性质，B2必须为0［19］。

根据不同的上边界条件，可以很简单地确定 A2的表达式，具体结果如表 2 所示。根据 A2，即可得到

TRME在Laplace空间的解析解。当θim=0，且ω=0和 f =1时，TRM就转化为CDE。因此，由上述推导的

解可直接得到考虑弥散尺度效应的CDE在Laplace空间的解析解。

3.2 Laplace数值逆变换解 对于已经得到的模型在 Laplace 空间的解，可以通过解析或数值 Laplace
逆变换方法得到溶质在实空间的浓度。解析逆变换需要用到复变函数理论，反演过程比较复杂，而

且上述推导的解形式比较复杂，不一定能通过解析逆变换得到模型在实空间的解析解。数值逆变换

是一种非常有效而且简单的 Laplace 逆变换方法，在地下水流和溶质运移问题的研究中得到广泛应

用［10-11，13］。因此，采用合适的数值逆变换方法推求模型的半解析解是从解析的角度求解模型的最优方法。

上边界条件

浓度已知边界

浓度通量边界

溶质瞬时注入边界

A1（TRML）
A1 =

C0 p - Ci ( )p + φ

2r -1Γ ( )r
λr

A1 =
M - vCi ( )p + φ

2r -1vΓ ( )r
λr

A2（TRME）
A2 =

C0 p - Ci ( )p + φ

F ( )γ，γ + 1；γ - η + 1；1
A2 =

M - vCi ( )p + φ

vF ( )γ，γ + 1；γ - η + 1；1

表 1 不同上边界条件下TRML和TRME在Laplace空间的解析解中系数 A1和 A2的表达式
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本文采用 de Hoog数值逆变换算法，该方法是基于Fourier级数展开的逆变换算法，不仅计算精度

高，也克服了 Stehfest 数值逆变换算法易发生数值弥散和振荡的缺点，而且在加快级数收敛速度方

面，de Hoog 所采用的 QDAL 算法（quotient differences algorithm）比 Crump 数值逆变换方法采用的 EPAL
算法（epsilon partial sums algorithm）更有效［20］。de Hoog算法的计算公式为［20］：

C ( )t = 1
T exp ( )p0 t

ì
í
î

ü
ý
þ

12
-C ( )p0 + å

j = 1

2N Re é
ë
ê

ù

û
ú

-C æ
è
ç

ö
ø
÷p0 +

jπi
T exp jπit

T （26）
式中：2T 是近似逆变换函数的 Fourier 级数的周期，T 要大于 tmax/2，一般取 T＝0.8tmax，其中 tmax为计

算时间的上限值；p0=μ-ln（E）/（2T），μ要大于逆变换函数所有奇点坐标的实部，E 为所期望的相对误

差，实际计算中一般取μ＝0 和 E＝10-6；2N 为级数的项数，一般取 N=20 就可以达到收敛；Re 表示复

数的实部； i = -1 。本文编制了相应的Matlab计算程序，计算模型在实空间的解。

本文所得到的 TRML 和 TRME 的半解析解在 Laplace 空间是完全连续且准确的，而大量研究已经

表明由 de Hoog 数值逆变换方法造成的误差非常微小。因此，有理由相信半解析解的精度完全满足计

算要求，结果会比一般数值解更精确。对于所得到的半解析解，一方面更有利于研究溶质运移的机

理规律，也可以为检验数值求解方法的精度提供参考。当然，对于一些实际的溶质运移问题，有可

能得不到模型在 Laplace 空间的解析表达式。此时，只能采用有限差或有限元等数值方法求解，所得

到的结果更具有一般性。

4 模型分析

为分析模型的相关特征，特别是弥散尺度效应对溶质运移过程的影响，本文比较了 TRML 和

TRME与TRMC模拟的穿透曲线，分析了两者之间的对应关系。为了分析简单，不考虑溶质的吸附和

降解，溶质的初始浓度设为 0。模型其它参数设置如下：水流通量 q=0.4m/d，土壤含水量θ=0.4，可动

水体含量β（=θm/θ）=0.75，质量交换系数ω=0.01/d，溶质输入为瞬时输入，注入溶质的质量M=100kg/m2。

图 1 为 x0=10m 处 TRML 和 TRMC 描述的穿透曲线的比较。在图 1（a）和图 1（b）中，TRML 中的 k 分

别为 0.05 和 0.2，而对应的 TRMC 弥散度αc则取常数 k.x0，即 TRMC 的弥散度为 TRML 在 0 到 x0运移区

域之间弥散度的最大值（αc=αmax=k.x0），分别为 0.5m 和 2m。此时，TRML 描述的穿透曲线的分布范围

要小于 TRMC 穿透曲线的分布范围，TRML 在穿透曲线的前端和尾部溶质浓度要小于 TRMC 穿透曲线

的对应浓度值，而且 TRML 穿透曲线的峰值和达到峰值所需的时间也都分别大于 TRMC 穿透曲线的

对应值，如图 1 所示。这是由于 TRML 的弥散度是从 0 线性递增到 k.x0，其在整个区域的弥散度平均

值要小于 TRMC 的弥散度，即 TRML 的弥散效应要小于 TRMC 的弥散效应。图 2 为 x0=10m 处 TRME
和 TRMC 描述的穿透曲线的比较。在图 2a 和 2b 中，TRME 中弥散度的系数分别为 a=2m，b=0.02/m
和 a=5m，b=0.05/m。TRMC 中的弥散度αc 取 TRME 弥散度的最大值，即αc=αmax= a（1-e-bx0），分别为

0.36m 和 1.97m。很明显，从 TRME 和 TRMC 穿透曲线的比较中可以得到与前面 TRML 和 TRMC 对比

分析一致的结果，这可从图 2 中得到证实。

根据上面的分析，如果 TRMC 的弥散度取小于αmax 的某一个值，则 TRMC 穿透曲线有可能与

TRML 或 TRMC 描述的穿透曲线一致，本文将满足这个结果的弥散度定义为考虑弥散尺度效应的两区

模型的等效弥散度（αe）。等效弥散度反映了整个运移区域弥散尺度效应的累积效应，是整个区域弥

散度的平均值。本文采用算术平均的方法来近似计算αe，即：

αe = 0
x0
α ( )x dx 0

x0dx （27）
根据式（27）和式（6），可得TRML的等效弥散度为：

αe = 1
x0 0

x0
kxdx = 12 kx0 （28）
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图 1 x0=10m处TRML和TRMC模拟的穿透曲线比较

TRME的等效弥散度由式（27）和式（7）计算：

αe = 1
x0 0

x0
a ( )1 - e -bx dx =

a æ
è

ö
ø

x0 + e -bx0 b - a b

x0
（29）

根据式（28），当 k为 0.05和 0.2时，计算的图 1（a）和图 1（b）中TRML的等效弥散度αe分别为 0.25m
和 1m。当 TRMC 的弥散度取 TRML 等效弥散度时（αc=αe），其模拟的穿透曲线见图 1。当 a=2m， b=
0.02/m和 a=5m，b=0.05/m时，由式（29）计算的图 2（a）和图 2（b）中TRME的等效弥散度αe分别为 0.19m
和 1.07m。此时，TRMC 模拟的穿透曲线见图 2。从图 1 和图 2 可以看出，采用αe时，TRMC 描述的穿

透曲线与 TRML 和 TRME 的模拟结果吻合较好，特别是 k=0.05 和 a=2m， b=0.02/m 时，结果非常一

致。但当 k 增加到 0.2，a 和 b 分别增加到 5m 和 0.05/m 时，即弥散尺度效应增强时，TRMC 的模拟结果

与 TRML 和 TRME 之间有一定偏差，TRMC 在浓度峰附近的模拟值要稍大于 TRML 和 TRME 的计算结

果，如图 1（b）和图 2（b）所示。以上对比分析的结果表明，采用算术平均方法计算的等效弥散度αe反

映了弥散尺度效应的影响，可以近似作为区域弥散度的平均值。采用等效弥散度时，TRMC描述的穿

透曲线可以近似作为考虑弥散尺度效应的TRML和TRME的模拟结果，但是这种近似的精确程度会随

着弥散尺度效应的增大而有所降低。

5 模型应用

为检验模型的适用性，分别采用 TRML、TRME 和 TRMC 对一维非均质长土柱中 NaCl 运移的实验

资料进行模拟。该实验是 Huang 等［21］在室内采用长度为 1 250cm，横截面为 10cm×10cm 的水平土柱进

行的。到目前为止，该实验是在实验室进行的尺度最大的非均质土柱实验之一。土柱中装填黏土、

细砂、中砂、粗砂、砾石和卵石（粒径 1~2cm）等介质，装填过程中通过混合形成各种层状、透镜状

等不规则的形状使介质具有和天然土壤相似的强非均质结构。在土柱装填过程中，每隔 100cm 埋设

图 2 x0=10m处TRME和TRMC模拟的穿透曲线比较
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一个电导率测定探头，且均埋设在土柱横断面的中部。当土柱饱和并获得稳定流场条件后，注入浓度

为 C0=6g/L 的 NaCl 溶液。实验测得的非均质土柱的总孔隙率和水流通量分别为 0.37 和 0.239cm/min。
实验过程中，通过电导率读数以及 NaCl 溶液浓度和相应电导率值的校正曲线来确定各测点不同时刻

NaCl的实测浓度值，从而得到各测点的穿透曲线。实验装置和详细过程可参见文献［21］。

对保守性溶质 NaCl 而言，土柱中土样的有机质含量可以忽略不计［21］，故不考虑溶质的吸附和降

解作用。模拟过程中，首先利用 TRMC 拟合 1 200cm 处的穿透曲线，得到可动水体含量β=0.6901，质

量交换系数ω=2.9417×10-5/min 和弥散系数 Dm=60.484cm2/min。TRML 和 TRME 中的β和ω取 TRMC 拟合

得到的结果，即分别为 0.690 1 和 2.9417×10-5/min。TRML 中的系数 k，TRME 中的 a 和 b，则通过拟合

1 200cm 处的穿透曲线得到，结果为 k=0.0832，a=56.292cm 和 b=0.0179/cm。利用以上拟合的 1 200cm
处的参数，分别采用以上 3 种模型对 1 200cm 之前其它位置处的的穿透曲线进行预测。模拟效果采用

决定系数 r2和均方根误差RMSE（Root Mean Square Error）这两个指标评价，r2和RMSE表示如下：

r 2 = 1 -
å
i = 1

N

( )Cio - Cie

2

å
i = 1

N

( )Cio - ----Cio

2 （30）

RMSE = 1
N å

i = 1

N

( )Cio - Cie

2
（31）

式中：Cio，Cie分别为实测和模拟浓度值；N 为观测点处的浓度数据个数；
----Cio 为实测浓度的平均值。

图 3 为土柱 1 200cm 处溶质穿透曲线实测值与 TRME、TRMC 和 TRML 的拟合结果比较，其中

TRME 拟合的 r2=0.9786 和 RMSE=0.0489，TRMC 拟合的 r2=0.9903 和 RMSE=0.0330，TRML 拟合的 r2=
0.9847 和 RMSE=0.0414，都比较接近。从图 3 也可以看出，TRME、TRMC 和 TRML 的拟合值比较一

致，与实测结果都比较吻合。

图 3 土柱 1 200cm处穿透曲线实测值与TRME, TRMC和TRML拟合结果比较

图 4 分别是 400cm、600cm、800cm 和 1 000cm 处浓度实测值与 TRME、TRMC 和 TRML 的预测结

果比较，模型预测效果的指标系数值 r2和 RMSE 见表 2。从图 4 可以看出，TRMC 和 TRML 都不能较好

地模拟不同位置处的穿透曲线，预测结果与实测穿透曲线的形状有较大偏差，而且TRMC和TRML在

穿透曲线前端和中部的模拟值要明显小于实测值。与 TRMC 和 TRML 相比，TRME 的模拟精度有了较

大提高，预测结果与实测值比较吻合，较好地描述了穿透曲线的不规则特征，如图 4 所示。从表 2 也

可以看出，TRME 预测结果的 r2要大于 TRMC 和 TRML 对应的 r2值，而 RMSE 则要小于 TRMC 和 TRML
对应的RMSE值。

需要指出的是，尽管长土柱溶质运移实验是在饱和稳定流场条件下开展的，由于装填介质的非

均质性，各个断面处的渗透流速不相等。模型预测采用的是 1 200cm断面处得到的渗透流速，但该流

速并不能代表其它各断面的实际渗透流速，会有一些偏差。TRM 控制方程的弥散项在概念上可以反

映孔隙流速在微观和宏观尺度上的不均匀性对溶质运移的影响，但忽略流速随位置的变化也会对
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图 4 土柱不同位置处穿透曲线实测值与TRME、TRMC和TRML预测结果比较

（a） 400cm （b） 600cm

（c） 800cm （d） 1000cm

TRME、TRMC 和 TRML 预测结果与实测值的差异产生一定影响。因此，非均质介质中弥散尺度效应

和流速差异对溶质运移过程的综合影响需要更深入的研究。

以上模拟结果的对比分析表明：假定弥散度为常数或者随距离无限制地线性增加时，TRM 都不

能很好地模拟非均质土柱中溶质的运移过程；而当弥散度随运移距离呈指数递增关系时（即弥散度在

某一距离范围内随运移距离增加而增大，之后趋于常数），TRM则能较好地描述非均质土柱中溶质运

移的不规则特征。许多研究也都表明，非均质介质中弥散度并不是随距离无限制地增加，而会逐渐

趋于稳定值［7-8］。因此，指数函数较适宜描述非均质土柱中弥散度随距离的变化规律，在此基础上建

立的考虑弥散尺度效应的TRM能够较好地模拟非均质介质中溶质在较大尺度上的运移规律。

距离/cm
200
300
400
500
600
700
800
900
1000
1100

TRME

r2

0.844 3
0.799 1
0.900 7
0.879 7
0.919 2
0.875 3
0.955 2
0.981 0
0.990 3
0.984 9

RMSE

0.119 5
0.141 8
0.097 7
0.128 4
0.094 0
0.112 5
0.074 0
0.050 4
0.034 9
0.040 0

TRMC

r2

0.726 2
0.827 3
0.841 3
0.750 6
0.799 1
0.934 3
0.904 8
0.953 6
0.993 0
0.989 7

RMSE

0.158 5
0.131 4
0.123 5
0.184 9
0.148 2
0.081 7
0.107 9
0.078 7
0.029 6
0.033 1

TRML

r2

0.497 1
0.795 5
0.755 1
0.632 5
0.650 3
0.873 4
0.833 7
0.914 9
0.982 1
0.968 7

RMSE

0.214 9
0.143 0
0.153 4
0.224 4
0.195 5
0.113 3
0.142 6
0.106 6
0.047 4
0.057 6

表 2 TRME，TRMC和TRML预测结果的决定系数 r2和均方根误差RMSE

6 结论

本文建立了考虑弥散尺度效应的反应性溶质运移的一维两区模型（TRM），分析了考虑弥散尺度
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效应与弥散度为常数的 TRM 之间的对应关系，提出了考虑弥散尺度效应的 TRM 的等效弥散度的计算

方法，通过模拟一维非均质长土柱中溶质的运移过程来检验模型的适用性，得到以下结论：采用算

术平均方法计算的等效弥散度反应了弥散尺度效应的影响，可以近似作为区域弥散度的平均值，但

这种近似的精确程度会在弥散尺度效应增强时而有所降低；相比于不考虑弥散尺度效应或将弥散度

概化为运移距离的线性函数的 TRM，弥散度为运移距离的指数函数时的 TRM 的模拟结果与实测值吻

合更好，因此，在应用 TRM 模拟较大尺度上溶质运移过程时，应该考虑弥散尺度效应的影响，而非

均质介质中弥散度并不是随距离无限制地增加。将弥散度概化为运移距离的指数函数可以较好地表

征弥散尺度效应的影响，在此基础上建立的 TRM 能够较好地模拟非均质介质中溶质在较大尺度上的

运移规律。
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One-dimensional two-region model for reactive solute transport with scale-dependent
dispersion and its application

GAO Guang-yao1，3，FENG Shao-yuan2，3，MA Ying2，ZHAN Hong-bin4

（1. Research Center for Eco-Environmental Sciences，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100085，China；

2. Yangzhou University，Yangzhou 225009，China；3. China Agricultural University，Beijing 100083，China；

4. Texas A&M University，College Station，TX 77843，USA）

Abstract： This study proposed a two-region model （TRM） to describe reactive solute transport with
scale-dependent dispersion in heterogeneous porous media. The model was derived from the conventional
TRM but assumed the dispersivity to be a linear and exponential function of travel distance. The linear ad⁃
sorption and first-order degradation of solute were also considered in the model. The Laplace transform tech⁃
nique and de Hoog numerical inversion method were applied to solve the developed model. The break⁃
through curves （BTCs） obtained from TRM with scale-dependent and constant dispersion were compared，
and the effective dispersivity for TRM with scale-dependent dispersion was calculated by averaging the dis⁃
tance-dependent dispersivity with arithmetic method. This effective dispersivity could reflect the accumulated
scale-dependent dispersion effect over the entire travel domain，but discrepancy will occur if the dispersion
effect is great. The applicability of the proposed model was tested with concentration data obtained from a
1 250cm long and highly heterogeneous soil column. The simulation results indicated that the TRM with con⁃
stant and linear distance-dependent dispersivity were unable to describe the measured BTCs in the column
adequately，while the TRM with exponential distance-dependent dispersivity satisfactorily captured the evolu⁃
tion of BTCs. Therefore，the proposed TRM with scale-dependent dispersion by assuming the dispersivity to
be a function of distance is a simple and practical approach to describe solute transport at relatively large
scale in heterogeneous porous media， but the increase of dispersivity with distance is limited as it has
bounds.
Key words：scale-dependent dispersion；two-region model；reactive solute；model application
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