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布尔网络的分析与控制—矩阵半张量积方法

程代展 1 齐洪胜 1 赵 寅 1

摘 要 布尔网络是描述基因调控网络的一个有力工具. 由于系统生物学的发展, 布尔网络的分析与控制成为生物学与系统

控制学科的交叉热点. 本文综述作者用其原创的矩阵半张量积方法在布尔网络的分析与控制中得到的一系列结果. 内容包括:

布尔网络的拓扑结构, 布尔控制网络的能控、能观性与实现, 布尔网络的稳定性和布尔控制网络的镇定, 布尔控制网络的干扰

解耦, 布尔 (控制) 网络的辨识, 以及布尔网络的最优控制等.
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Abstract Boolean network is a powerful tool for describing gene regulatory network. With the development of the

systems biology, the analysis and control of Boolean networks become a hot topic for multidisciplinary research. This

paper surveys some recent results obtained in the analysis and control of Boolean networks using semi-tensor product

of matrices. The contents of this paper include the topological structure of Boolean networks, the controllability and

observability, realization, stability and stabilization, disturbance decoupling, identification, and optimal control of Boolean

(control) networks.
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早在 1943 年, McCulloch 和 Pitts 在其论文
《内在神经活动的逻辑微积分》一文中宣称: “大脑
可以模拟成逻辑运行的网络, 比如 ‘与’、‘或’、‘非’
等等”,“在当时, 往轻了说, 这也是一个革命性的思
想, 产生了极大的影响.”[1] “从 1961 年到 1963 年,
Jacob 和 Monod 发表了他们关于遗传回路的一系
列论文. 这项工作使他们获得了诺贝尔奖. 他们论
述说: ‘任何细胞都包含着几个调节基因, 这些基因
像开关一样, 能够打开或关闭其他基因’. 如果基因
能够相互打开和关闭, 那么就会有遗传回路”[1]. 正
是在这些工作的基础上[1], Kauffman 经过多年的努
力, 在 1969 年首次提出了用布尔网络刻画细胞和基
因调控网络的理论[2]. 文献 [1] 对 Kauffman 提出布
尔网络理论的经过作了感人描述. 而 Kauffman 自
己在此后的一本通俗读物中对布尔网络与基因和生

命的关系作了极其详尽生动的解释[3]. 他的另一本
著作[4] 则对细胞、基因和布尔网络作了系统深入的

理论探讨.

收稿日期 2010-07-02 录用日期 2011-01-14
Manuscript received July 2, 2010; accepted January 14, 2011
国家自然科学基金 (60736022, 60821091, 61074114) 资助
Supported by National Natural Science Foundation of China

(60736022, 60821091, 61074114)
1. 中国科学院数学与系统科学研究院系统科学研究所系统与控制重点
实验室 北京 100190
1. Key Laboratory of Systems and Control, Institute of Systems

Science, Academy of Mathematics and Systems Science, Chinese
Academy of Sciences, Beijing 100190

由于布尔网络较好地揭示了细胞和基因的结构

和演化过程, 它随后成为系统生物学家、物理学家
和系统科学家们共同关心的热点问题. 这方面的论
文非常多. 主要关心的问题有布尔网络的拓扑结
构[5−7]、动力学特征[8−9]、生物系统的布尔建模与分

析[10−11] 等. 除确定性布尔网络外, 概率布尔网络
也是一个研究热点[12]. 近年来, 对布尔控制网络的
研究兴趣正在上升. 文献 [13] 指出: “系统生物学
的主要目标之一就是要发展复杂生物系统的控制理

论 (One of the major goals of systems biology is
to develop a control theory for complex biological
systems)”.
由于布尔网络的动力学过程是一个逻辑演化系

统, 而现有的对逻辑系统进行数学分析的工具甚少,
因此, 在讨论上比较困难. 例如, 对布尔网络的不动
点和极限圈的讨论, 在笔者之前的工作基本上是针
对一个一个具体系统来讨论, 缺少统一公式和一般
性结果. 布尔控制系统方面的理论研究结果更是少
得可怜.
笔者十几年来致力于矩阵半张量积的研究, 该

乘法将普通矩阵乘法推广到任意两个矩阵. 这方面
的第一篇论文介绍概念及其在线性系统解耦中的应

用[14]. 后来发现, 它不仅在控制系统的分析与设计
中有许多应用[15−17], 而且, 它在一些物理和数学问
题中也得到了应用[18−19]. 关于矩阵半张量积的综
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合介绍可见专著[20] 或综述[21]. 清华大学梅生伟等
长期从事半张量积在电力系统方面的应用工作, 得
到一系列进展. 有关工作可在他们的最新专著中查
到[22].
与布尔网络相关的主要工作是: 我们发现, 利用

半张量积, 逻辑方程可以用矩阵表达[20, 23]. 后来, 我
们将这种方法应用于布尔 (控制) 网络, 它使我们能
够将逻辑动态系统转化为本质上普通的离散动态系

统. 这个转换是根本性的, 它使许多经典的处理量变
过程的数学工具可直接用来分析逻辑动态系统. 从
而使我们在布尔网络的分析与控制上得到一系列初

步的而又具有突破意义的成果. 本文是对这些工作
的一个综述.
本文通用记号列举如下:
1) Mm×n: m× n 维实矩阵集合, 当m = n 时

简记为Mn;
2) Col(A) (Row(A)): 矩阵 A 的列 (行) 集合,

Coli(A) (Rowi(A)) 为 A 的第 i 列 (行);
3) Blki(A): n× nm 维矩阵 A 的第 i 个 n× n

的块;
4) Dk: Dk = {0, 1, · · · , k − 1}, D = D2;
5) f : Dn → D 称为逻辑函数;
6) δδδi

n: 单位阵 In 的第 i 列;
7) ∆∆∆n: ∆n = {δδδi

n | i = 1, 2, · · · , n};
8) L ∈ Mm×r 称为一个逻辑矩阵, 如果

Col(L) ⊂ ∆m, m× r 维逻辑矩阵全体记作 Lm×r;
9) 设 L 为一逻辑矩阵, 即 L ∈ Lm×r, 那么

L = [δδδi1
m δδδi2

m · · · δδδir

m]. 为简洁起见, 将它记作

L = δδδm[i1 i2 · · · ir]

10) B ∈ Mm×r 称为一个布尔矩阵, 如果 B 的

元素 bi,j ∈ D, m× r 维布尔矩阵全体记作 Bm×r;
11) 设 {x1, · · · , xs} 为 一 组 逻 辑 变 量,

F(x1, · · · , xs) 表示关于 x1, · · · , xs 的逻辑函数的

全体;
12) ⊗ 是矩阵间的 Kronecker 积, 令 A =

(aij) ∈Mm×n, A⊗B 定义为

A⊗B =




a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB




1 矩阵的半张量积

设 A ∈Mm×n, B ∈Mp×q.
1) 如果 n = p, 则称 A 与 B 满足等维数关系;
2) 如果 n = tp (记为 A Ât B), 或者 nt = p

(记为 A ≺t B), 则称 A 与 B 满足倍维数关系. 否则

称一般维数关系. 本文只介绍矩阵乘积在倍维数关
系下的一种推广, 更一般的情况见文献 [20].
定义 1. 1) 设XXX 为 n = qp 维行向量, YYY 为 p

维列向量. 将XXX 等分成XXX = (XXX1,XXX2, · · · ,XXXp), 这
里XXX i ∈ Rq, i = 1, · · · , p, 那么, XXX 和 YYY 的半张量

积, 记作XXX n YYY , 定义为一个行向量

XXX n YYY =
p∑

i=1

XXX iyi ∈ Rq (1)

类似的

YYY T nXXXT =
p∑

i=1

yi(XXX
i)T ∈ Rq (2)

为一列向量.
2) 设M ∈ Mm×n, N ∈ Mp×q, 且 n|p 或 p|n.

则它们的半张量积 C = M nN 定义为 C = (Cij),
其中, 子块

Cij = Rowi(M)n Colj(N),
i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , q.

下面给出一个简单的例子.

例 1. 1) 设XXX =
[
1 2 3 −1

]
, YYY =

[
1
2

]
, 则

XXX n YYY =
[
1 2

]
× 1 +

[
3 −1

]
× 2 =

[
7 0

]
.

2) 设

A =




1 2 1 1
2 3 1 2
3 2 1 0


 , B =

[
1 −2
2 −1

]

则

AnB =


(
1 2 1 1

) (
1
2

) (
1 2 1 1

) (
−2
−1

)

(
2 3 1 2

) (
1
2

) (
2 3 1 2

) (
−2
−1

)

(
3 2 1 0

) (
1
2

) (
3 2 1 0

) (
−2
−1

)




=




3 4 −3 −5
4 7 −5 −8
5 2 −7 −4




注 1. 1) 设 A ∈ Mm×n, B ∈ Mp×q. 如果
n = p 则显然 A n B = AB, 即半张量积退化为普
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通积. 因此, 无须区分两者. 一般情况下, 半张量积
记号 “n” 也可以省略.

2) 由定义可知, 当XXX ∈ Rp 与 YYY ∈ Rq 同为行

(列) 向量时, 它们的半张量积XXX n YYY ∈ Rpq 是有定

义的行 (列) 向量. 因此

XXXk = XXX nXXX n · · ·nXXX︸ ︷︷ ︸
k

也是有定义的.
结合律与分配律是普通矩阵积的基本性质, 推

广相应乘法到半张量积, 它们仍成立.
命题 1. 1) 分配律. 对 a, b ∈ R

{
F n (aG± bH) = aF nG± bF nH

(aF ± bG)nH = aF nH ± bGnH
(3)

2) 结合律

(F nG)nH = F n (GnH) (4)

定义这种新矩阵乘法的初衷是为了解决多线性

映射的矩阵表示问题. 下面给出一个例子: 张量计算
的矩阵 (半张量积) 表示, 从中可以看出半张量积是
如何完美地解决了这个问题. 可以说, 半张量积天生
就是用来表示多线性映射的.

例 2. 设 V 为一个 n 维向量空间, {eee1, · · · , eeen}
是它的基底, V∗ 是 V 的对偶空间 (即 V 上的线性函
数空间), {e∗1, · · · , e∗n} 是它关于 {eee1, · · · , eeen} 的对
偶基底, 且满足

e∗i (eeej) =

{
1, i = j

0, 其他

在这对基底下, 向量XXX ∈ V 可表示为一个 n 维列向

量, 对偶向量www ∈ V 可表示为一个 n 维行向量. 即

XXX =
n∑

i=1

aieeei = (α1, · · · , an)T

www =
n∑

i=1

αie
∗
i = (α1, · · · , αn)

一个张量 t 是一个多线性函数:

t : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r

×V∗ × · · · × V∗︸ ︷︷ ︸
s

→ R

r 称为它的协变阶, s 称为它的逆变阶[24].
定义 t 的一组结构常数为

ri1 i2 ··· ir

j1 j2 ··· js
= t

(
eeei1 , eeei2 , · · · , eeeir

, e∗j1 , e
∗
j2

, · · · , e∗js

)
,

ip, jq = 1, · · · , n, p = 1, · · · , r, q = 1, · · · , s

我们可构造一个矩阵, 称为 t 的结构矩阵, 如下

Mt =




r11···1
11···1 r11···2

11···1 · · · rnn···n
11···1

r11···1
11···2 r11···2

11···2 · · · rnn···n
11···2

...
...

. . .
...

r11···1
nn···n r11···2

nn···n · · · rnn···n
nn···n




那么

t(XXX1, · · · ,XXXr,ωωω1, · · · ,ωωωs) =
ωωωs n · · ·nωωω1 nMt nXXX1 n · · ·nXXXr

(5)

下面继续讨论半张量积的一些主要性质.
命题 2. 1)

(AnB)T = BT nAT (6)

2) 设 A, B 可逆, 则

(AnB)−1 = B−1 nA−1 (7)

下面的定理十分基本, 它可作为半张量积的另
一种定义.

定理 1. 1) 设 A Ât B, 则

AnB = A(B ⊗ It) (8)

2) 设 A ≺t B, 则

AnB = (A⊗ It)B (9)

下面的性质非常有用.
命题 3. 给定 A ∈Mm×n.
1) 设 ZZZ ∈ Rt 为一列向量, 则

ZZZA = (It ⊗A)ZZZ (10)

2) 设 ZZZ ∈ Rt 为一行向量, 则

AZZZ = ZZZ(It ⊗A) (11)

注 2. 矩阵运算与数字运算相比, 有两个主要的
不便之处: 1) 有维数限制; 2) 乘法不可交换. 从某种
意义上讲, 当把矩阵乘积推广到半张量积时, 这两个
弱点都得到相当程度的克服. 除对维数限制的放松
外, 半张量积还有包括命题 3 等的伪交换性质 (具有
交换作用的另一个工具是换位矩阵, 参见文献 [20]).
这些都使推广后的矩阵乘法比经典矩阵乘法更为方

便有效. 下面这个例子在一定意义上说明了这一点.
例 3. 设XXX,YYY ,ZZZ,WWW ∈ Rn 为 4 个列向量. 则

(XXXYYY T)(ZZZWWWT) ∈Mn×n (12)

为一方阵. 由于 YYY TZZZ 是一个数, 利用结合律, 则有

(XXXYYY T)(ZZZWWWT) = XXX(YYY TZZZ)WWWT =

(YYY TZZZ)XXXWWWT = YYY T(ZZZXXX)WWWT
(13)
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这里 ZZZXXX 是什么? 这似乎是标准矩阵乘法的一个
“漏洞”: 合法的运算导致了非法的表达式.
然而, 在半张量积意义上, ZZZXXX 是有定义的. 并

且, 不难证明, 式 (13) 与式 (12) 相等.

2 逻辑的矩阵表示

一个逻辑变量取值于 D = {0, 1}. 常用的一元
逻辑算子是 “非” (¬). ¬(0) = 1, ¬(1) = 0. 常用的
二元逻辑算子及其真值表见表 1.

表 1 ∧, ∨, →, ↔, ∨̄, ↑, ↓ 的真值表
Table 1 Truth table of ∧, ∨, →, ↔, ∨̄, ↑, ↓

p q p ∧ q p ∨ q p → q p ↔ q p∨̄q p ↑ q p ↓ q

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 1 0 1 1 0

0 0 0 0 1 1 0 1 1

为使用矩阵表达式, 我们将 1 等同于 δδδ1
2, 即

1 ∼ δδδ1
2, 将 0 等同于 δδδ2

2, 即 0 ∼ δδδ2
2. 于是, 一个逻

辑变量 x ∈ ∆. 在这个向量形式下, 一个逻辑函数
f : Dn → D 变为一个映射 f : ∆2n → ∆. 下面这个
定理至关重要[20].
定理 2. 设 f(x1, · · · , xn) 为一个逻辑函数, 在

向量形式下 f : ∆2n → ∆. 则存在唯一逻辑矩阵
Mf ∈ L2×2n , 称为 f 的结构矩阵, 使得

f(xxx1, · · · ,xxxn) = Mf n xxx (14)

这里 xxx = nn
i=1xxxi.

考虑常用逻辑算子及其结构矩阵. 显然, “非”
的结构矩阵为M¬ = δ2[2 1]. 表中算子的结构矩阵
为

M∧ = δ2[1 2 2 2], M∨ = δ2[1 1 1 2],
M→ = δ2[1 2 1 1], M↔ = δ2[1 2 2 1],
M∨̄ = δ2[2 1 1 2], M↑ = δ2[2 1 1 1],
M↓ = δ2[2 2 2 1].

更一般地, 我们有[25]:
定理 3. 设 F (x1, · · · , xn) : Dn → Dk 为一个

逻辑函数, 在向量形式下 F : ∆2n → ∆2k , 则存在唯
一逻辑矩阵MF ∈ L2k×2n , 称为 F 的结构矩阵, 使
得

F (xxx1, · · · ,xxxn) = MF n xxx (15)

3 布尔 (控制)网络及其代数表达式

一个布尔网络, 其网络图含若干结点及若干有
向边, 每个结点可以从 D 中取值, 边 (A,B) 表示结

点B 下一时刻的状态依赖于结点A 此刻的状态. 它
的动态过程要用其逻辑动态方程来表示, 用下例说
明.

图 1 布尔网络

Fig. 1 A Boolean network

例 4. 图 1 是一个三结点的布尔网络. 设其动
态方程为





A(t + 1) = B(t) ∧ C(t)

B(t + 1) = ¬A(t)

C(t + 1) = B(t) ∨ C(t)

(16)

带有输入及输出的布尔网络即为布尔控制网络,
见下例.

图 2 布尔控制网络

Fig. 2 Boolean control network

例 5. 图 2 是一个三结点的布尔控制网络. 设
其动态方程为





A(t + 1) = B(t) ∧ u1(t)

B(t + 1) = C(t) ∨ u2(t)

C(t + 1) = A(t)
y(t) = ¬C(t)

(17)

布尔 (控制) 网络的一般动态方程可定义如下:
定义 2. 布尔网络的动态方程为





x1(t + 1) = f1(x1(t), · · · , xn(t))

x2(t + 1) = f2(x1(t), · · · , xn(t))
...

xn(t + 1) = fn(x1(t), · · · , xn(t))

(18)

这里 xi(t) ∈ D, i = 1, · · · , n 为状态变量, fi :
Dn → D, i = 1, · · · , n 为逻辑函数.
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2) 布尔控制网络的动态方程为




x1(t + 1) = f1 (x1(t), · · · , xn(t)
u1(t), · · · , um(t))

...
xn(t + 1) = fn(x1(t), · · · , xn(t)

u1(t), · · · , um(t))
yj(t) = hj(x1(t), · · · , xn(t))

(19)

这里 xi(t) ∈ D, i = 1, · · · , n 为状态变量, ui(t) ∈
D, i = 1, · · · ,m 为控制, yi(t) ∈ D, i = 1, · · · , p 为

输出, fi : Dn+m → D, i = 1, · · · , n, hi : Dn → D,
i = 1, · · · , p 为逻辑函数.
在向量表达式下设 xxx = nn

i=1xxxi, uuu = nm
i=1uuui 及

yyy = np
i=1yyyi. 利用定理 3 可知[25−26]:
定理 4. 利用向量表达式, 则
1) 式 (18) 可表示为

xxx(t + 1) = Lxxx(t) (20)

这里 L ∈ L2n×2n .
2) 式 (19) 可表示为

xxx(t + 1) = Luuu(t)xxx(t)
yyy(t) = Hxxx(t)

(21)

这里 L ∈ L2n×2m+n , H ∈ L2p×2n . 式 (20) 和 (21)
分别称为式 (18) 和 (19) 的代数形式, L 称为其结

构矩阵或状态转移矩阵.
例 6. 1) 布尔网络 (16) 有代数表达式 (20), 其

中

L = δ8[3 7 7 8 1 5 5 6]

2) 布尔控制网络 (17) 有代数表达式 (21), 其中

L = δ8[1 1 5 5 2 2 6 6 1 3 5 7 2 4 6 8
5 5 5 5 6 6 6 6 5 7 5 7 6 8 6 8]

H = δ2[2 1 2 1 2 1 2 1]

注 3. 将 式 (18) 和 (19) 与式 (20) 和 (21) 相
比, 式 (20) 和 (21) 的优越性在于, 在它们的动态表
达式中只涉及到代数运算, 完全避开了逻辑运算. 作
者以为, 自然界的动态演化过程大致可分为两类: 一
类是基于数量变化的, 如行星运动、波传播、热传导
等. 另一类是基于逻辑过程的, 如博弈、基因调控等.
对前者, 人们发展了大量有效的数学工具来处理它,
如微分方程、差分方程等. 而对后者, 却显得十分无
力. 半张量积将逻辑动态 (控制) 系统转化为普通离
散时间系统, 从而使经典数学工具能够用于逻辑系
统, 这是一个关键的步骤.

4 布尔网络的拓扑结构

布尔网络只有有限状态, 其轨线一定要进入一
个不动点或极限环. 因此, 不动点与极限环是布尔网
络的基本拓扑特性. 探讨布尔网络不动点与极限环
的文章不少, 如文献 [6−7]. 文献 [6−7] 给出的研究
布尔网络不动点和极限环的方法只适用于具体的网

络. 文献 [25] 以半张量积作为主要工具, 将布尔网
络转化为离散线性形式 (20), 得到了布尔网络不动
点与极限环的显式表达.

定义 3. 考虑系统 (19), 记输入 –状态乘积空间
为

S = {(UUU,XXX) |UUU = (u1, · · · , um) ∈ Dp,

XXX = (x1, · · · , xn) ∈ Dn}
其中, S 的势 |S| = 2m+n.

1) 令 SSSi = (UUU i,XXX i) ∈ S, SSSj = (UUU j,XXXj) ∈ S.
记 UUU i = (ui

1, · · · , ui
m), XXX i = (xi

1, · · · , xi
n). (SSSi,SSSj)

称为一个有向边, 如果 XXX i,UUU i,XXXj
满足式 (18) 和

(19). 确切地说,

xj
k = fk(xi

1, · · · , xi
n, ui

1, · · · , ui
m), k = 1, · · · , n

所有边的集合记为 E ⊂ S × S.
2) (S, E) 构成一个有向图, 称为输入 –状态转

移图.
3) (SSS1,SSS2, · · · ,SSS`) 被称为一条路径, 如果

(SSSi,SSSi+1) ∈ E , i = 1, 2, · · · , `− 1.
4) 一条路径 (SSS1,SSS2, · · · ) 被称为极限环, 如果

对所有 i, SSSi+` = SSSi, 最小的 ` 称为极限环的长度.
特别地, 长度为 1 的极限环称为不动点.

5) 一个极限环 (SSS1,SSS2, · · · ,SSS`), SSSi = (UUU i,XXX i)
被称为简单环 (Simple cycle), 如果对任意 1 ≤ i <

j ≤ `, XXX i 6= XXXj.
注 4. 系统 (18) 可视为系统 (19) 的特殊情况,

因此, 上述定义同样可用. 但此时 m = 0, 输入 –状
态转移图变为状态转移图.

定理 5. 1) 对于布尔网络 (18), 它的代数形式
为式 (20). δi

2n 是式 (20)的不动点当且仅当结构矩
阵 L 的对角元 `ii = 1. 因此, 布尔网络 (18)的不动
点数目为 Ne,

Ne = tr(L) (22)

2) 记长度为 s 的极限环的数目为 Ns, 则有




N1 = Ne

Ns =

tr(Ls)− ∑
t∈P(s)

tNt

s
, 2 ≤ s ≤ 2n

(23)



534 自 动 化 学 报 37卷

其中, P(s) 为 s 的真因子集合, s ∈ ZZZ+. 如 P(6) =
{1, 2, 3}, P(10) = {1, 2, 5}.
对于布尔控制网络也有类似结果. 布尔控制

网络 (19) 的输入状态空间中的顶点可以表示为
{δδδi

2m+n |i = 1, · · · , 2m+n}, 定义其输入状态关联矩
阵为 J = (Jij), 其中

Jij =

{
1, (δδδj

2m+n , δδδi
2m+n) ∈ E

0, 其他

我们发现, 布尔控制网络 (19) 的输入状态关联
矩阵 J , 与其状态转移矩阵 L 具有如下关系:

J =




L

L
...
L








2m ∈ B2m+n×2m+n (24)

可以证明, 如果 J 的行是周期的, 则 J s 的行也具

有同样的周期, 即

J s =




J s
0

J s
0

...
J s

0








2m (25)

其中, J s
0 称为 J s 的基本块矩阵, 不难证明

J s+1
0 = M sL (26)

其中, M =
∑2m

i=1 Blki(J0) =
∑2m

i=1 Blki(L).
定理 6. 考虑布尔控制网络 (19).
1) 输入状态图中不动点的个数为

N1 =
2m∑
i=1

tr (Blki(J0)) = tr(M) (27)

2) 长度为 s 的极限环的个数可以递推得到

Ns =

tr(M s)− ∑
k∈P(s)

kNk

s
, 2 ≤ s ≤ 2m+n (28)

5 能控、能观性与实现

在线性系统理论中, 能从系统的能控能观矩阵
直接判断系统是否能控能观. 对于布尔控制系统, 也
可以定义相应的能控性矩阵、能观测矩阵. 为此, 我
们先要定义布尔矩阵的布尔乘法及布尔幂.

1) 设 α, β, αi ∈ D, i = 1, 2, · · · , n. 则布尔加

法定义为





α +B β = α ∨ β,
n∑

i=1
Bαi = α1 ∨ α2 ∨ · · · ∨ αn

(29)

2) 设 A = (aij) ∈ Bm×n, B = (bij) ∈ Bn×p. 则
布尔乘法定义为

AnB B = C ∈ Bm×p (30)

其中

cij =
n∑

k=1

Baikbkj, i = 1, · · · ,m; j = 1, · · · , p

3) 设 A ≺t B (A Ât B). 则 A 和 B 的布尔乘

法定义为

AnB B = (A⊗ It)nB B

(AnB B = AnB (B ⊗ It))
(31)

4) 设 AnB A 有定义. 则布尔幂定义为

A(k) = AnB AnB · · ·nB A︸ ︷︷ ︸
k

首先将布尔控制网络 (19) 表示为代数形式
(21). 利用式 (24)∼ (26), 定义能控性矩阵为

MC =
2m+n∑
s=1

B

2m∑
i=1

BBlki(J (s)
0 ) =

2m+n∑
s=1

BM
(s) ∈ B2n×2n

(32)

记MC = (cij). 我们有:
定理 7. 考虑布尔控制网络系统 (19).
1) 从 δδδj

2n 出发状态 δδδi
2n 是可达的, 当且仅当

cij > 0;
2) 系统 (19) 在状态 δδδj

2n 是能控的, 当且仅当
Colj(MC) > 0;

3) 系统 (19) 是能控的, 当且仅当MC > 0.
需要注意, 因为 A ∈ Mm×n 是实矩阵, A > 0

是指 A 是正的, 即对任意的 i, j, ai,j > 0.
将 L 等分为 2m 块

L = [Blk1(L),Blk2(L), · · · ,Blk2m(L)] =

[B1, B2, · · · , B2m ],

其中, Bi ∈ L2n×2n , i = 1, · · · , 2m.
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定义一组矩阵集合 Ωi ∈ L2p×2n , i = 0, 1, 2, · · ·




Ω0 = {H}
Ω1 = {HBi| i = 1, 2, · · · , 2m}

...

Ωs = {HBi1Bi2 · · ·Bis
| i1, · · · , is = 1, · · · , 2m}

...

可以证明存在 s, 使得

Ωs+1 ⊂
s⋃

k=1

Ωk

记 s∗ 为使上式成立的最小正整数. 从 Ωi 中分别选

取矩阵 Γi, 比如

Γ0 = H, Γ1 =




HB1

HB2

...
HB2m




,

Γ2 =




HB1B1

HB1B2

...
HB2mB2m




, · · ·

定义布尔控制系统 (19) 的能观测矩阵为

MO =




Γ0

Γ1

...
Γs∗




(33)

定理 8. 设布尔控制系统 (19) 是能控的. 那么
系统 (19) 是能观的, 当且仅当

rank (MO) = 2n (34)

以下是关于布尔控制系统的 Kalman 分解. 记
C、O、Cc、Oc 分别为布尔控制系统 (19) 的能控、能
观、不能控、不能观子空间. 设

V1 = C ∩ O = Dn\(Cc ∪ Oc)
V2 = C ∩ Oc = (Cc ∪ Oc)\Cc

V3 = Cc ∩ O = Cc\(Cc ∩ Oc)
V4 = Cc ∩ Oc

定理 9. 如果 Cc, Oc, Cc ∪ Oc, Cc ∩ Oc 都是 X
的正规子空间, 那么存在一个坐标变换, 使得系统

(19) 在新的坐标系下有下面的 Kalman 分解形式




zzz1(t + 1) = F 1(zzz1(t), zzz3(t),uuu(t))

zzz2(t + 1) = F 2(zzz1(t), zzz2(t), zzz3(t), zzz4(t),uuu(t))

zzz3(t + 1) = F 3(zzz3(t))

zzz4(t + 1) = F 4(zzz3(t), zzz4(t))
ys(t) = hs(zzz1(t), zzz3(t)), s = 1, 2, · · · , p

(35)

其中, zzzi(t) ∈ Vi, V1 是能控能观子空间, V2 是能控

不能观子空间, V3 是不能控能观子空间, V4 是不能

控不能观子空间. 分解形式 (35) 在坐标变换等价意
义下是唯一的.

更多的相关结果见文献 [27−30].

6 子空间与解耦

关于布尔 (控制) 网络的状态空间与子空间的详
细讨论见文献 [31]. 下面介绍一些基本概念.
定义 4. 1) 设 X = {x1, · · · , xn} 为一组独立

逻辑变量 (如布尔网络结点). 记状态空间为 X =
F`{x1, · · · , xn}. {x1, · · · , xn} 称为 X 的一个基底.

2) 如果 Z = {z1, · · · .zn} ⊂ X 且 X =
F`{z1, · · · , zn}, 则 {z1, · · · .zn}, 也是 X 的一个基
底. X → Z 称为一个坐标变换.

3) 设 y1, · · · , yk ∈ X , 则 Y = F`{y1, · · · , yk}
称为 X 的一个子空间.

4) Y = F`{y1, · · · , yk} 称为一个正规
子空间, 如果存在 yk+1, · · · , yn ∈ X , 使得
{y1, · · · , yk, yk+1, · · · , yn} 成为 X 的基底.
正规子空间极其重要, 下面考虑如何检验它. 设

y1, · · · , yk ∈ X , 则 yi 可表示为

yi = fi(x1, · · · , xn), i = 1, · · · , k (36)

记 yyy = nk
i=1yyyi, xxx = nn

i=1xxxi. 则式 (36) 可表示为

yyy = Exxx, E ∈ L2s×2n (37)

记矩阵 E 为

E =




`11 `12 · · · `12n

`21 `22 · · · `22n

...
...

. . .
...

`2s1 `2s2 · · · `2s2n




我们有以下结果.
定理 10. 设 y1, · · · , yk (k ≤ n) 满足式 (37).

Y = F`{y1, · · · , yk} 为正规子空间 ({y1, · · · , yk} 为
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其正规基底), 当且仅当系数矩阵 E 满足

2n∑
i=1

`j,i = 2n−k, j = 1, 2, · · · , 2k (38)

解耦问题有很多, 下面以干扰解耦为例[32]. 考
虑系统




x1(t + 1) = f1(x1(t), · · · , xn(t), u1(t), · · · , um(t)

ξ1(t), · · · , ξq(t))
...

xn(t + 1) = fn(x1(t), · · · , xn(t), u1(t), · · · , um(t)

ξ1(t), · · · , ξq(t))
yj(t) = hj(x(t)), j = 1, · · · , p

(39)

这里 ξi(t), i = 1, · · · , q 为干扰. 所谓干扰解耦, 就
是要寻找控制, 使得在闭环系统中干扰不影响输出.

定义 5. 令 Y = F`{y1, · · · , yp}. S ⊂ X 称为
Y 友好子空间, 如果 S 为正规子空间, 且

yi ∈ S, i = 1, · · · , p

寻找 Y 友好子空间的算法在文献 [32] 中给
出. 设 S 为 Y 友好子空间. 则存在坐标 zzz =
{z1, · · · , zn}, 使 Z2 = F`{zk+1, · · · , zn} 为 S. 系
统 (39) 在这个坐标下可表示为




zzz1(t + 1) = F1(z1(t), · · · , zn(t), u1(t), · · · , um(t),

ξ1(t), · · · , ξq(t))

zzz2(t + 1) = F2(z1(t), · · · , zn(t), u1(t), · · · , um(t),

ξ1(t), · · · , ξq(t))
yj(t) = hj(zzz2(t)), j = 1, · · · , p

(40)

定理 11. 考虑系统 (39). 干扰解耦问题可解,
当且仅当

1) 存在 Y 友好子空间, 使系统变为 Y 友好形
式 (40);

2) 存在反馈控制

ui(t) = φi(zzz(t)), i = 1, · · · ,m

使

F2(z1(t), · · · , zn(t), φ1(zzz(t)), · · · , φm(zzz(t)),

ξ1(t), · · · , ξq(t)) = F̃2(zzz2(t))

7 布尔网络的稳定性与镇定

本节考虑利用文献 [33] 提出的向量距离来研究
布尔系统的稳定与镇定问题.

首先给出布尔矩阵上一些布尔运算的定义.
定义 6. 1) 设 A = (aij) ∈ Bm×n, σ 是一个一

元逻辑算子. 则

σA = (σaij) (41)

2) 设 A = (aij), B = (bij) ∈ Bm×n, σ 是一个

二元逻辑算子. 则

AσB = (aijσbij) (42)

3) 设 α ∈ D. 则 α 与 A ∈ Bm×n 的标量乘法定

义为

αA = Aα = α ∧A (43)

特别地, 设 α, β ∈ D, 则 αβ = α ∧ β.
下面给出布尔矩阵向量距离的定义.
定义 7. 设 A,B ∈ Bm×n. 则 A 和 B 的向量距

离 Dv(A,B) 定义为

Dv(A,B) = A∨̄B (44)

向量距离满足下面的性质.
命题 4. 设 A,B, C ∈ Bm×n. 则向量距离满足

以下性质

1) Dv(A,B) = 0 ⇔ A = B

2) Dv(A,B) = Dv(B,A)
3) Dv(A,C) ≤ Dv(A,B) +B Dv(B,C)

(45)

考虑布尔系统 (18) 和布尔控制系统 (19). 记
X = Dn 为它们的状态空间. 点X ∈ X 可以表示为
X = (x1, · · · , xn)T. 考虑逻辑映射 F : X → X , 其
形式如下





z1 = f1(x1, · · · , xn)
...

zn = fn(x1, · · · , xn)

(46)

将它简记为

ZZZ = F (XXX), XXX,ZZZ ∈ X (47)

对于形如式 (18) 的布尔网络的逻辑映射, 有

XXXt+1 = F (XXXt) (48)

定义 8. 逻辑映射 F 的关联矩阵 I(F ) = (bij)
是一个 n× n 矩阵, 定义如下

bij =

{
1, xj(t + 1)依赖于 xi(t)

0, 其他

现在考虑布尔系统稳定与镇定问题.
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定义 9. 1) 如果存在一个不动点 XXXe
和一个

固定的时间 T0, 使得对于任意的初始状态 XXX(0) =
(x0

1, · · · , x0
n), 都有 XXX(t) = XXXe, t ≥ T0, 则称系统

(18) 是 (全局) 能稳的.
2) 如果存在一个状态反馈 uuu(t) = g(xxx(t)), 使得

闭环系统是稳定的, 则称系统 (19) 是 (全局) 能镇定
的.

定理 12. 设 ξξξ 是式 (18) 的一个不动点, 则

Dv(XXX(k), ξξξ) ≤ [I(F )](k) ×DV (XXX(0), ξξξ) (49)

特别地, 如果关联矩阵是幂零的, 即存在 k 使得

[I(F )](k) = 0, 则系统 (18) 是 (全局) 能稳的.
定理 13. 系统 (19) 是 (全局) 能镇定的, 如果

可以找到一个反馈 uuu(t) = ϕ(xxx(t)), 使得闭环系统变
为




x1(t + 1) = f1(xxx(t), ϕ(xxx(t))) = const

x2(t + 1) = f2(xxx(t), ϕ(xxx(t))) = f̃2(x1(t))

x3(t + 1) = f3(xxx(t), ϕ(xxx(t))) = f̃3(x1(t), x2(t))
...

xn(t + 1) = fn(xxx(t), ϕ(xxx(t))) =

f̃n(x1(t), · · · , xn−1(t))
(50)

且式 (50) 有一个不动点.
关于布尔系统的稳定与镇定更详细的讨论见文

献 [34].

8 最优控制

本节考虑布尔控制系统 (19) 的无穷时域最优控
制问题, 即对该系统设计控制律 uuu(t), 极大化目标函
数

J(uuu) = lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

P (xxx(t),uuu(t)) (51)

相关模型与详细讨论见文献 [35].
定理 14. 对于布尔控制系统 (19), 存在最优控

制 uuu∗(t) 使目标函数 (51) 极大化, 并且相应的最优
路径 sss∗(t) = uuu∗(t)xxx∗(t) 在有限步后成为周期的.
对任一长度为 ` 的极限环 C, 记

P (C) =
1
`

∑̀
t=1

P (xxx(t),uuu(t))

命题 5. 任意极限环 C 包含一个简单环 Cs 满

足:

P (Cs) ≥ P (C)

由上面的定理及性质可以看出, 存在一个最优
路径最终会进入一个简单环. 这样, 布尔控制系统
的最优控制问题就转化为了寻找最优简单环的问题.
下面给出一个简单的数值算例.

例 7. 考虑无穷重复的囚徒困境. 玩家 1 (P1)
是机器, 玩家 2 (P2) 是人. 双方的行动可以是 C (合
作) 或 D (背叛). 收益矩阵如表 2 所示.

表 2 收益矩阵

Table 2 Payoff bimatrix

P1\P2 C D

C 3, 3 0, 5

D 5, 0 1, 1

假设机器的策略固定为 “一报还一报”, 即第一
步为合作, 以后每步仅当上一步人的行动为 “D” 时
机器才也选择 “D”. 记机器的行动为 x(t), 人的行动
为 u(t), C ∼ δδδ1

2, D ∼ δδδ2
2, 上述过程可以用布尔控制

系统描述为

xxx(t + 1) = Luuu(t)xxx(t) (52)

其中

L = δ2[1 1 2 2]

人要选择行动 uuu(t), 极大化自己的收益

J(uuu) = lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

Ph(xxx(t),uuu(t))

其中

Ph(xxx(t),uuu(t)) = uuuT(t)

[
3 0
5 1

]
xxx(t)

因为简单环的长度不会超过 2, 我们不用再计算
长度为 2 以上的极限环. 通过定理 6, 可以找到所有
长度不超过 2 的极限环:

C1 = δ2 × δ2((1, 1))

C2 = δ2 × δ2((2, 2))

C3 = δ2 × δ2((1, 2), (2, 1))

并且这些极限环都是简单环.
容易看出 C1 = δ2 × δ2((1, 1)) 是最优的. 因

为机器的第一步行动是合作, 即初值 xxx(0) = δδδ1
2, 令

uuu(0) = δδδ1
2, 则可从初值直接进入最优环. 最后我们

还可以得到人可选的最优策略为

G∗ = δ2[1 ∗ ∗ ∗]
其中, “*”可以任意选取. 比如可取G∗ = δ2[1 1 1 1],
即无论如何人总合作, 或者 G∗ = δ2[1 2 1 2], 即也
选取 “一报还一报” 策略.
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9 布尔网络辩识

布尔网络辩识包括两种: 一是无控制布尔网络,
由观测到的状态辩识它的动态模型[36], 另一种是布
尔控制网络,由输入 –输出数据辨识系统模型[37]. 我
们仅举前者的一个例子说明.
最小入度 (Least in-degree) 实现指根据观测到

的数据来寻找一个入度最小的实现. 设一个布尔网
络为

xi(t + 1) = fi(x1(t), · · · , xn(t)), i = 1, · · · , n

(53)

它的分量代数形式为

xxxi(t + 1) = Mixxx, i = 1, · · · , n (54)

这里, Mi ∈ L2×2n . 我们的辩识步骤是: 先辩识Mi,
再由Mi 构造 fi. 定义

Mi,j = MiW[2,2j−1], j = 1, 2, · · · , n (55)

然后将它等分成两块:

Mi,j =
[
M1

i,j M 2
i,j

]
(56)

有以下结果.
命题 6. fi 具有不依赖于 xj 的实现, 当且仅当

M1
i,j = M 2

i,j (57)

对未确定列有解.
辩识的过程是: 先用已知数据辨识出部分参数.

然后, 只要式 (57)有解, 就假定 fi 具有不依赖于 xj,
从而找到最小入度的 fi. 我们给出一个数值例子.
例 8. 观测 4 个细胞的变化如图 3 所示.

图 3 例 8 中的实验数据

Fig. 3 Experiment data of Example 8

记白 (良性) 为 δδδ1
2, 黑 (恶性) 为 δδδ2

2, 且 xxx =
n4

i=1xxxi. 则 6 个状态值为

xxx(0) = δδδ12
16, xxx(1) = δδδ16

16, xxx(2) = δδδ8
16,

xxx(3) = δδδ2
16, xxx(4) = δδδ10

16, xxx(5) = δδδ12
16

记结点的动态方程为

xi(t + 1) = fi(x1(t), x2(t), x3(t), x4(t))

其分量代数形式为

xxxi(t + 1) = Mixxx(t), i = 1, 2, 3, 4

这里Mi ∈ L2×16, x(t) = x1(t)n · · · × x4(t).

先考虑M1, 由己知数据可得

M1 = δ2[∗ 2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 1 ∗ 2 ∗ 2 ∗ ∗ ∗ 1]

令M 1
1 = M2

1 , 可得

M 1
1 = M 2

1 = δ2[∗ 2 ∗ 2 ∗ ∗ ∗ 1]

因此, xxx1(t + 1) 不依赖于 xxx1(t), 方程变为

xxx1(t + 1) = δ2[∗ 2 ∗ 2 ∗ ∗ ∗ 1]xxx2(t)xxx3(t)xxx4(t)

将M 1
1 分为两部分, 得以下方程:

δ2[∗ 2 ∗ 2] = δ2[∗ ∗ ∗ 1]

它无解, 故 x1(t + 1) 不依赖于 x2(t).
考虑

M1,2 = M1
1 W[2,2] = δ2[∗ 2 ∗ ∗ ∗ 2 ∗ 1]

那么

δ2[∗ 2 ∗ ∗] = δ2[ ∗ 2 ∗ 1]

有解

δ2[∗ 2 ∗ 1]

于是方程简化为

xxx1(t + 1) = δ2[∗ 2 ∗ 1]xxx2(t)xxx4(t)

最后, 考虑 xxx4(t). 由于

δ2[∗ 2 ∗ 1]W[2, 2] = δ2[∗ ∗ 2 1]

并且

δ2[∗ ∗] = δ2[2 1]

有解

δ2[2 1]

最后得到

xxx1(t + 1) = δ2[2 1]xxx2(t)

其逻辑方程为

x1(t + 1) = ¬x2(t)

用同样的方法简化另外三个方程, 最后可得到网络
动态方程为





x1(t + 1) = ¬x2(t)

x2(t + 1) = x4(t) ∨ x1(t)

x3(t + 1) = x1(t)

x4(t + 1) = x3(t)∨̄x4(t)

(58)
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10 结论

布尔网络的分析与控制是一个极具挑战性的新

方向, 许多理论问题有待解决. 由于它产生于系统生
物学, 这使它成为一个具有重大应用价值的研究课
题. 我们的研究表明: 矩阵的半张量积是研究布尔网
络的强有力工具. 有兴趣的作者可参见文献 [29]. 同
时, 我们相信: 矩阵的半张量积是计算机时代对付复
杂计算的一个便捷而有力的工具, 具有广泛的应用
前景.
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