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基于分形理论的土壤优先流运动控制方程
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摘 要：为表征土壤优先流的快速非平衡运动、更准确地预测非饱和带土壤中的水流运动和溶质运移过程，该文在活

动流场模型基本理论和土壤优先流表现出的分形特征的基础上，将分形理论引入到连续性模型，根据质量守恒原理建

立了描述土壤优先流形式下水流运动和溶质运移过程的控制方程，发展和完善了活动流场模型理论；对比分析了活动

流场模型理论与二域模型理论和活动裂隙模型理论之间的联系和区别。研究成果为运用活动流场模型解决优先流条件

下土壤水流运动和溶质运移等相关问题提供了参考。
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0 引 言

由于土壤高度的空间变异性和各向异性以及流体运

动的非线性，使得非饱和带土壤中的水流运动和溶质运

移具有很大的不确定性，从而使非饱和带土壤中水和溶

质运动的研究十分具有挑战性[1]。目前为止，考虑流动

非均匀性的模型和理论可以归为 2 类：连续性模型和离

散模型[1]。传统的连续性模型可用来表征大尺度的实际

问题，但是这类方法不能用来预测非饱和系统中流体运

动的一些局部的但非常重要的特征[1-2]。而另一方面，离

散模型却能捕捉着到这些小尺度上的、重要的运移特征，

但这类方法还不能用来解决大尺度的实际问题[3-4]。分形

是自然界的普遍特征[5]。近年来的试验研究不断观测到

非均匀流动表现出明显的分形特征。Liu 等[6]报道了具有

分形性质的裂隙介质中水分的空间分布，指出离散模型

之所以能被用来描述优先流的细部特征，正是在于这类

模型具有与优先流所表现出来的分形特征相一致的分形

（多重分形）特征，并在此基础上提出了描述裂隙介质

中水流和溶质运动的活动裂隙模型（active fracture

model，AFM）[2,6]。该模型现已被选为模拟美国内华达

州亚克山（Yucca Mountain, Nevada）的非饱和裂隙介质

中水流及溶质运移的基础模型。美国能源部拟将利用亚

克山作为具有高放射性的核废料堆积地，为了预测将来

核废料对周围环境的影响，进行了这一美国历史上迄今
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为止最大的非饱和带研究项目[7]。活动流场模型（active

region model，ARM）是 Liu 等[1]在活动裂隙模型基础上

根据土壤介质和土壤水流运动自身的特点建立起来的用

于描述非饱和土壤中水流和溶质运动的分形模型。活动

流场模型将分形理论引入连续性模型，兼具连续性模型

解决大尺度实际问题和离散模型捕捉小尺度下流动细部

特征的优点。但目前对活动流场模型的研究主要限于对

模型参数表征优先流运动非均匀程度的有效性及其与入

渗条件之间的关系[8-11]，尚未建立起系统的理论，特别

是尚未建立起优先流条件下土壤水流运动和溶质运移的

控制方程，还无法有效运用该模型来模拟预测土壤优先

流运动的过程和结果。本论文的研究目的是建立优先流

条件下土壤水流运动和溶质运移的控制方程，为运用活

动流场模型解决非饱和土壤水流运动和溶质运移方面的

相关问题提供理论和方法。

1 本构方程

活动流场模型[1]认为整个流场可以分成活动流场和

不活动流场 2 个部分，水和溶质的输移只发生在活动流

场中，不活动流场不产生流动和运移；活动流场具有分

形特征，活动流场占整个流场的比例可表示为土壤含水

率与活动流场模型分形特征参数的函数，即
*( )ef S  （1）

式中，f 为活动流场占整个流场的比例，简称为活动流

场比例；γ为活动流场模型分形特征参数；Se
*为整个研

究区域上的平均活动水饱和度，它与活动流场含水率的

关系可用以下 2 个公式表示
*

e aS fS （2）
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式中，Sa 为流动区域（即活动区域）的平均活动水饱和

度；θa 为活动流场的平均体积含水率，cm3/cm3；θs 和 θr

分别为土壤的饱和体积含水率和剩余体积含水率，

cm3/cm3。

活动流场模型分形特征参数（γ）是用来描述优先流

运动非均匀程度的参数[1]：γ越大，表明流动的非均匀程

度越强；γ=0，表明流动为均匀流形态，活动流场模型转

变为传统的连续性模型。γ与优先流流场的分形维数之

间的关系可以表示为[1]

1

n

fd

D


 
   

 
（4）

式中，df 为非均匀流场的分形维数；D 为欧拉维数；n

为特征参数。

式（4）提供了活动流场模型分形特征参数（γ）与

非均匀流场分形维数（df）之间的理论关系，因此，活

动流场模型在本质上抓住了小尺度上流体运动的细部

（分形）特征[1]。Sheng 等[11]通过系统的试验研究证明

活动流场模型很好地捕捉到了不同入渗条件下优先流运

动整体的非均匀信息，并且用于描述优先流非均匀特征

的模型参数（γ）表现出一定的标度不变性。该研究结果

表明通过小尺度试验获得的研究结果可用于解决大尺度

的实际问题。

2 控制方程

2.1 土壤水流运动控制方程

根据活动流场模型基本理论和质量守恒原理，可以

推导出活动流场模型下的土壤水流运动控制方程。图 1

为一微小矩形土块（即单元土体）中发生的土壤水流运

动和溶质运移示意图。由于活动流场模型中使用的土壤

含水率都在水平方向上进行了平均（即计算时取各深度

上土壤含水率的平均值[1]），因此仅考虑一维垂直土壤水

流运动情形。

图 1 用于推导土壤水流运动和溶质运移控制方程的单元土体

Fig.1 Unit soil volume used to derive the governing equations

for soil water flow and solute transport

根据质量守恒原理，从任意时刻 t（s）开始的一个

微小时间段 dt 内，系统内的土壤水量平衡方程可表示为

in out inc skV V V V   （5）

式中，Vin 为 dt 时段内流入单元土体的土壤水体积，cm3；

Vout 为 dt 时段内流出单元土体的土壤水体积，cm3；Vinc

为 dt 时段内存储在单元土体的土壤水体积的增量，cm3；

Vsk 为 dt 时段内外界消耗（如根系吸收，正）或补充（如

灌溉，负）的土壤水量（体积），cm3。

一维垂直水流运动条件下，dt 时段内流入单元土体

的土壤水体积可表示为断面土壤水流达西流速、断面面

积和时间段 dt 的函数，即

d din aV q f x t （6）

式中，qa（单位时间单位面积上的流量）为活动流场区

z 方向上的土壤水流达西流速（正号向上），cm/s；x 为

水平坐标，cm。

同理，dt 时段内流出单元土体的土壤水体积可表示

为

d d d da
out a

q f
V q z f z x t

z z

   
       

（7）

式中 z 为垂直坐标（向上为正），cm。

dt 时段内存储在单元土体的土壤水体积的增量可

表示为

d d d d d d d d da
inc a a i

f f
V t f t x z f x z x z t

t t t


  

    
          

（8）

式中 θi 为不活动流场区内的土壤含水率，cm3/cm3。

活动流场模型下，土壤水流运动仅发生在活动流场

区域，不活动流场对土壤水流运动不做贡献[1]。因此，

活动流场模型下土壤水的消耗和补充也仅发生在活动流

场区域。仅考虑活动流场区内土壤水的消耗和补充的源

汇项可表示为

d d dsk awV r f x z t （9）

式中 raw为活动流场区域内土壤水耗散（正）和补充（负）

的速率，1/s。

将式（6）～（9）带入式（5）并忽略高阶无穷小项，

可得

d d d d d d d d d
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（10）

各项同除以 dxdzdt 后合并，式（10）可化为

( ) ( )
0a a
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z t t




  
   

  
（11）

引入达西定律，则式（11）可以化为

( )
1 0a a

a i aw

h f f
fK fr

z z t t




     
            

（12）

式中 Ka 和 ha 分别为活动流场区的非饱和水力传导度

（cm/s）和水势头（cm）。根据 van Genuchten 土壤水分

特征函数方程[12]，ha 和 Ka 均可表示为活动流场区内土壤

含水率 θa 的函数[1]

1
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式中，α（cm-1）、n、和 m=1-1/n 均为 van Genuchten 土

壤水分特征函数方程中的参数；Ks 为土壤的饱和水力传

导度，cm/s。

2.2 溶质运移控制方程

按土壤水流运动控制方程的推导过程可以得出溶

质运移控制方程。根据质量守恒原理，t 时刻开始的一

个微小时间段 dt 内，系统内的溶质质量守衡方程可表示

为

in out inc skM M M M   （15）

式中，Min 为 dt 时段内进入单元土体的溶质质量，g；

Mout 为 dt 时段内流出单元土体的溶质质量，g；Minc 为

dt 时段内存储在单元土体的溶质质量的增量，g；Msk 为

dt 时段内外界消耗（如根系吸收，正） 或补充（如灌

溉，负）的溶质质量，g。

一维垂直水流运动条件下，dt 时段内流入单元土体

的溶质质量可表示为

d din aM J f x t （16）

式中，Ja（单位时间单位面积上的溶质通量）为活动流

场区 z 方向上的溶质输移速率（正号向上），g/(cm2
•s)；

Ja 可表示为活动流场区溶质的对流速率和扩散-弥散速

率之和，即

a
a a a a a

c
J q c D

z



 


（17）

式中，ca（单位体积土壤溶液中的溶质质量）为活动流

场区溶解在土壤水中的溶质溶度，g/cm3；Da 为活动流

场区溶质的扩散-弥散系数，cm2/s。

类似，dt 时段内流出单元土体的溶质质量可表示为

d d d da
out a

J f
M J z f z x t

z z

   
       

（18）

dt 时段内存储在单元土体的溶质质量的增量可表示

为

d d d d d d d d da
inc a a i

C f f
M C t f t x z C f x z C x z t

t t t

    
          

（19）

式中，Ca 和 Ci 分别为活动流场区和不活动流场区的溶质

总浓度（包括溶解的溶质和被吸附的溶质），g/cm3。假

定溶质只存在于固相（被吸附）和液相（被溶解），则

Ca 和 Ci 可分别表示为

a a a b aC c s   （20）

和

i i i b iC c s   （21）

式中，ci（单位土壤溶液中的溶质质量）为不活动流场

区溶解的溶质浓度，g/cm3；sa 和 si（单位质量干土吸附

的溶质质量）分别为活动流场区和不活动流场区被吸附

的溶质质量分数，g/g；ρb 为土壤体积质量，g/cm3。

假定溶质的源汇项也仅发生在活动流场区域，则被

消耗（如根系吸收，正）和补给（如灌溉，负）的溶质

质量可表示为

d d dsk as awM c r f x z t （22）

式中 cas 为活动流场区域内土壤水源汇项中的溶质浓度，

g/cm3。

将式（16）～（22）带入式 （15），忽略高阶无穷

小项，各项同除以 dxdzdt 后合并，可得溶质运移控制方

程为（向上为正）

( ) ( )
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z z z t
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c s fr c
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（23）

式（12）和（23）分别为活动流场模型下的土壤水

流运动控制方程和溶质运移控制方程。式中活动流场模

型面积（f）根据活动流场内的土壤含水率（θa）和活动

流场模型分形特征参数（γ）值由活动流场模型本构方程

（即式（1）～（3））所确定的函数关系计算。

3 模型比较

3.1 与二域模型的比较

假定活动流场比例（f）为一与时间（t）无关的常

数，则式（12）和（23）可化为

1 0a a
a aw

h
fK f fr

z z t

     
          

（24）

和

( ) ( )

( )
0

a a a a a
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z z z t
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f fr c
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（25）

式（24）和（25）分别为二域模型（mobile-immobile

region model，MIM）[13-15]下土壤水流运动和溶质运移的

控制方程。本文所研究的活动流场模型和二域模型均不

考虑活动流场区域和不活动流场区域之间的土壤水和溶

质的交换作用，因此活动流场模型与二域模型的根本区

别即在于它们对活动流场的处理上：活动流场模型中，

活动流场是随着优先流发展而不断变化的；而在二域模

型中，活动流场是固定的。许多研究表明[1,16-17]，优先流

流场在运动过程中是随着入渗的发展而不断变化的。因

此，活动流场模型在对优先流流场的处理和描述上更接

近于实际的优先流情况。此外，采用二域模型进行模拟

计算时，必须首先确定优先流流场的分布，将优先流流

场分布模式作为已知量输入程序才能模拟预测土壤水和

溶质的运动过程，因此模型的实用性较差。而活动流场

模型分形特征参数（γ）仅为土壤质地、入渗的初始条件

和边界条件的函数，在入渗过程中不随时间变化[1,11]；

此外，由于活动流场模型分形特征参数不随尺度变化，

通过小尺度试验获得的活动流场模型分形特征参数值可

用于解决大尺度的实际问题[1,11]。因此，通过拟合小尺

度试验条件下获得的（如通过染色示踪方法[11]）活动流
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场区土壤含水率分布和活动流场面积分布结果，可以求

得相同入渗条件（即相同土壤质地、入渗水量和土壤初

始含水率分布）下大尺度试验的活动流场模型分形特征

参数值，以此作为模型的输入参数，通过计算机程序可

产生优先流流场（即活动流场）、土壤含水率和溶质浓度

分布及其随时间的变化过程。因此，相对于二域模型，

活动流场模型具有更好的实际意义和用途。

3.2 与活动裂隙模型的比较

活动流场模型是在活动裂隙模型的基础上根据土

壤介质和土壤水流运动自身的特点建立起来的，因此 2

个模型有许多共同点。首先，活动流场模型和活动裂隙

模型都假定整个流场可划分成有水流运动和溶质运移的

活动流场和没有水流运动和溶质运移的不活动流场；其

次，2 个模型都假定活动流场表现出分形特征，并可表

示成活动流场区域内介质含水率的函数。基于以上 2 个

基本假设，活动流场模型和活动裂隙模型具有形式几乎

相同的本构方程。但是，这 2 个模型本质上是不同的。

首先，2 个模型建立的基础不同：活动流场模型和活动

裂隙模型是分别根据土壤介质和岩石裂隙介质的介质特

性以及产生在这两种介质中的流动特征所建立起来的，

只能描述各自介质条件下的水流运动和溶质运移过程。

其次，在活动裂隙模型中，不活动流场区域的裂隙介质

都处于剩余含水率状态；而对活动流场模型中不活动流

场区域的土壤含水率却没有此要求，活动流场模型中不

活动流场区的土壤含水率一般都要高于土壤的剩余含水

率。此外，Liu 等[2,6]的研究表明，活动裂隙模型的分形

特征参数可视为仅为裂隙介质性质的函数而与其他入渗

条件无关；而 Sheng 等 [11]的研究表明，活动流场模型分

形特征参数是土壤介质性质和入渗条件（初始含水率和

入渗水量）的复杂函数。

4 结 论

活动流场模型中，活动流场区域（即实际的优先流

流场区域）具有分形特征，活动流场区域面积可表示成

流场内土壤含水率的函数；不活动流场区域对土壤水流

运动和溶质运移不产生贡献。根据这一理论基础和质量

守恒原理，通过研究微小单元土体内的水流和溶质运动，

建立了活动流场模型下描述和模拟非饱和带土壤中水流

运动和溶质运移过程的控制方程。当将活动流场比例视

为与时间无关的常数时，活动流场模型下的控制方程可

转化为二域模型下土壤水运动和溶质运移的控制方程。

相对于二域模型，活动流场模型对优先流流场的处理更

能反映实际的优先流情况；此外，活动流场模型比二域

模型具有更好的实际意义和用途。活动流场模型是在活

动裂隙模型的基础上建立起来的，2 个模型之间有许多

共同点，但是两者建立的介质基础和适用范围是不同的，

不能相互替代。
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Governing equations for modeling preferential flow in unsaturated soil

based on fractal theory
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Abstract: To characterize the quick and non-equilibrium movement of preferential flow, and to represent the flow and

transport in the unsaturated soil-water system more accurately, fractal theory was incorporated into the continuum

approach based on the fundamental theories of active region model (ARM) and the fractal properties of the preferential

flow patterns which were observed widely in lab and field studies. The governing equations for controlling preferential

soil water flow and solute transport were derived from the mass conservation principle in this research. Furthermore,

the ARM was compared with the mobile-immobile region model (MIM) and the active fracture model (AFM) to show

the differences and relationship between these approaches. This research provided theoretical directions and effective

approaches for using ARM to solve the related flow and transport processes resulted from preferential flow in the

unsaturated soil-water system.

Key words: fractal, solute transport, soils, preferential flow, active region model, governing equation, mobile-immobile

region model


