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摘  要：通过引入与塑性屈服准则相关联的各向异性损伤因子和损伤准则来描述含瓦斯煤岩的塑性变形及损伤演化过

程。在多孔介质有效应力原理中引入瓦斯吸附的膨胀应力，得出了适用于含瓦斯煤岩的有效应力计算公式。利用不可

逆热力学原理，对含瓦斯煤岩的损伤演化规律及塑性变形与损伤之间的耦合效应进行了有效描述。根据实验结果，采

用非关联塑性流动法则，建立了能反映含瓦斯煤岩在各种应力条件下力学行为的弹塑性损伤耦合本构模型，并给出了

本构模型的参数确定方法。通过理论与实验的比较可知：所提出的弹塑性损伤耦合本构模型能真实有效地描述含瓦斯

煤岩在不同应力条件下的力学特性。 
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Abstract: An anisotropic damage, which is related to the plastic yield criterion, and a damage criterion are introduced to 
adequately describe the plastic deformation and the damage evolution of gas-saturated coal. The effective stress formulation for 
gas-saturated coal is derived by introducing the swell stress of gas adsorption into the effective stress principle of porous media. 
The damage law and the coupling effect between plastic deformation and material damage are represented sufficiently by using 
the framework of irreversible thermodynamics. On the basis of the experimental results, a general coupled elastoplastic damage 
constitutive model is developed for describing the mechanical responses of gas-saturated coal under various loading conditions 
by adopting a non-associated plastic flow rule. Moreover, the method for determining the constitutive model’s parameters is 
discussed. The comparison between simulation data and experimental data shows that the proposed model is able to depict 
effectively the main features of mechanical behaviors observed in gas-saturated coal. 
Key words: triaxial compression; anisotropic damage; elastoplastic constitutive model; porous medium; gas-saturated coal

0  前    言 
三轴压缩条件下，随着载荷的逐渐增加，岩石材

料内部微裂纹的传播与错动不断加剧，从而导致材料

的损伤，材料损伤反过来导致不可逆塑性变形、非线

性应力–应变关系、材料软化及体积膨胀等一系列结

果，这些诱发现象可以看成是材料损伤与塑性变形之

间的耦合效应，一般可以利用连续介质损伤力学及塑

性理论来描述[1]。塑性变形与损伤的耦合效应一般是

利用各向同性损伤或各向异性损伤因子在各向同性损

伤强化假设基础上建立起来的。各向同性损伤模型由

于其简单易行的优点而得到了广泛的应用，如文献

[2～7]等建立的都是各向同性的损伤模型。然而各向
异性损伤模型却要复杂的多，如文献[8～12]等所建立
的模型，这些模型也不是绝对意义上的各向异性损伤
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模型，而是作了一定的假设及简化的等效各向异性损

伤模型。因为完全各向异性模型不但建模复杂，而且

应用起来也很困难，况且在处理实际工程问题时做一

些相应的简化是可行也是必要的。 
采矿工程领域中，煤岩材料往往处于一种被瓦斯

气体饱和或部分饱和的受压应力状态。因此描述煤岩

材料的力学行为过程中，需要考虑瓦斯压力变化和瓦

斯吸附效应所带来的影响。根据前人研究成果，岩石

类材料变形过程中的微裂纹扩展方向几乎是垂直于正

的最大主应力方向的[13]，文章作者在多孔介质塑性理

论和连续损伤力学的构架中，利用有效应力原理，建

立了含瓦斯煤岩弹塑性损伤耦合本构模型，用于描述

含瓦斯煤岩各种不同载荷条件下的力学特性和行为。 

1  含瓦斯煤岩有效应力原理 
煤岩介质是一种具有强吸附性的多孔材料，当煤

岩内部微孔隙表面吸附瓦斯气体后会发生体积膨胀，

并表现出外在的膨胀应力。因此在建模过程中，不但

需要考虑瓦斯压力的影响，还要考虑瓦斯吸附的膨胀

应力所带来的影响。 
根据文献[14]，瓦斯吸附所产生的膨胀应力为 

s
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3
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式中，a，b 为瓦斯吸附常数，p 为瓦斯压力，v 为煤
岩泊松比，ρ为密度，R为摩尔气体常数（8.3143），T
为绝对温度，Vm=22.4×10-3 m3/mol为摩尔体积。 
对于饱和多孔介质而言，其有效应力可以利用

Terzaghi 所提出的有效应力原理来计算[15]。考虑到瓦

斯吸附后膨胀应力，根据有效应力原理，含瓦斯煤岩

的有效应力可表示为[16-17] 
( ) ( )
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式中，δij为 Kronecker符号，φ为孔隙度。 
因此，就可以通过式（2）在有效应力空间建立含

瓦斯煤岩的本构模型。 

2  含瓦斯煤岩弹塑性损伤耦合本构模

型的建立 
2.1  热力学构架 

在小变形假设条件下，含瓦斯煤岩的总应变可以

表示为弹性应变 eε 与塑性应变 pε 的之和： 
e pε ε ε= +  。                   (3) 

根据连续介质力学和不可逆热动力学理论，可以

利用内变量来描述材料的变形等物理现象。根据不可

逆热力学原理，热力学第二定律可表示为 
1: ( )sT q T
T

σ ε ρ ψ− + − ∇ ≥ 0&& &%  ，      (4) 

式中，σ% 为有效应力张量，ε为应变张量，ψ 为自由

能，s为熵，q为热流矢量。 
视含瓦斯煤岩的变形为等温过程，则式（4）可以

表示为 
: 0σ ε ρψ− ≥& &%   。            (5) 

视 Helmholtz 自由能为热力势，同时假设弹性应
变 eε 、等效剪切塑性应变γp和各向异性损伤张量 D为
能描述含瓦斯煤岩变形的内变量。于是 Helmholtz 自
由能可表示为 

e p( , , )Dψ ψ ε γ=  ，              (6) 

式中， p p p p

0 0

2d : d
3

t t
t e e tγ γ= =∫ ∫& & & 用来描述含瓦斯煤

岩的塑性强化过程。其中 pe 为偏斜塑性应变。 
假设 Helmholtz 自由能可以分解为弹性部分和塑

性部分： 
( ) ( )e e p p, ,D Dψ ψ ε ψ γ= +  ，          (7) 

对式（7）求时间导数得 
e p

e p
e p: : D
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于是式（5）可写为 
e p

p e p
e p: ( ) : : 0D
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式中，
pε& 为塑性应变率。 

于是可得到与内变量相关的热力学广义力[18]： 
e
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由热动力学第二定律，可以将耗散势 Ω分解为塑
性部分 Ωp和损伤部分 Ωd： 

p p d( , ) ( ) 0DΩ Ω σ γ Ω= + ≥%  ，      (11) 
式中， p p p p( , ) : 0KΩ σ γ σ ε γ= − ≥& &% % ， d ( ) : 0D Y DΩ = ≥& 。 
值得注意的是，耗散势面对于热动力学广义力

（σ% , K，Y）必须是外凸的。根据 Voyiadjis等所提出
的方法[19]，可定义目标函数为 

p p d dg gΠ Ω λ λ= − −& &  ，           (12) 
式中， pλ& 为塑性乘子， dλ& 为损伤乘子， pg 为塑性耗
散势能， dg 为损伤耗散势能。 
根据最大耗散原理[20-21]，通过以下运算便可使目

标函数取极大值： 
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将式（11）、（12）代入到式（13），便可得到热力学
演化准则： 
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考虑到 ( )p p , , 0f f K Dσ= =% 为塑性加载条件，

( )d d ,f f Y D= 为损伤加载条件，因此便得到塑性和损

伤的一致性条件： 
p p p
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2.2  弹塑性描述 

在增量型的本构模型中，可以通过塑性屈服准则、

塑性强化准则和塑性流动法则来确定塑性变形率。对

于岩石类材料，在三轴压缩实验中随着围压的增加，

脆性到延性的转化程度就越明显。也就是说材料的力

学行为在很大程度上依赖于围压的大小。为描述这种

现象，在此采用 Pietruszczak 提出的非线性的屈服准
则[22]。为简单起见，该准则可表达为 

( )p
p p c s

c

, , D 0pf q R A C
R

σ α α
 

= − + = 
 

%% % ，   (17) 

式中， p% 为有效平均应力( 1 tr
3

p σ=% % )， q%为等效偏斜

应力( 23q J= %% )，Rc为单轴抗压强度，Cs为材料黏聚

力系数，A为破坏面的曲率。 
塑性强化可以利用函数 αp来描述，αp为等效剪切

塑性应变 p p p2 :
3

e eγ = 的单调递增函数。假设损伤是

导致岩石材料软化的唯一原因。根据前人的工作，塑

性强化能可表示为[23] 

( ) ( ) ( )p p p p
H 0, 1D Dρψ γ ρψ γ= −   ，    (18) 

式中， H
1 tr
3

D D= 为平均损伤， ( )p p
0ρψ γ 为无损材料

的塑性强化能[23-24] 
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B
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其中， 0
pα 为塑性屈服启动阀值， m

pα 为强化函数的最

大值，B为控制塑性强化率的常数。 
根据式（10b），有损伤材料的塑性强化准则可以

表示为 

( )
( )m 0 pp

p p0
p H pp p1K D

B
α α γψ
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γ γ
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 。(20) 

对于大多数地质材料来说，用非关联流动法则来

描述材料的体积压缩和体积膨胀是合理的。这里采用

Chiarelli提出的塑性势[24]，简化后为 
( )( )p

p p s cg q p C Rα β= − − +% %  ，      (21) 
式中，βp表示体积膨胀起始点。 

随着载荷的不断增加，当材料变形达到屈服面

时，塑性流动法则表示为 
p

p p g
ε λ

σ
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  ，            (22) 

式中， pλ& 表示塑性乘子。 
Helmholtz自由能的表达式为 

( ) ( ) ( )e e p p1, : :
2

D Eρψ ε ε ε ε ε= − −  。    (23) 

由式（10a）可得 
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式中， ( )0E E I D= − 为损伤弹性张量，

1
1

1
I
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为单位矩阵。 
从而容易得到式（24）的率形式为 

( ) ( ): :p pE Eσ ε ε ε ε= − + −& & & &%  

( ) ( )0 : :p pD E Eε ε ε ε = − − + − 
& & &  ，(25) 

式中，E0为无损伤材料的初始弹性张量。 
将式（14c）、（17）、（20）和（25）代入到式（15），

就可以得到塑性一致性条件： 

( )
p d p d

p e d
0

p

2 : : :f g f g E
D Y Y
α

ε λ
α σ

 ∂     ∂ ∂ ∂ ∂ − +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
&

%
 

p p p p p p
p p
p p

p

: : : : : 0f g f g fE E
α γ

λ ε
α γ σ σ σ σ

 ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ε

。& &
% % % %

 

       (26) 
2.3  各向异性损伤描述 

损伤变量可用来描述材料的刚度退化过程。实验

结果表明，材料的损伤本质上是各向异性的[25]。对于

地质材料来说，损伤通常通过拉应变来定义 [26]。

Chiarelli 等[9]、Pellet 等[10]和 Desmorat 等[27]也都采用

了这种处理方法。压缩应力条件下的材料的变形，只

有在横向（径向）才会可能出现拉应力和拉应变。根

据这种思想，可假定在轴对称压应力载荷条件下的材

料只存在横向(或径向)上的损伤，表示为 
11

22 33
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根据 Helmholtz 自由能，利用式（10c），与损伤
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因子相关联的共轭应力可表示为 

( ) ( ) ( )p p
p p

,1 : :
2

D
Y E

D D
ψ γψ

ρ ε ε ε ε ρ
∂∂ ′= − = − − − −
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，

(29) 

式中，
d
d

EE
D

′ = 为损伤张量导数。 

损伤的发展可以通过下面的损伤准则来确定： 
( ) ( )d , 0f Y D Y D Iκ= − ≤  ，       (30) 

式中， ( )Dκ 为损伤函数，  
( ) 0 HD Y mDκ = +  ，             (31) 

其中，Y0是损伤启动阀值，m是控制损伤发展的常数。 
这里采用关联的耗散准则，于是有 df =gd。因此

便可通过式（14c）得到损伤演化方程： 
d

d dfD I
Y

λ λ
∂

= =
∂

& &&  ，            (32) 

式中的损伤乘子可利用损伤一致性条件确定。将式

（29）、（30）代入到式（16），就可得损伤一致性条件： 
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式中， ( ) ( )d
d

D
D

D
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经过数学运算后，式（33）变为 
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于是有： 
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同样经过数学运算后，式（26）变为 
( ) ( )d p 0H L M N Qλ λ− − + + =& &  ，      (36) 

式中， 
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将式（35）代入式（36）可得 
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( ) ( ) ( )
p

3

3

G H L Q
m

H L C F M N
m

λ
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=
− + − +
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由式（42）求出 pλ& 后，再代入式（35），便可求
得 dλ& 。求出塑性乘子与损伤乘子之后，再由式（22）
求得 pε& ，将求出的 pε& 代入式（24）最终获得含瓦斯
煤岩的本构方程表达式。 

3  模型参数确定与实验验证 
为描述不同应力条件下的含瓦斯煤岩的力学性质

和行为，模型中的各个参数需要根据实验结果来确定。

模型中所涉及到的所有参数都可以通过瓦斯吸附实验

和常规三轴实验来获取。参数 a，b可以通过瓦斯吸附
实验数据拟合得到，弹性模量 E0与泊松比 v的平均值
可以利用应力–应变曲线的线性段的数据得到，与破

坏面相关的常数 A，Cs和 Rc可以在有效应力 p q−% %平
面中得到，初始体积膨胀点 βp可以用体积膨胀起始点

的应力值确定。 o
pα 可以利用应力–应变曲线上的塑性

变形启动应力确定，常数 m
pα 可以利用拟合峰值强度

值得到，塑性强化常数 B 可以根据式（20）拟合 αp

与 pγ 两者之间的关系得到，初始损伤阀值 Y0可由无损

材料在卸载过程中开始出现弹性模量减小时的应力值

得出，m的值可以通过比较加卸载过程中弹性模量的
变化来拟合得出。与该模型相关的含瓦斯煤岩的典型

参数：值孔隙度φ =0.085；弹性参数 E0=420 MPa，
v=0.34；瓦斯吸附常数 a=0.0134 m3/kg，b=1.67 MPa；
塑性参数 0

pα = 13.2 MPa， m
p 18.4 MPaα = ，βp=17.5 

MPa，B=0.001，Rc=0.52 MPa，Cs=0.1，A=3.2；损伤
参数 0 0.005 MPaY = ，m=1.6 MPa。 

图 1中给出了在 0.2 MPa瓦斯压力时的两种不同
围压的试验结果与模型结果的比较。不难看出，实验

值与理论值吻合的很好。 
图 2给出了两种给定围压条件下，改变瓦斯压力

时实验与理论结果的比较。显然，两者同样吻合很好。 
因此可以说，所提出的弹塑性损伤耦合模型能很

好的反映含瓦斯煤岩的主要力学性质和行为。
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图 1 不同围压时的试验与理论结果比较 

Fig. 1 Comparison between test and theoretical values under different confining pressures  

图 2 不同瓦斯压力时的试验与理论结果比较 

Fig. 2 Comparison between test and theoretical values under different gas pressures

4  结    语 
根据试验结果，含瓦斯煤岩的力学行为主要受塑

性变形的控制。具有方向性的微裂纹的产生和传播导

致了材料中的塑性变形。在实验结果基础上，建立了

用于描述含瓦斯煤岩力学行为的弹塑性损伤耦合本构

模型。本构模型中所包含的所有物理参数都可以通过

相关实验结果来获取。该模型能有效描述含瓦斯煤岩

力学性质及行为，揭示了含瓦斯煤岩变形的本质关系，

为含瓦斯煤岩本构模型的实际应用做好了铺垫。 
值得注意的是，实验室内所得到的含瓦斯煤岩的

本构模型与实际含瓦斯煤岩的本构模型之间将会存在

较大差异，实际岩体的本构模型不但要考虑结构面和

节理的影响[28-30]，还应考虑温度及流体非饱和状态的

影响，因此，本文所得出的含瓦斯煤岩弹塑性损伤耦

合本构模型要应用到实际工程中还需做更多的工作。 
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