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一类新型超混沌系统的非线性反馈同步研究 
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摘  要：一类由快变和慢变吸引子构成的新型超混沌系统，具有强的抗噪声能力，但是采用传统同步算法时，同步

收敛速度较慢，同步性能对响应系统参数敏感。针对该问题，该文提出非线性反馈同步算法，根据 Hurwitz 稳定

原理，设计非线性控制变量，使得误差方程雅可比矩阵的特征值实部均小于零，并使得特征值的绝对值较大。该算

法比传统同步算法收敛速度快，并且具有对系统参数不敏感的优点。仿真结果验证了上述算法的有效性。 
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Abstract: The hyperchaotic system, composed of high and slow frequency part, is robust to strong noise. If the 

conventional synchronization algorithms are used in this system, the convergence rate of synchronization is slow 

and synchronization performances are sensitive to the parameters of response system. To resolve the problems, the 

synchronization algorithm using nonlinear feedback control is proposed, according to Hurwitz stability theory, 

designing a nonlinear controller can make the real parts of the eigenvalues of the error equation’s Jacobian matrix 

negative and the absolutes of the eigenvalues large. So the convergence rate of synchronization is faster than that 

of conventional synchronization, besides, it has the advantage of parameters insensitivity. Finally, numerical 

simulations are given to verify the effectiveness of the proposed methods. 
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1  引言  

混沌信号是一类内在确定外在类似随机性的特

殊信号，与随机信号相比，混沌信号是可控和可同

步的，这使得混沌应用于神经网络、保密通信和混

沌雷达中具有更多的潜在优越性。混沌同步是混沌

应用于实际工程的主要特色之一[1,2]，因而，混沌同

步已成为目前的研究热点 [1 9]− 。但普通混沌系统的同

步处理对噪声非常敏感，所以，设计抗噪声能力强

的混沌系统是当前工程需要，Carroll[3] 提出一类新

型超混沌系统，具有强的抗噪声能力。 
但是，采用传统同步算法时，这类超混沌系统

的同步性能较差，所以，对此类新型超混沌系统的
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同步研究具有重要的理论意义和实际价值。目前，

传统混沌同步算法有耦合同步、自适应同步、主动-
被动同步和驱动-响应同步(P-C 同步)等方法 [4 7]− 。

其中，很多文献对超混沌系统进行了同步研究，比

如有驱动-响应同步[7]、单一耦合同步[8]和线性反馈同

步[9]等方法。但同步收敛速度较慢和对参数敏感。 
针对上述问题，本文提出非线性反馈同步算法，

并以上述抗噪声能力强的超混沌系统为例，理论上

证明了本文算法具有优异的同步性能和参数不敏感

特性。通过设计非线性控制向量，使得误差方程雅

可比矩阵的特征值实部均小于零，根据 Hurwitz 稳

定原理，两个系统实现了混沌同步。同时，该算法

不需要求得最大Lyapunov指数或建立Lyapunov函

数，从而减少了计算量。最后，通过单一耦合同步

的性能比较，仿真表明，本文同步算法具有好的收

敛速度、单调性和对响应系统参数不敏感的优点。  
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2  非线性反馈同步 

驱动和响应系统设计如式(1)和式(2)：  

( ),=x F x g
i

                 (1)                                            

( ), ( )t= +y F y h u
i

            (2) 

其 中 T
1 2[ , , , ] n l

nx x x R ×= ∈x " ， T
1 2[ , , , ]ny y y=y "  

n lR ×∈ 。 ( )tu 为非线性控制向量， 1 2( ) [ ( ), ( ),t u t u t=u  
Τ, ( )] n l

nu t R ×∈" 。 
非线性控制向量分解为两项，如式(3)： 

     ( ) ( , ) ( )t t= +u G x y W           (3) 

其中 ( , )G x y 为变量x 、y 的控制向量， 1( ) [ ( ),t w t=w  
T

2( ), , ( )] n l
nw t w t R ×∈" ( )tW 为控制函数，式(2)与式

(1)相减得误差方程为 
 ( ) ( ) ( ), , ( )t= − + +e F y h F x g G x,y W
i

   (4)                        

根据 Hurwitz 稳定原理[10]，通过设计 ( ),G x y 和

( )tW ，从而使误差方程式(4)的雅可比矩阵特征值实

部均小于零，同时，当误差向量满足式(5)时： 
       lim ( ) lim 0

t t
t

→∞ →∞
= − =e y x         (5)                                   

其中 ( )te = T
1 2[ ( ), ( ), , ( )] n l

ne t e t e t R ×∈" 为误差向量，

|| ||i 为范数，此时，系统达到混沌同步。此外，当参

数向量 g 、 h 不一致时，由于误差方程式(4)中
( ),G x y 和 ( )tW 向量可控制，所以，选择合适的

( ),G x y 和 ( )tW 使两个系统达到混沌同步成为可

能。 

3  新型超混沌系统同步设计 

3.1 新型超混沌系统 
普通混沌系统的同步处理对噪声非常敏感，当

信噪比不足 10 dB 时，混沌同步会被完全破坏，

Carroll 提出一类强抗噪声能力的新型超混沌系统，

当噪声超过混沌信号时，混沌系统可实现同步[3]。其

原因是这类新型超混沌系统由快变吸引子和慢变吸

引子构成，而慢变吸引子等价于一个滤波器，从而

具有滤除噪声的功能。此系统相图如图 1，步长为

0.1，快变吸引子( 1 3x x∼ )为宽带高频信号，如图

1(a)，慢变吸引子( 4 6x x∼ )为窄带低频信号，如图

1(b)。新型超混沌数学模型为 

1 1 1 2 3
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其中
15( 3),  3

( )
0,      3

x x
g x

x

⎧ − >⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≤⎪⎪⎩
 

参数变量 T
1 2 3 4 5 6[ , , , , , ]c c c c c c=g 如式(7)： 

1 2 3

4 5 6

0.02, 0.13, 0.01

0.1, 0.5, 0.1

c c c

c c c

= = = ⎫⎪⎪⎬⎪= = = ⎪⎭
        (7) 

初始条件如式(8)： 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

4 5 6

0 0.7, 0 0.8, 0 0.1

0 0.02,  0 0.5, 0 0

x x x

x x x

⎫= = = ⎪⎪⎪⎬⎪= = = ⎪⎪⎭
  (8) 

3.2 混沌同步设计及参数敏感性分析 
响应系统设计如式(9)： 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1 1 2 3 1
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(9) 

其中
15( 3),  3

( )
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y y
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y

⎧ − >⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≤⎪⎪⎩
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T
1 2 3 4 5 6( ) [ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )]t u t u t u t u t u t u t=u 为 非

线性控制向量， T
1 2 3 4 5 6[ , , , , , ]d d d d d d=h 为响应系统

的参数变量，它与驱动系统的参数关系如式(10)： 

1 1 2 2 3 3

4 4 5 5 6 6

, ,

, ,

d kc d kc d kc

d kc d kc d kc

⎫= = = ⎪⎪⎪⎬⎪= = = ⎪⎪⎭
      (10) 

其中k 为两者参数比例关系。  
命题 1  如何设计控制向量 ( ),G x y 和控制函数

( )tW 是混沌同步实现的关键。在本超混沌系统中，

控制向量 ( ),G x y 和控制函数 ( )tW 分别设计为 
( )

( )
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其中 1 0m ≥ , 2 0m ≥ , 3 0m ≥ , 4 0m ≥ , 5 0m ≥ ，误差

向量 e = T 6
1 2 3 4 5 6[ , , , , , ] le e e e e e R ×∈ ， i i ie y x= − ，

1,2, ,6i = " 。此时，响应系统与驱动系统实现混沌

同步。 
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证明  式(9)与式(6)相减得误差方程，如式

(11)： 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

1 1 1 2 3 1

2 1 2 2 4 2

3 1 1 3 3

4 5 6 1 1
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d d 0.01 0.5 0.5 0.5

0.01 0.1 0.1 ( )

d d 0.01 0.1 0.1 ( )

d d 0.01

e t x ky e e u t
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(11) 

其中 ( )tu 与 ( )tW 关系如式(12)： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 1 1

2
4 4 4 4

1 1

2
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6 6 4 4 6 6
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⎫⎪= − − ⎪⎪⎪⎪⎪= + − ⎪⎪⎪⎪= + − ⎪⎪⎪⎪⎪= − + ⎬⎪⎪⎪+ − ⎪⎪⎪⎪⎪= + − + + − ⎪⎪⎪⎪⎪= + − + + − ⎪⎪⎭

 

(12) 

根据式(12)， ( , )G x y 可以设计为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1

2 2 2

3 1 1

2
4 4 4 1 1

2
5 4 4 5 5

6 4 4 6 6
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, =
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g x y g x g y
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⎫− − ⎪⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎪− ⎪⎪⎪⎬⎪− − ⎪⎪⎪⎪− + + − ⎪⎪⎪⎪⎪− + + − ⎪⎪⎭
(13) 

式(12)代入误差方程式(11)得 

( )

1 2 3 1

2 1 4 2

3 3 3

4 5 6 4

5 5

6 6

d d 0.5 ( )

d d ( )

d d ( )

d d 0.01 0.5 ( )

d d ( )

d d ( )

e t e e w t
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⎫= − − + ⎪⎪⎪⎪= − + ⎪⎪⎪⎪⎪= − + ⎪⎪⎬⎪= − + + ⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

     (14) 

控制函数 ( )tw 是误差变量 e 的函数，根据

Hurwitz 稳定性原理，当式(14) 雅可比矩阵的特征

值实部均小于零，且当 lim ( ) 0t t→∞ =e 时，此时两

个系统达到同步。为使误差方程的特征值实部小于

零，本文设计了一种 ( )tW ，如式(15)： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 2 3 2 1 2 2 4

3 4 5 6 3 4

5 4 5 6 5 6

0.5 ,  

0,  0.005 0.01

,  

w t m e e e w t e m e e

w t w t e e m e

w t m e w t m e

⎫⎪= − + + = − − + ⎪⎪⎪⎪= = + − ⎬⎪⎪⎪= − = − ⎪⎪⎭
(15) 

 
图 1快变和慢变吸引子相图                  图 2吸引子同步误差图       图 3 2x 与 5x 在两种同步算法下的同步误差比较 
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其中 1 0m ≥ , 2 0m ≥ , 3 0m ≥ , 4 0m ≥ , 5 0m ≥ 。 
此时，雅可比矩阵为 

  

1

2

3

4

5

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

m

m

m

m

m

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

    (16) 

特征值分别为 

1 1 2 2 3

4 3 5 4 6 5

, , 1

, ,

m m

m m m

λ λ λ

λ λ λ

⎫= − = − = − ⎪⎪⎪⎬⎪= − = − = − ⎪⎪⎭
     (17) 

从式(17)看出，特征值全部小于零，通过选取较

大的 1 5m m∼ 值，使特征值的绝对值较大，从而使

同步收敛速度快。此外，根据式(14)和式(15)，本文

设计的控制函数 ( )tW 与参数比例系数k 无关，说明

本文设计的非线性反馈同步算法对参数不敏感。 

4  数值仿真 

4.1 同步仿真 

仿真分析以验证上述算法的正确性。假设响应

与驱动系统的参数一致，且 1 5m m∼ 取值为(1,1，1，

1，1，1)。仿真如图2，驱动和响应系统初始值分别

为(0.7，0.8，0.1，0.02，0.5，0)和(1.8，1.9，1.2， 

0.01，1.6，0.01)，步长为0.1 s。可看出6个变量在时 
间t约为7 s时，系统便达到混沌同步，说明此混沌同

步收敛速度快。此外，该同步误差呈单调上升或下

降的特点，即没有振荡性，所以单调性好。 
4.2 单一耦合同步对比 

本文同步算法与传统单一耦合同步在性能上进

行了比较，其中耦合变量为 2x ，耦合系数为 40，步

长为 1 s，仿真如图 3。可看出本文同步算法收敛速

度优于单一耦合同步。此外，采用单一耦合同步算

法时， 2x , 5x 同步误差具有振荡性，而本文同步算法

下的 2x , 5x 同步误差呈单调上升的特点，本文已验证

其它变量，并得到一致结果。所以，跟单一耦合同

步相比，本文同步算法具有好的收敛速度和单调性。 
4.3 参数敏感性对比 

实际工程中，响应与驱动系统参数无法完全一

致，而传统混沌同步对响应系统的参数敏感，文献[11]

当响应系统的参数为驱动系统参数的 0.9 倍时，混沌

同步性能较差。 
图 4(a)，图 4(b)分别为单一耦合同步下 3x , 5x 同

步仿真图，k 为 0.5，可看出同步性能较差。同理，

图 4(c)，图 4(d)分别为本文同步算法下 3x , 5x 同步仿

真图，k 为 0，可看出同步性能仍然好。此外，本文

验证了其它变量的比较，并得到了一致结果，说明

此时同步性能没有下降。 

 

图 4 不同参数 k 下，两种同步算法的仿真比较 
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5  结束语 

本文提出了设计简单的非线性反馈同步算法，

通过设计非线性控制变量，使得误差方程雅可比矩

阵的特征值实部均小于零，并以一类 6 阶新型超混

沌系统为例。通过理论证明和仿真验证，本文同步

比传统同步算法收敛速度快。 
同时，本文算法不需要建立 Lyapunov 函数或求

最大 Lyapunov 指数，从而减少了计算量。本文算法

从理论上证明了具有跟系统参数不敏感特性，这提

高了工程应用的潜力。最后，通过与单一耦合同步

收敛速度和参数敏感性能的比较，仿真验证了上述

优点，综上所述，本文同步算法具有一定的普遍性

和实用性。 
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