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一种基于与 BCH 码等价原理的 m 序列重构算法 
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摘  要：该文针对现有 m 序列特征多项式估计方法在高阶高误码条件下的估计效率不高，精度不够的问题展开研

究，通过分析 m 序列和 BCH 码的生成原理，得出二者之间的等价关系，进而提出了一种新的 m 序列特征多项式

的估计算法。该算法通过构造与之等价的 BCH 码，利用其良好的纠错性能，实现高误码条件下的 m 序列特征多

项式的估计，仿真结果表明本算法能较好地解决误码条件下的 m 序列特征多项式估计问题，运算速度主要适用于

通信信号处理中常用 20 阶以内的 m 序列分析问题。 
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Abstract: The issue of insufficient efficiency and accuracy of current estimation methods for characteristic 

polynomial of m sequence under high error conditions is studied. A equivalent relationship between m sequence and 

BCH codes is derived by studying their generation principles, and then a new estimation algorithm for 

characteristic polynomial of m sequence is proposed in the paper. By constructing equivalent BCH codes, 

characteristic polynomial of m sequence is estimated using their good error-correction performance under high 

error conditions. Simulation results show that the algorithm can solve the estimation for characteristic polynomial 

of m sequence under error conditions, operation speed of the algorithm can mainly be accepted for analysis of m 

sequence lower than 20-order in signal processing. 
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1  引言  

伪随机噪声(PN)序列在扩频通信、伪码加扰、

伪码测距以及密码学等领域[1]都有着广泛的应用。m
序列即最大长度线性反馈移位寄存器序列，是目前

序列研究中理论最完备、应用最广泛的一种 PN 序

列，并且它是研究和构造其他 PN 序列的基础[2]。例

如在扩频通信中的扩频码大多采用 m 序列，Gold
序列等 PN 序列。m 序列的特征多项式是它的重要

参数，是完成扩频序列恢复、信息解密等工作的基

础。m 序列的特征多项式估计是序列分析中的重要

研究问题[3]。 
目前，针对 m 序列的特征多项式估计问题的研

究方法主要有 BM 算法[4]、欧几里德算法[5]、格基约

化算法[6]、基于高阶累积量的方法[7]和有限域傅里叶

变换方法[8]等，其中，BM 算法、欧几里德算法和格
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基约化算法效率很高，算法执行所需时间的增长率

与 N2的增长率成正比，其中 N 表示 m 序列的阶数，

但是这类算法不能适应存在误码的情况；当 PN 序

列周期为2 1l − 时，基于有限域傅里叶变换的方法比

上述方法进一步降低了计算量，但不足之处仍是缺

乏误码适应能力[8]；基于高阶累积量的方法利用了 m
序列尖锐的自相关特性，尽管能够适应一定的误码，

但是算法计算量随着 m 序列阶数的增加急剧增大，

当误码率升高时，估计精度较差。总的来说现有的

m 序列特征多项式估计方法在高阶高误码条件下的

估计算法效率不高，精度不够。 
本文主要对m序列在高误码率条件下的特征多

项式估计问题进行研究。m 序列是由线性递归关系

式为本原多项式的线性移位寄存器产生的最大周期

序列。根据 m 序列的生成原理可知，m 序列的产生

过程和二进制 BCH 码[9]的编码过程相似，两者均是

基于本原多项式在二元域上作乘法运算得到的。经

分析得出两者之间的等价关系，又因为 BCH 码具有
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很强的纠错能力，所以利用该等价原理，可以完成

对高误码条件下 m 序列的特征多项式估计。 

2  BCH 码和 m 序列的构造特征 

m 序列是最大长度的线性反馈移存器序列，线

性反馈移存器的组成如图 1 所示。 

 

图 1 线性反馈移存器序列的生成原理图 

其中 , 0,1,2na n = 为产生的序列，移位寄存器左端

新得到的输入 na ，按图中线路连接关系，可以写为 

1 1 2 2 1 1 0
1

n

n n n n n i n i
i

a c a c a c a c a c a− − − −
=

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ = ∑  

(1) 

其中 ic 的取值决定了移位寄存器的反馈连接和序列

的结构，用式(2)表示。 
1

0 1 1( ) L L
L Lp X c c X c X c X−
−= + + + +    (2) 

式(2)称为特征多项式。特征多项式的结构就决定了

所产生的线性移存器的特性，当其为本原多项式时

能够产生最大周期的序列即 m 序列。 
BCH 码是由分组码发展而来，是循环码的一个

重要子类，在短码编码时具有良好的纠错性能。

(n,k)BCH 码的编码过程可简要表示为[9] 
( ) ( ) ( )v X u X g X=              (3) 

其中 ( )v X 是码字多项式， 0 1( ) (u X u u X L= + +  
1

1 )k
ku X −
−+ 为信息序列多项式，其系数 0 1 1, , , ku u u −

为 k 个待编码的信息位， 0 1( )g X g g X L= + + +  
1

1
n k n k

n kg X X− − −
− − + 是生成多项式。 

BCH 码的生成多项式 ( )g X 由它在伽罗华 
域[9]GF(2 )m 上的根确定，而伽罗华域GF(2 )m 由生成

该域的本原多项式 ( )p' X 确定。若令α为GF(2 )m 上

的本原元，则码长为 2 1mn = − 、纠 t 个错误的 BCH
码的生成多项式 ( )g X 就是二元域 GF(2)上以 

2 3 2, , , , tα α α α              (4) 

为根的最低次数多项式[10]。 
令 ( )i Xφ 为 iα 的最小多项式，根据伽罗华域的

构造过程和性质，有 1( )= ( )p X Xφ 。同时 ( )g X 必为

1 2 2( ), ( ), , ( )tX X Xφ φ φ 的最小公倍式[11]，即 

1 2 2( ) LCM{ ( ), ( ), , ( )}tg X X X Xφ φ φ=    (5) 

3  基于 m 序列与 BCH 码等价变换的特征多

项式估计算法 

3.1 m 序列与 BCH 码等价关系分析 
假设 L 阶 m 序列的特征多项式为 0( )p X c= +  

1
1 1

L L
L Lc X c X c X−
−+ + + ，生成的 m 序列为

( )X∞A
2 2 1

0 1 2 2 2

L

La a X a X a X −
−

= + + + + + ,则
满足定理[2]： 

( ) ( ) ( )p X X h X∞ =A             (6) 

( )(1 )
( )

( )

P

n
h X X

X
p X

+
=A          (7) 

其 中 ( 1)
( 1)1

( ) (
n i i i

i i ii
h X c X a X a X− − −

− − −=
= + +∑  

1
1 )a X−

−+ ， 2 1LP = − ， ( )h X 仅取决于移存器的初

始状态 1( )ia a− − ， ( )n XA 为一个完整周期的 m 序

列。 
多项式 1 PX+ 在伽罗华域GF(2 )L 的所有根对

应了该域的所有非零元素 , 0,1, 2 2i Liα = − 。若对

1 PX+ 在 GF(2)上进行因式分解，由伽罗华域的性

质可知道，1 PX+ 的因式中包含了 L 阶所有本原多

项式，由于特征多项式 ( )p X 是一个 L 阶的本原多项

式，所以它必定是1 PX+ 的一个多项式因子。 
由伽罗华域的性质[9]可知多项式1 PX+ 可以表

示为 

1 2 2 2
1 LCM{ ( ), ( ), , ( )}L

pX X X Xφ φ φ
−

+ =   (8) 

其中 ( )i Xφ 为 iα 的最小多项式。 
不妨将1 pX+ 表示为 

1 2 2

2 1 2 2

2 2

1 LCM{ ( ), ( ), , ( )}

           LCM{ ( ), ( ), ,

 ( )} ( ) ( )L

p
t

t t

X X X X

X X

X g X a X

φ φ φ

φ φ

φ
+ +

−

+ =

⋅

=     (9) 

其 中 1 2 2( ) LCM{ ( ), ( ), , ( )}, ( )tg X X X X a Xφ φ φ= =  

2 1 2 2 2 2
LCM{ ( ), ( ), , ( )}Lt tX X Xφ φ φ+ + −

。 
假若 2 1 2 2 2 2

( ) { ( ), ( ), , ( )}Lt tp X X X Xφ φ φ+ + −
∈ ，则

可对式(7)作如下变换： 
( )(1 ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

        [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

p

n
h X X a X

X h X g X
p X p X

h X a' X g X b X g X

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎣ ⎦
= =

A

  (10) 

此时 m 序列 ( )n XA 可以看作是分组长度n =  

2 1L − ，生成多项式为 ( )g X ，纠正 t 个错误的二进

制 BCH 码。利用 BCH 码的译码原理[12]，在可纠正

的错误范围内，可以完成对 m 序列的纠错，从而得

到无误码的 m 序列，进而可利用 BM 等方法完成对

该序列特征多项式的估计。 
通过上述分析，可以发现，m 序列 ( )np X 能否

与二进制 BCH 码等价，关键在于 

2 1 2 2 2 2
( ) { ( ), ( ), , ( )}Lt tp X X X Xφ φ φ+ + −

∈   (11) 

是否成立。式(11)是否成立又取决于生成二进制

BCH码的本原多项式 ( )p' X 与m序列的特征多项式

( )p X 在伽罗华域GF(2 )L 上的根元素对应关系。经过

分析总结得到如下结论。 
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(1)当 ( ) ( )p' X p X= 时，则 1(X)= ( )p Xφ ，式(11)
中的 t 为 0，因此不能构造出由 ( )p' X 生成的伽罗华

域GF(2 )L 上的生成多项式形如 1( ) LCM{ ( ),g X Xφ=  

2 2( ), , ( )}tX Xφ φ 的二进制 BCH 码，从而 m 序列

( )n XA 不能等价为二进制 BCH 码。 
(2)当 ( ) ( )p' X p X≠ 时，即 1( ) ( )p X Xφ≠ ，总存

在 11 2Lt −≤ < ，使得式(11)成立，从而 m 序列 ( )np X

等价于以 ( )p' X 生成的伽罗华域GF(2 )L 上的纠 t 个

错误的( 2 1L − ，k)二进制 BCH 码。 
(3)纠错位数 t 的大小则取决于 ( )p X 在以 ( )p' X

为本原多项式生成的伽罗华域GF(2 )L 中的最低次

数根元素 iα ，它们之间的关系可表示为 t =  
( 1)/2i − 。 

(4)根据本原多项式在伽罗华的根元素分布特

点，若 iα 为 ( )p X 在以 ( )p' X 为本原多项式生成的伽

罗华域GF(2 )L 中的最低次数根元素，则通过选取不

同的 ( )p' X ，总能使得 12 1Li −= − 最大可能纠错位数

t 达到 22 2L− − ，此时可适应约 25%以下的误码率。 
3.2 基于与 BCH 码等价变换的 m 序列特征多项式

估计算法 
在对扩频序列盲分析的实际处理中，假设通过

处理已经获取扩频码的周期 2 1L − 以及一个完整周

期的扩频码序列 ( )np X ，该序列中可能存在误码。 
总结起来，利用上述等价原理，根据周期估计

得到多项式阶数L，然后选择L阶本原多项式 ( )p' X ，

构造 BCH 码( ( )p' X 的选择决定了最大可纠错个数

t)，并对其进行译码，当 m 序列中误码个数低于构

造出 BCH 码的可纠错个数时，才能正确译码。BCH
码的译码算法可判断译码过程是否正确，如果正确，

说明构造出了合理的 BCH 码，整个估计过程符合 m
序列与 BCH 码的等价原理的，从而完成估计。 

综上所述，本文提出基于 BCH 码等价变换的 m
序列特征多项式估计算法，具体步骤如下： 

(1)在 L 阶本原多项式中，选择一个 1( )p X ，利

用 m 序列构造过程中的线性关系，通过代入验证可

判定 1( )p X 是否就是 m 序列的特征多项式 ( )p X 。在

有误码的情况下主要采取：一是以 L 为间隔选取接

收码序列和选择合适验证门限的方法来适应一定误

码，二是根据误码粗估情况，选择合适的验证门限，

可适应一定的误码。通过对周期为 2048 的 m 序列

进行 10000 次蒙特卡洛仿真验证得出，在无粗估误

码率的情况下，0.6-0.7 的验证门限既能适应一定的

误码，又能抑制虚警，该方法大约能适应 20%以下

的误码率。 
(2)若 1( ) ( )p X p X= ，则已经完成 m 序列特征多

项式的识别，结束算法。 

(3)若 1( ) ( )p X p X≠ ，则按上述原理，构造二进

制 BCH 码。 
(4)选择纠错位数 t(初始为 t=1)，利用 BCH 码

译码算法进行译码。 
(5)若译码成功，则能够得到无误码的 m 序列，

进而利用BM算法快速地估计出m序列的特征多项

式，结束算法。 
(6)若译码失败，则递增纠错位数 t( 22Lt −≤ )，

返回步骤(4)。 
(7)直到遍历完所有 L 阶本原多项式，若未能完

成估计，则说明序列误码率超过算法适应范围。 

4  算法仿真性能与分析 

4.1 实例分析 
不妨以特征多项式为 4 5( ) 1p X X X X= + + +  

6X+ 的 m 序列为例，假设已知一个完整周期的 m
序列 ( )np X ，且周期 p 为 63。根据 2 1Lp = − ，可知

该序列特征多项式的阶数 L 为 6，选择以本原多项

式 6( ) 1p' X X X= + + 生成的伽罗华域 6GF(2 )上构

造二进制 BCH 码。该伽罗华域 6GF(2 )如表 1 所示。 
从表 1中可以看到， 在该域中 4 51 X X X+ + +  

6X+ 的首个根元素为 23α ，即 23( ) ( )p X Xφ= ，因此

该 m 序列可表示为 

1 2 3 31

1 3 21

27 31

( )(1 )
( )

( )

( )LCM{ ( ), ( ), ( ), , ( )}
        

( )

        LCM{ ( ), ( ), , ( )} [ ( )

           LCM{ ( ), ( )}] ( ) ( )      (12)

p

n
h X X

X
p X

h X X X X X

p X

X X X h X

X X g X b X

φ φ φ φ

φ φ φ

φ φ

+
=

=

= ×

⋅ =

A

 

此时的 m 序列可以看作是信息序列为 b(X)，生成多

项式为 ( )g X 的二进制 BCH 码。  
根据伽罗华域的性质，可计算出 ( )g X 是一个次

数为 47 的多项式，即 47n k− = ，则 16k = ，纠错

位数 (23 1)/2 11t = − = 。所以通过构造以本原多项

式 6( ) 1p' X X X= + + 生成的伽罗华域 6GF(2 )上的

(63,16)二进制 BCH 码，该码能纠正 11 位误码。利

用 BCH 码的译码算法，可以完成对含有误码的 m
序列 ( )n XA 的纠错处理，得到没有误码的 m 序列，

进而可利用 BM 算法，完成 m 序列特征多项式的估

计。此时最大纠错个数可适应到 11 位，在噪声分布

比较均匀的情况下大约能适应 17.46%的误码率。 

根据前文分析，误码适应性能跟构造 BCH 码的

本原多项式的选择有关，通过选择不同的 1( )p X 进一

步仿真，发现若 1( )p X 未完成估计，则选择 1( )p X 的

逆序多项式作为本原多项式，至少能适应 9.52%以

上的误码，结果如表 2 所示。 
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表 1 以本原多项式
6p' X X X( ) 1= + + 生成的伽罗华域

6GF(2 )  

序号 最小多项式 根元素 是否本原多项式 

1 61 X X+ +  
2 4 8 16 32, , , , ,α α α α α α  是 

2 2 4 61 X X X X+ + + +  
3 6 12 24 48 33, , , , ,α α α α α α  否 

3 2 5 61 X X X X+ + + +  
5 10 20 40 17 34, , , , ,α α α α α α  是 

4 3 61 X X+ +  
7 14 28 56 49 35, , , , ,α α α α α α  否 

5 2 31 X X+ +  
9 18 36, ,α α α  否 

6 2 3 5 61 X X X X+ + + +  
11 22 44 25 50 37, , , , ,α α α α α α  是 

7 3 4 61 X X X X+ + + +  
13 26 52 41 19 38, , , , ,α α α α α α  是 

8 2 4 5 61 X X X X+ + + +  
15 30 60 57 51 39, , , , ,α α α α α α  否 

9 21 X X+ +  
21 42,α α  否 

10 4 5 61 X X X X+ + + +  
23 46 29 58 53 43, , , , ,α α α α α α  是 

11 31 X X+ +  
27 54 45, ,α α α  否 

12 5 61 X X+ +  
31 62 61 59 55 47, , , , ,α α α α α α  是 

表 2 选择不同的 p X1( )及其逆序多项式的误码适应性能 

分组 本原多项式 1( )p X  可适应误码率 1( )p X 的逆序多项式 可适应误码率 
算法误码适应

率 

1 61 X X+ +  17.46% 5 61 X X+ +  3.17% 17.46% 

2 2 5 61 X X X X+ + + +  23.81% 4 5 61 X X X X+ + + +  步骤(1)即可判定 > 23.81% 

3 2 3 5 61 X X X X+ + + +  7.94% 3 4 61 X X X X+ + + +  9.52% 9.52% 

 
4.2 误码适应性能仿真分析 

仿真以特征多项式为 7 10( ) 1p X X X= + + 的 10
阶 m 序列为识别对象。现有估计算法中基于高阶累

积量的方法具有较好的误码适应性能，因此仿真仅

将该算法与本文算法在误码适应性能方面进行比

较。假设已到一个完整周期的含误码 m 序列，在本

文算法的步骤(1)中不妨选择 3 10
1( ) 1p X X X= + +

来构造二进制 BCH 码。两种算法在不同误码率条件

下的估计正确率的仿真结果如图 2 所示。 

 

图 2 两种估计算法的误码适应性能比较 

从图 2 中可以看出，基于 m 序列与 BCH 码等

价变换的特征多项式估计算法在误码适应性能上比

基于高阶累积量的方法要好，算法中选择构造 BCH

的本原多项式 1( )p X 刚好实现最大纠错位数，达到算

法的最优性能，大约能适应 24.93％的误码率。 

5  总结 

本文通过分析 m 序列和二进制 BCH 码在生成

原理上的相似性，构造出 PN 序列与 BCH 码的等价

模型，提出了基于 m 序列与 BCH 码等价变换的特

征多项式估计算法。该算法可以利用 BCH 码的纠错

性能适应较大的误码率，通过实例分析和仿真，表

明本算法能较好地解决误码条件下的m序列特征多

项式估计问题，相比以往算法，本文算法在误码适

应性能上具有较大优越性。同时，BCH 码常采用时

域的迭代法译码，算法的译码速度与纠错位数成线

性关系，对于二进制码，需要进行(可纠错个数+错

误个数)/2 次迭代运算，当错误位数较多时，迭代次

数相应增多。本文估计算法的耗时主要在于 BCH 码

的纠错译码过程，现有的 BCH 码译码算法在生成多
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项式阶数低于 20 时效率较高，但是估计算法需要尝

试多种生成多项式，随着阶数的增加，算法计算量

会增大较快。本文算法的运算速度主要适用于通信

信号处理中常用 20 阶以内的 m 序列分析问题，具

有一定的军事意义和经济价值。 
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