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二维分数阶卡尔曼滤波及其在图像处理中的应用 
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摘  要：该文研究了二维分数阶卡尔曼滤波及其在图像增强与滤波中的应用问题。首先基于分数微积分的定义，建

立了二维线性离散系统的分数阶差分状态空间模型。然后，提出了一种可应用于图像信息处理的二维分数阶卡尔曼

滤波算法，并通过实验验证了该文提出算法的有效性。仿真结果证明，该算法增强了图像中的细节特征，同时消弱

了图像中的背景噪声。 
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Abstract: This paper deals with the issue of 2D Fractional Kalman Filter (2DFKF) and its applications to image 

enhancement and recognition. With the introduction of 2D fractional differential, 2DFKF recursive equation is first 

presented. Next, a state space model of a image given and, based on this, the 2DFKF algorithm is proposed. 

Finally, an example is given to demonstrate the effectiveness of proposed algorithm and the simulation result shows 

that the details of the image are enhanced, while the background noise of the image is efficiently attenuated. 
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1  引言  

将卡尔曼滤波器扩展到二维空间，可推广应用

于图像去噪。但是对于对比度低、边缘模糊、背景

起伏大的图像，应用二维卡尔曼滤波 (Two- 
Dimensional Kalman Filter，2DKF)在处理图像过

程中容易导致细节与边缘等重要信息损失。如何确

保图像滤波过程中的细节信息保护与增强，同时有

效滤除噪声一直是该领域的热点研究问题。另一方

面，将分数微积分应用于图像处理，可以有效地增

强图像的纹理特征，主要方法有分数傅里叶变换

(Fractional Fourier Transform，FRT)、分数阶微分

梯度算子、分数阶微分掩模等 [1 5]− 。但上述方法在

增强图像的同时，会降低图像的信噪比。2006 年文

献[6,7]将分数阶微积分引入卡尔曼滤波，提出了分

数阶卡尔曼滤波算法(Fractional Kalman Filter，
FKF)，提高了信号估计精度，但仅考虑了一维空间，

对于二维空间模型描述的图像信号系统的高性能滤

波问题尚待进一步深入研究。本文将综合应用分数

微积分和 2DKF，针对 2DKF 在去噪过程中图像纹
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理细节及边缘信息模糊化的问题，研究提出了二维

分 数 阶 卡 尔 曼 滤 波 算 法 (Two-Dimensional 
Fractional Kalman Filter，2DFKF)，并将该算法对

加噪图像进行去噪和增强处理，验证算法的有效性。 

2  二维线性离散分数阶差分状态空间模型 

考虑如下传统的二维线性离散状态空间模型： 
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其中 ( , )m ns 和 ( , )m nr 为系统状态和观测值， ( , )m nu

为控制输入， ( , )m nw 为系统噪声， ( , )m nv 为观测噪

声。 klA 为相应的系统参数矩阵，C 为转移矩阵，W

为邻域宽度。 

根据 Grunwald-Letnikv(G-L) 的分数微积分定

义[8]，可推导出系统式(1)中的a 阶分数阶差分状态

方程为 
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( , , )z
ia R z m n mn∗+∈ = 为 ( , )i m ns 的分数阶数， j 为

数据序列长度。注意到，随着数据序列长度 j 增加，

式(2)的计算量将不断增大。因此，在保证精度的情

况下，通常需要将回溯计算长度L 加以限定。 
将式(2)代入系统式(1)则得二维线性离散分数

阶差分状态空间为 
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3  二维分数阶卡尔曼滤波 

基于系统描述式(3)，2DFKF 算法为 
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式中 ( , )m nK 为增益矩阵， ,m nR 为观测噪声方差，

,m nQ 为过程噪声方差。算法证明如下： 
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由式(5)和式(6)，得 
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式(4a)和式(4c)得证。 
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式(4b)得证。 
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式(4d)得证。结合文献[9]提出的状态值与噪声值的

协方差计算方法以及结论且设： 
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式(4e)得证。至此，算法证明完毕。 

将 2DFKF 算法应用于图像增强和去噪，首先

要确定回溯长度L 和分数阶参数a ，其次将原二维

状态空间方程改写成二维线性离散分数阶差分状态

空间，然后应用算法对图像进行处理。 

4  仿真实验 

4.1 回溯长度 L的确定 
给出以下系统参数矩阵，并分别令 10,20,L =  

50,300，
00 0.1
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N ，其中N 为系统分数阶矩阵。对比结 

果见图 1，方差 kσ 见表 1。 

由图 1 和表 1 可知，该系统回溯长度 50L = 基

本上就可以满足精度。 

 

图 1 不同回溯长度 L 输出结果对比 

表 1 不同 L下的方差对比 

L  10 20 50 100 300 

kσ  0.65073 0.1338 0.06759 0.06808 0.07621 

4.2 分数阶参数a 的确定 
利用 4.1 节中的状态空间，将分数阶矩阵设定

为
1.2

a⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

N ， 0.2, 0.4, 0.6, 0.7, 0.9a = ，考察系统误

差。实验结果如图 2 所示。方差对比见表 2。 

表 2 不同 a下的方差对比 

a 0.2 0.4 0.6 0.7 0.9 

kσ  0.06655 0.02586 0.00661 0.00312 0.00091 

 
当a 设定过高时，若有阶跃信号时将会出现较

大误差或系统输出将会发散，详见图 3 和图 4。综

上所述，选择分数阶系数a 介于 0.5 到 0.6 之间。 
4.3 图像的滤波与增强 

实验采用常见的 NSHP(Non-Symmetric Half- 
Plane)模型用于描述图像，邻域宽度确定为 3W = ，

状态空间模型如下： 
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图 2 不同分数阶 a 输出结果对比              图 3 0.9a = 输出结果                    图 4 1.1a = 输出结果 
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基于该模型，其二维线性离散分数阶差分状态

空间可以直接改写为 
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其中 klA 通过递归最小二乘法(RLS)估计，H 为适当

维数的单位矩阵。设定回溯长度 10L = ，分数阶

0.6a = 。 

使用直方图均衡化和分数阶微分掩模方法对图 

像增强，效果见图 5 和图 6。利用本文提出的 2DFKF

算法对加有高斯白噪声(均值为零，方差为 0.1)的图

像进行滤波增强，图 7 显示了几种滤波方法的图像

滤波效果。表 3 为上述滤波方法的信噪比。 

实验结果表明，二维分数阶卡尔曼滤波算法在

图像去噪能力上明显优于其它传统的滤波方法，且

具有提高图像细节和增强图像质量的能力。 

表 3 不同滤波方法处理后的信噪比 

信噪比 
噪声 
图像 

中值 
滤波 

维纳 
滤波 

2DKF 2DFKF 

SNR(dB)  3.5029  4.3210  4.4699  6.3854  6.6512 

PSNR(dB) 27.5683 28.3864 28.5353 30.4508 30.7166 

 

5  结束语 

    本文基于分数阶微分和卡尔曼滤波原理，提出

了离散状态空间的二维分数阶卡尔曼滤波算法。利

用二维分数阶卡尔曼滤波算法对含有噪声的图像进

行了处理。该算法有效地减弱了图像中的背景噪声，

增强了图像中的细节特征，验证了算法的有效性。 

 

图 5 无噪声条件图像增强对比 

 

图 6 有噪声条件图像增强对比 
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图 7 不同滤波方法处理后的图像 
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