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广义稳健的中国剩余定理及其在欠采样率下频率估计中的应用 

梁  红    张  琦    杨长生 
(西北工业大学航海学院  西安  710072) 

摘  要：该文针对传统中国剩余定理在余数有误差时重构整数不稳健性的缺陷，提出了采用一组非互质的模数和

相应的有误差的余数估计任意正整数的广义稳健中国剩余定理，给出了详细的定理证明，得出了算法重构整数公

式和误差上限表达式。将该定理用于欠采样下信号频率估计，仿真实例验证了所提算法的稳健性和实际工程应用

前景。 
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A Generalized Robust Chinese Remainder Theorem and Its  
Application to Frequency Estimation with Undersampling 

Liang Hong    Zhang Qi    Yang Chang-sheng 

(College of Marine, Northwestern Polytechnical University, Xi’an 710072, China)  

Abstract: The Chinese remainder theorem is not robust in the sense that a small error in its remainders may cause 

a large error in the determined integer by the CRT. In this paper, a Generalized Robust Chinese Remainder 

Theorem (GRCRT) is presented when moduli are not pair-wisely co-prime and the remainders have errors. The 

new theorem is proofed in detail; The formulas of the estimated integer and estimation error upper bound are 

provided. The RCRT is then applied to determine the frequency when the signal waveforms are undersampled. 

Simulation results show that new algorithm is robust with considering residue errors and can use to the area of 

digital signal processing and will have more applications to other areas. 

Key words: Signal Processing; Chinese Remainder Theorem (CRT); Generalized Robust Chinese Remainder 

Theorem (GRCRT); Undersampled; Frequency estimation 

1  引言  

近几十年来中国剩余定理(Chinese Remainder 
Theorem，CRT)在数字信号处理、编码、密码学、

计算机等领域获得了广泛的应用 [1 3]− 。传统的 CRT
利用一组两两互质的模数及相应的余数来估计一个

整数，但是只有未知的整数小于这组模数的最小公

倍数时，才能唯一确定一个整数。而且传统 CRT
算法不稳健，即余数的极小误差就可能引起被估计

整数相当大的误差。而在许多应用场合，余数的估

计是存在误差的，这一点限制了它在许多领域的应

用。例如，在数字信号处理中可以采用几次欠采样

(欠采样频率对应 CRT 中模数)获得的样本估计频

率(CRT 中的余数)，如果这些频率估计有很小的误

差(在低信噪比下)，则利用 CRT 重构算法估计信号

真实频率就会产生相当大的误差。为了解决这一问
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题，文献[4-6]等提出的广义 CRT 方法利用足够大

的模数/余数来修正余数的误差；文献[7]从相位解

卷积出发，提出了稳健的 CRT(Robust Chinese 
Remainder Theorem, RCRT)重构算法，采用了一

组非互质的模数及相应的有误差的余数来估计整

数，无需修正余数误差，控制了 CRT 重构算法产

生的整数估计误差，但是该算法的缺陷在于被估计

的整数局限于与模数相关的离散点，大大限制了在

实际工程中的应用。本文在该算法的基础上，提出

了广义的 RCRT(Generalized RCRT，GRCRT)重
构算法，给出了严格的数学证明，并详细分析了传

统CRT与GRCRT重构算法的误差，纠正了文献[7]
中给出的传统 CRT 估计误差下限公式，最后用信

号处理中的算例验证了GRCRT的稳健性及工程实

用性。 

2  问题的提出 

设 N 为正整数； { }1 2, , , LM M M M= " 为一组

正整数，不失一般性，假定 iM (1 i L≤ ≤ )两两互质，
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且 1 2 LM M M< < <" ；r为 N 对模数 iM 后的余数

集合 

{ }( ) : 1,2, ,iN r i L=r � "           (1) 

其中 
mod  ,    1,2, ,i ir N M i L≡ = "      (2) 

传统的CRT给出了已知 iM 和 ir 求自然数N的公式： 

1

( )
L

i i i
i

N rQ N K N Q
=

= +∑           (3) 

式中 iN 为正整数，并且 1i iQ N ≡  mod iM ； iQ �  

1 1 1i i LM M M M− +" " ，
1

L

i
i

Q M
=

=∏ ， ( )K N 为任意整 

数。一般情况下，我们要求的是符合条件的最小自

然数N，此时 ( )K N 就是确定的整数。如果能得到余

数的准确估计，则传统的CRT就提供了很好的求解

自然数N的方法。但在许多应用场合，我们获得的 ir

是有误差的，即 

{ }( ) : 1,2, ,i i iN r r i Lε= + =r� �� "         (4) 

iε 为估计的误差，可正可负。利用式(3)估计得到 oN ，

其估计误差的绝对值为 

o o
1

( ( ) ( ))
L

i i i
i

N N N Q K' N K N Qε
=

− = + −∑   (5) 

o( )K' N 为任意整数，一般 o( )K' N 等于使 oN 等于模 iM

后余数为 ir� 的最小自然数的整数，一般情况下
o( ) ( )K N K' N≠ 。可见，整数N估计的误差不仅与余

数误差有关，而且与模数及除法次数有关，采用的

除法次数越多，模数越大，则该方法可能达到的误

差就越大。也就是说传统CRT算法中，余数的很小

误差就可能引起很大的被估计整数误差。因为

iε , ( )K N 和 o( )K' N 均可正可负，且为整数，式(5)估
计误差的下限是1。文献[7]中式(25)给出的重构自然

数N 的公式本身没有错误，与本文式(3)只是表达形

式不一致而已，但是文献[7]作者在推导估计误差下

限时没有考虑到无误差时重构整数N 要求的Ni(文
献[7]中式(25)中出现)与有误差时重构整数 oN 要求

的Ni可能是不相等的，因而文献[7]中式(26)给出的

传统CRT 估计误差最小值的表达式 1 2 τ Γ Γ "  

1LΓ − (其中 τ为所有余数误差绝对值中的最大值， iΓ
与本文中的 iM 的定义相同)是错误的。因为 τ最小值

为1，余数定理中 2L ≥ ，该表达式的最小值为 1Γ ，

是不可能为1的。可以举例说明：已知模数 1 30M = ，

2 31M = ，相应的无误差的余数为 1 10r = ， 2 8r = ，

利用传统的CRT估计的最小自然数为N 为70；如果

余数的估计存在误差，其值分别为 1 9r =� ， 2 7r =� ，

则利用传统的CRT估计的最小自然数为 oN 为69，估

计误差的绝对值为1。如果根据文献[7]中式(26)给出

的传统CRT估计误差最小值的表达式 1 2 τ Γ Γ "  

1LΓ − ，在此例中误差的最小值为30，这与实际情况

是不符的。 
根据以上分析提出了以下问题：假定有一组误

差在一个合理范围内的余数集合及相对应的准确已

知的模数集合，如何找到一种方法能稳健地重构估

计参数N？与此相关需要解决的就是如何确定N的

范围和余数的误差范围，从而唯一地确定整数N。

文献[7]提出了稳健的CRT重构方法，但是定理要求

估计的数N是一组两两互质数乘积的正整数倍，在

实际应用中该条件不容易满足。本文就是在文献[7]
的基础上，提出一种广义的RCRT算法，有效地解

决了这一问题，扩大了CRT的工程应用领域。 

3  广义稳健的中国剩余定理 

给定模数和相应的余数，利用传统的 CRT，一

个整数可以表示为 
,   1i i iN n M r i L= + ≤ ≤           (6) 

如果余数的估计为 ir� ，则式(6)可写成 
,   1ii i iN n M r i Lε= + + ≤ ≤�       (7) 

其中 in 为正整数， 0 1i ir M≤ ≤ −� ， iε 为估计的误

差， i i ir r ε τ− = ≤� 。我们需要通过 iM 和 ir�  唯一

地确定 N 的值，也就是要准确地估计式(7)中的

in (1 i L≤ ≤ )。 
受文献[7]的启发，对模数进行合理的约束，使

iM 满足： 
,   1i iM M i LΓ= ≤ ≤           (8) 

其中 M 是正的整常数， iΓ 和 jΓ 互质， 1 2Γ Γ< < 

LΓ" ，1 i j L≤ ≠ ≤ 。在实际应用中可以通过选择

互质的一组数的整数倍作为模数 iM ，这样的假设也

是合理的。 
对1 i L< < ，定义： 

1 1 1i i i Lγ Γ Γ Γ Γ− +� " "         (9) 

对2 i L≤ ≤ ，定义： 

1 1
1 1 10,1, , 1 1

0,1, , 1

( , ) argmin
i i

i

i i in i
n

S

n n n M r n M rγ
γ

= −
= −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= + − −⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

� "
� "

�

� �� �
       

(10) 

,1iS 表示满足式(10)的所有 1( , )in n 中的第 1 个元素

1n 的集合，即 
 { },1 1 1: ( , )i i iS n n n S∈�          (11) 

定义 

,1
2

L

i
i

S S
=

� ∩                  (12) 

根据上述定义，可以得到以下定理。 
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定理  假设模数满足式(8)条件， iΓ 和 jΓ  互
质，1 i j L≤ ≠ ≤ 。如果 

     1 20 LN MΓ Γ Γ≤ < "           (13) 

且 
 4M τ>                      (14) 

则由式(12)定义的集合 S 仅包含一个元素 1n ，即

{ }1S n= ，如 1( , )i in n S∈ ， 表明对任意1 i L≤ ≤ 有

in (1 i L≤ ≤ )是式(7)的唯一解。  
定理的详细证明见附录。文献[8,9]提供了求解

in 的简化算法。当获得了式(6)或式(7)中的 in 的准

确值后，则整数 N 的估计值为 

o
1

1
( )

L

ii i
i

N n M r
L =

= +∑ �           (15) 

估计的误差上限为 

o
1

1 L

i
i

N N
L

ε τ
=

− = ≤∑          (16) 

可见利用 GRCT 估计整数 N 的误差仅与余数

的估计误差 iε 有关，最大不会超过 LMΓ 。而由式(5)
给出的传统CRT估计的误差不仅与余数误差有关，

而且与模数及除法次数有关，可以达到相当大的数

量级。另外，GRCRT 的模数为 iMΓ (1 i L≤ ≤ )，
有公倍数M ，这一点不满足传统 CRT 重构定理的

条件，因而本文提出的 GRCRT 方法提供了利用非

相互互质的模数和相应的余数估计小于 1 2MΓ Γ  

LΓ" 的任意正整数方法，而文献[7]给出的是重构 

0
1

L

i
i

n Γ
=
∏ ( 0n 为非负整数)的方法，限制了算法在实 

际中的应用。 

4  欠采样下利用 GRCRT 估计信号频率 

在实际的信号处理中，至少有 3 种情形下需要

处理的样本是不满足 Nyquist 采样定理要求的，即

获得的是欠采样样本。一是为了满足实时处理的需

要，采样频率不能太高；二是考虑硬件处理的复杂

度；三是信号频率发生变化。在这些情况下如采用

样本满足 Nyquist 采样定理下的算法进行信号的参

数估计就不能获得准确的估值，这就需要寻求新的

方法。本节利用本文提出的 GRCRT 算法，对欠采

样下最常见的单频信号的频率进行估计，并给出仿

真结果。过程如下：首先确定欠采样频率 iM (对应

于定理中的模数，1 i L≤ ≤ )，L 为欠采样次数，获

得欠采样下信号样本，采用 FFT 估计在 iM 采样率

下频率(对应于定理中的余数 ir� )，再利用本文提出

的定理求出 in ，最后利用式(15)估计信号真实频率

(相当于定理中的N
�

)。在仿真中复信号形式： 
02( ) ( )j f tx t Ae w tπ θ+= +           (17) 

其中 0 120 kHzf = ，θ 在 [0,2 ]π 之间均匀分布， ( )w t

为复高斯白噪声，均值为 0，方差为 1，样本数为

6000。仿真中选取第 3节中的参数： 2L = ， 1 17Γ = ，

2 18Γ = ，M 取一确定正整数。也就是采用两次欠

采样频率为 1M 和 2M (模数)下获得的样本进行FFT
运算，得到两次频率的估计，相当于 GRCRT 中的

余数 ir� ( 1,2i = )，再利用本文提出的定理获得信号

频率 0f 的估计。为了验证M 的取值对算法性能的影

响，仿真中M 取 400，800，1000，图 1 为M 变化

时信噪比与检测概率的曲线(估计的相对误差小于

0.5％时，该次检测有效)，结果表明，M 越大，采

样频率越高，在低信噪比下的检测概率就越高。图

2 为M 变化时信噪比与估计的均方误差曲线，图中

结果表明，在很低的信噪比下，由于余数估计的误

差超过定理中 4M τ> 的限制，式(7)中的 in 得不到

唯一解，故 SNR 24 dB<− 时曲线有交叉，估计的

均方误差也相当大；SNR 22 dB≥− 时，FFT 估计

频率的精度很高，信号频率估计的均方误差接近零。

图 1 和图 2 均是 10000 次 Monte-carlo 试验的结果。 
需要说明的余数估计的误差与采用的估计频率

算法有关，该例子中与 FFT 估计频率的误差有关

(采样频率，采样点数，信噪比等因素有关)。 
传统 CRT 算法中余数的极小误差就可能在重

构被估计整数时引起很大的误差。为了证明这一点，

本文在欠采样情况下进行了仿真实验，利用两次欠

采样获得的样本，采用 FFT 估计频率(余数)，再利

用传统 CRT 估计信号真实频率。信号形式同前，

0 120 kHzf = ，为了与 GRCRT 算法中 1000M = 的

情况做比较，选取欠采样频率 1 17011M = ，

2 17989M =  (传统 CRT 的模数必须互质， 1M 为与

1000×17 接近的质数， 2M 是与 1000×18 接近的质

数)，经过 10000 次 Monte-carlo 实验得到图 3 所示

的 SNR 与估计的均方误差曲线。可见在 SNR ≥  
10 dB− 时由于估计的 1 924r =� ， 2 12065r =� ，而实

际余数为 1 923r = ， 2 12066r = ，余数估计误差

1iε = ，导致实际估计信号频率的均方误差达到
1610 数量级。说明在欠采样情况下，采样传统 CRT

算法不稳健，不能估计信号的真实频率。 

5  结论 

本文提出了解余数有误差的广义稳健中国剩余

定理，并给出了详细的定理证明，得出算法估计的

误差仅与余数估计的误差有关，克服了传统 CRT
算法极小的余数误差带来相当大整数估计误差的局

限。与文献[7]不同，本文算法估计的整数不局限于

与采样频率有关的离散点，文献[7]仅是本文提出定

理的特例。同时指出了文献[7]中传统 CRT 算法估 
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图 1 M 变化时，信噪比与检测概率之间的关系曲线       图 2 M 变化时，信噪比与估计         图 3 传统 CRT 算法下信噪比 

的均方误差之间的关系曲线           与估计频率的均方误差关系曲线 

计误差最小值表达式的错误。用信号处理中的仿真

实验比较了 GRCRT 算法和传统 CRT 算法估计信

号频率的误差，验证了所提算法的稳健性。算法适

用于任意余数估计有误差，对整数估计可以有误差

的场合，不仅可以应用于数字信号处理中的雷达、

声纳、生物医学等方面，还可推广应用其他相关领

域。 
附录  定理的证明 

由式(6)和式(13)可得，
 

< i i i
i i

i

M r
n

M
Γ γ

γ
−

= −  

/i ir M 。因为  i ir M< ，所以 < i in γ ，即式(7)中的真

实解 in 落在 [0, )iγ 内， 1 i L≤ ≤ 。因此，对于 
2 in L≤ ≤  和任意 1( , )i in n S∈ ，有 

1 1 11 1 1i i ii i in M r n M r n M r n M r+ − − ≤ + − −� � � �  

(A1) 

设 i i in nμ = − ，1 i L≤ ≤ 。将式中( i in n M=  

i ir ε+ +� , 1 i L≤ ≤ ) i i i ir n n M ε= − −� 代入式 (A1)
的两边，得 

1 1 1 1( )i i i iM Mμ Γ μ Γ ε ε ε ε− − − ≤ −  

再利用式(14)，得 

1
1 1

2 4
1i

i i M M

ε ε τ
μ Γ μ Γ

−
− ≤ ≤ <      (A2) 

因为 iμ , iΓ , 1μ  和 1Γ 是整数，式(A2)表明  

1 1,   2, 3, ,i i i Lμ Γ μ Γ= = "            (A3) 

因为 iΓ 和 1Γ  互质，式(A3)意味着 

1 i imμ Γ= ,  1i imμ Γ=  

即对于 1min( , )i im γ γ< 有  

1 1 1,   ii i i in n m n n mΓ Γ= + = +       (A4) 
将式(A4)代入式(A1)，即得  

1 1 11 1 1+ = +i i ii i in M r n M r n M r n M r− − − −� � � � (A5) 

这就意味着 1( , )i in n S∈ ， 2, 3, ,i L= " ，这就证明了

1n S∈ 。式(A4)还表明 

{ }1 1 1( , ) min( , )i i i i i i iS n m n m mΓ Γ γ γ= + + < (A6) 

如果 1n S∈ 成立，则 1 ,1in S∈ ( 2, 3, ,i L= " )，结合

式 (11) ,1iS 的定义式和式 (A6)，可得 1 1n n− =  

i im Γ ， 1min( , )i im γ γ< ( 2, 3, ,i L= " )。也就是说

1 1n n− 可以整除所有的 iΓ ( 2,3, ,i L= " )，结合式

(9)，可得 1 1n n− 是 1γ 的整数倍。由于 1 1 10 ,n n γ≤ ≤  
1− ，所以 1 1 0n n− = 。 { }1S n= 得证。同时 1 1n n=

意味着式(A6)中的 0im = ，代入式(A4)有 i in n=  
( 2, 3, ,i L= " )。定理得证。 
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