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Masse des opérateurs GJMS

B. Michel*

Résumé

On généralise la construction de Habermann et Jost de métrique canonique dans une classe
conforme Yamabe-positive, faite & I’aide de la singularité de la fonction de Green du laplacien
conforme.

En dimension n = 2k 4+ 1, 2k + 2 ou 2k + 3, si le k-iéme opérateur GJMS Pr admet une fonction
de Green, on montre qu’en restriction & de bons choix de facteurs conformes, le terme constant de la
singularité de celle-ci est une densité conforme de poids 2k —n. S’il est positif, on 'utilise pour définir
une métrique canonique dans la classe conforme. Dans le cas de 'opérateur de Paneitz-Branson Ps,
en dimension 5, 6 ou 7, on montre un résultat de positivité. Dans le cas général, on le relie également
& un invariant asymptotique de la variété obtenue par projection stéréographique via la fonction de
Green.

Abstract

This article generalizes a construction by Habermann and Jost of a canonical metric in a Yamabe-
positive conformal class, which uses the Green function of the conformal Laplacian. In dimension
n =2k + 1, 2k 4+ 2, or 2k + 3, if the k-th GJMS operator P, admits a Green function, the constant
term of its singularity is shown to be a conformal density of weight 2k — n, when restricted to
appropriate choices of conformal factor. When it is positive, it is used to build a canonical metric in
the conformal class. In the case of the Paneitz-Branson operator P2, in dimension 5, 6 or 7, we show
a positiveness result. In additition, we relate it to an asymptotic invariant of the manifold obtained
by stereographic projection via the Green function.

1 Introduction

Si approche de Fefferman et Graham [ [7] s’avére trés fructueuse pour les problémes locaux en
géomeétrie conforme, la définition de métriques « canoniques » dans une classe conforme donnée peut
apporter beaucoup au point de vue global. Par « canonique », on entend « définie en fonction de la
classe conforme » de sorte qu'une équivalence conforme entre variétés soit une isométrie des métriques
canoniques associées. De telles métriques permettent par exemple de définir ¢ la Weil-Petersson une
métrique sur l'espace des modules des classes conformes, voir [I5] et les références qui y sont citées.

Dans le cas ou l'invariant de Yamabe

Scal?dv
Y([gol) = inf M
9€lg0] Vol(M,g)™=

(ot Scal? désigne la courbure scalaire de g) est négatif ou nul, il existe une unique métrique de volume
1 réalisant le minimum, ce qui donne un exemple de métrique canonique.

Dans le cas Y([go]) > 0, il n’y a plus unicité en général (voir [24]). Habermann et Jost définissent
alors dans [I5] une autre métrique canonique, en dimension 3 et dans le cas localement conformément
localement plat (généralisant d’autres constructions, voir les références dans [I5] [14]). Ils utilisent pour
cela le terme constant du développement asymptotique au voisinage de la diagonale de la fonction de
Green du laplacien conforme P{ = A, + 4(7;—:21)8(32119 . Habermann [I4] étend la définition aux dimensions
4 et 5, en utilisant un controle de la singularité de la fonction de Green de P; permis par l'introduction
de certaines coordonnées normales conformes par Lee et Parker [20].
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L’invariance conforme de la métrique de Habermann-Jost est principalement due & la covariance
conforme de P, qui implique une covariance similaire pour sa fonction de Green. Il est donc naturel de
tenter d’adapter la construction & la famille d’opérateurs, dits GJMS, introduite par Graham, Jenne,
Mason et Sparling dans [11]. C’est Pobjet principal de cet article.

On se place sur une variété différentielle compacte M, munie d’une classe conforme de métriques rie-
manniennes [go]. Pour une métrique g de [go], le k-iéme opérateur GJMS Py est un opérateur différentiel,
défini pout tout k entier si la dimension n est impaire, et pour k < n/2 en dimension paire. Sa propriété
fondamentale est la loi de transformation sous les changements conformes de métriques : si g = @ﬁg
est une métrique conformem ag,

P{u =75 PY(pu).

L’opérateur P{ est par ailleurs une déformation de la puissance k-iéme du laplacien par des termes de
plus bas degré, ce qui en fait un opérateur elliptique. Il admet donc des paramétrix, et il est naturel de
faire ’hypothése qu’il est inversible en tant qu’opérateur C*° (M) — C°°(M). Dans ce cas, son inverse
admet un noyau intégral G, que 'on appelle fonction de Green de P{. C’est une fonction C* sur M x M
privée de sa diagonale. On s’intéresse a la singularité de G7,(p,.) en un point p € M.

. Y .~ a4 .
La covariance conforme de P{ implique que si § = @7~ g, la fonction de Green se transforme selon :

GJ(z,y)

Giley) = et

Cette équivariance permet de faciliter le calcul de la singularité de G}, en choisissant convenablement g
dans sa classe conforme. D’aprés Lee et Parker [20], on peut par un changement conforme fixer arbitrai-
rement les valeurs du tenseur de Ricci et de ses dérivées covariantes symétrisées en un point. Diverses
conditions de normalisation ont été proposées [7, [10, 20]. Aux deux premiers ordres, elles coincident
toutes avec la définition suivante :

Défintion 1.1. Une métrique g est dite normale conforme a l’ordre 4 en p lorsque son tenseur de Ricci
vérifie :
Ricy(p) =0 et (V4Ricy)™™ (p) =0, (NC)

I’exposant sym désignant une symétrisation totale.

Etant fixé un point p € M, on peut toujours trouver de telles métriques dans une classe conforme fixée.
En fait, cette condition laisse le 1-jet de g libre, et en fonction de celui-ci fixe son 3-jet.
Avec cette normalisation, on obtient le résultat suivant :

Théoréme (version partielle). Supposons 2k +1 < n < 2k + 3 et que P{ admet une fonction de
Green Gj. Soit p € M. Si la métrique g est normale conforme a lordre 4 en p, il existe un réel A tel que
pour tout T au voisinage de p,

1
Gl(p,x) = :T%w +A+o(1)

ot T désigne la distance géodésique de x & p au sens de la métrique g, et
g = VoI(S"™ 2P 1k — 1)I(n — 2)(n —4) -+ (n — 2k) .

L’énoncé complet fournit également un développement asymptotique pour les autres valeurs de k ; voir
ci-aprés. Clest le coefficient A qui sera utilisé dans la suite, ¢’est pourquoi on se limite désormais au cas
2k 41 <n < 2k+3 et P} inversible (cette condition est conformément invariante).

Deux métriques normales conformes en p fournissent deux coefficients A différents. En raison de la
covariance de (G, on s’attend au lien suivant entre ceux-ci :

Théoréme [B.0l Soient g et § = @nf%g deuxr métriques normales conformes a lordre 4 en p. Les
nombres A et A produits par le théoréeme [2.3 pour G, et G}, respectivement vérifient

A=p(p)%A.

1. Cette forme du facteur conforme exclut la cas n = 2k, qui n’est pas étudié ici. Voir les remarques 241



Le coeflicient A s’étend ainsi en une densité conforme de poids 2k — n :

Défintion 1.2. Soit g € [go]. Soit p € M. Il existe une métrique g = ¥ =T g normale conforme a 'ordre
4 en p, pour laquelle le théoréme 23] fournit un coefficient A. On appelle masse en p de 'opérateur P
le nombre, indépendant de g :

A9 =1(p)*A.

Le terme « densité conforme » signifie que si § = @nf% g, alors Ag = gp(p)’QAIg). La fonction de p ainsi
obtenue s’avére lisse (proposition [B3). Sous réserve de positivité, elle permet de construire une métrique
a la maniére de Habermann et Jost [15] [14] :

Défintion 1.3. La métrique de Habermann-Jost est définie en tout point p ol la masse de I'opérateur
P{ est positive par ]
g =(47)" " gy
Cette métrique est indépendante du choix de g dans la classe conforme.
Dans le cas k = 1, la positivité qui permet & Habermann de définir cette métrique est le théoréme de
la masse positive de Schoen et Yau, appliqué au terme constant du développement asymptotique de la

fonction de Green de Py par Schoen [23]. Un résultat de Raulot et Humbert dans le cas conformément
plat [I6] s’étend ici et traite le cas de 'opérateur de Paneitz Ps.

Théoréme [Tl Si M est de dimension 5, 6 ou T et si la classe conforme [go] vérifie :
— Uinvariant de Yamabe Y ([go]) est strictement positif,
— lopérateur de Paneitz-Branson P35 est inversible,
~ et la fonction de Green G° est partout strictement positive,

alors pour tout p € M et toute métrique g € [go|, la masse de Uopérateur P3 vérifie

A >0

et la nullité en un point implique que (M, [go]) est conformément équivalente & la sphére S™ munie de la
classe conforme de sa métrique ronde.

Le terme de « masse » employé ici provient du lien, observé par Schoen [23], entre le coefficient A
apparaissant pour la fonction de Green G; du laplacien conforme Py, et la masse ADM (pour Arnowitt,
Deser et Misner [I]) de la variété non compacte M munie de la métrique asymptotiquement plate § =
o (=2 g o1  est la fonction partielle G4 (p, .), singuliére en p. Rappelons qu’une variété (M, g) est dite
asymptotiquement plate lorsqu’il existe un systéme de coordonnées

Z:(Zi)lgign:M—K;)Rn—B

sur 'extérieur d’'un compact K, a valeurs dans un voisinage de 'infini de R”, dans lequel les coefficients
de la métrique s’écrivent

9ij = 0i + O(||2]|77)

. —r—1 o s e . .
avec 0;Gjr = O(]|z]| 77 ") et des décroissances similaires pour les dérivées successives. La courbure scalaire

s’écrit dans cette carte
g - N —27-2
Scal? = 9; (0igi; — 9;9i:) + O(|| |l )

Le terme dominant a l'infini ||z|| — oo est une divergence, dont l'intégrale sur M, si elle avait un sens,
serait un terme de « bord & l'infini » :

lim iJij — 05Gi;) do? .

B (lzl=F} (a’bg’bj ajgu)
Cette expression définit la masse ADME de §. Chrusciel [6] et Bartnik |2] ont prouvé que c’est un
authentique invariant lorsque la courbure scalaire est intégrable et 'ordre 7 est assez grand. On peut
tenter de copier cette définition pour fabriquer des invariants asymptotiques & partir d’autres scalaires
riemanniens, par exemple les laplaciens itérés de la courbure scalaire. Si la méthode est générale [21], ici
elle tourne court et aboutit aux invariants suivants :

2. La définition d’Arnowitt, Deser et Misner, ainsi que d’autres références, introduisent un facteur de normalisation. On
n’en emploie pas ici.



Défintion 1.4. Soit k£ > 2. Sur une variété riemannienne (M ,J), on suppose que le laplacien itéré de la
courbure scalaire A¥71Scal? est intégrable relativement a la mesure riemannienne dvg. On nomme masse
d’ordre k 'intégrale

mi(g) = /M Ab'Scal? dvg .

Ces masses asymptotiques sont reliées a la masse des opérateurs GJMS définie précédemment :

Théoréme 5.1l Si 2k +1 <n < 2k +3 et si P{ admet une fonction de Green G, soit G une fonction
strictement positive coincidant avec G%(p,.) au voisinage d’un point p € M. On définit sur M=M- {p}
la métrique

g= Gﬁg.

Alors g admet une masse d’ordre k reliée a la masse de lopérateur P par

A n—2k)mk(g).

g =
P4n-1
L’observation de Schoen est le cas k = 1, pour lequel m; désigne la masse ADM.

Ce texte s’organise de la maniére suivante. Le théoréme calculant la singularité de la fonction de
Green est établi dans la premiére partie. L’outil essentiel est le lemme estimant Py r2¥=" en un point
ou la métrique g vérifie (NC). La preuve nécessite une connaissance plus précise de Uopérateur GIMS
que son seul premier terme, explicitée dans la proposition 2.1

La partie[Bltraite de 'invariance conforme énoncée par le théorémeB.1l La difficulté principale provient
du comportement de la distance riemannienne lors d’'un changement conforme de métriques; elle est
traitée par le lemme La régularité de la densité conforme introduite dans la définition fait I'objet
de la proposition

Le théoréme 1] est démontré dans la partie [l On y calcule également explicitement la masse des
opérateurs GJMS des classes conformes canoniques des espaces sphériques (proposition [.8]), permettant
de voir que la métrique de Habermann-Jost y est bien définie et qu’elle n’est en général pas proportion-
nelle & la métrique ronde. Ce calcul utilise la proposition sur le comportement de la masse sous un
revétement riemannien.

Enfin, la partie Bl démontre le théoréme [B.1l reliant la masse de la définition et la masse asympto-
tique de la définition [I.41

Notations. On désigne par M une variété différentielle de classe C*° compacte et connexe. Pour une
métrique riemannienne g, la connexion de Levi-Civita sera notée V9, le tenseur de Riemann RY, le tenseur
de Ricci Ric?, la courbure scalaire Scal’, etc de maniére classique. On note dv, la mesure de volume
riemannien. Souvent ’exposant ou l'indice g sera omis. S’il faut faire la distinction entre deux métriques
g et §, on pourra abréger V9 en V, et de méme pour les autres objets riemanniens ou d’autres métriques
9, 9-

On utilisera le tenseur de Schouten

1 Scal
P = Ric —
n—2 ( . 2(n1)g)
et sa trace
Scal
J=tr,P=
T o 1)

Les conventions de signes sont :
— pour le tenseur de Riemann R(X,Y) = [Vx,Vy] — Vix vy,
— pour le laplacien A = —V?0;.



2 Singularité des fonctions de Green des opérateurs GJMS

L’objectif de cette partie est de préciser la singularité du noyau de Schwartz K d’une paramétrix de
Py. L’idée générale est de résoudre « en série entiére » au voisinage de p I’équation

P{K(p,.) =6y
dp étant la masse de Dirac en p. En s’inspirant du cas euclidien (ou Py = A¥) on voit aisément que
g 1 2k—n
Pl —r = 0p + reste
Cnk
ou r est la distance & p induite par g. On cherche donc & exprimer K sous la forme
1
K(p,.) = —r?" 414
Cn,k

de sorte que P{ 1) compense le « reste ».

Plus exactement, on veut par un bon choix de facteur conforme rendre ce « reste » aussi petit que
possible, afin de trouver aisément 1. C’est ’objet de la section [2.2]; ¢’est 1a qu’intervient la normalisation
(NCJ). 11 est nécessaire pour cela de calculer le terme dominant de Py, —AF,_ ce qui est fait dans la section
211 La section en déduit le développement de la singularité a I’ordre souhaité.

2.1 Second terme des opérateurs GJMS
Proposition 2.1. L’opérateur GJMS d’ordre 2k s’écrit

k—2
Pp=AF+23 (j+1)(k—1— j)AITAR 27

Jj=0

e
|
—_

- (2j Y2k g) AT JAR1=T 4

<
Il
o

ou T est l'opérateur
Tv = 2PYV;v+ (0'))d;v
et U est un opérateur différentiel de degré au plus 2k — 4.

Démonstration. On utilise la définition de [II] des opérateurs Py a l'aide de la métrique ambiante de
Fefferman et Graham [8| [7]. Rappelons-en briévement les propriétés qui seront pertinentes ici.

Si g est une métrique sur M, on pose G — M le Ri—ﬁbré principal des métriques de la classe conforme
[g]. La métrique ambiante § est une métrique sur G = G x R qui s’écrit dans des coordonnées locales
adaptées (t,z¢, p) :

§=1t2gijda"dz’ + 2pdt® + 2tdtdp (2.1)

ol p est la coordonnée dans le facteur R, ¢ une coordonnée homogéne sur la fibre du facteur G, et (%) un
jeu local de coordonnées sur M. Ici g, = g, jdz’'dx? est une famille lisse & un paramétre de métriques
sur M, telle que go = g. Le jet de § le long de G ~ G x {0} C G est formellement déterminé a un ordre
élevé (dépendant de n) par I'équation Ric? = 0.

Si u € C*°(M) est prolongée arbitrairement en (x, p) — a(x, p) sur M x R,

Pl u = AE(t* 2 0)] p—,.4=1

ne dépend que de la partie formellement déterminée du jet de g pour tout k si n est impair, et pour
k < mn/2 sin est pair; dans ces cas il est indépendant du choix de .

Le laplacien se calcule aisément dans la forme (21 de la métrique ambiante g, voir [I1] qui differe
par la convention de signe pour le laplacien :

- 0pr/ 0p/
A=t? [Agp + 200 + <2pp—gp 2wn+2> 0p wp—gp]
VI9p vV 9p



sur I’ensemble des fonctions homogénes en t de degré w. Ici /g, désigne la racine carrée du déterminant
de la matrice (g, ;).

Notons D,, = 2p8/§ + (2p6i/g_g” —2w—n+ 2) 0p — wap#. Alors :

Piu= (Agp + Dk—2<k—1>—%) o (Agp + DH%) (Agp + Dkf%) “’ o
p:

k—1
= [AaF a+ 3 A7 Dy, A0 4 F(A,,, D)a (2.2)
§=0
p=0

otw; =k—5—2(k—1-j), et F(A,,, D) est un polynéme non commutatif en les bwj et A,y , de degré
total k, et de degré partiel k —2 en A, .

Afin d’évaluer le membre de droite de (22), on choisit % indépendante de p. On observe que Ay
dérive dans les directions 0, de M, et pas dans la direction d, ; et inversement les D,, ne dérivent que
dans la direction 0,. Ainsi :

—Ona

AY ) ymo = A} (il p=0) = Au. (2.3)

— Dans le second terme du membre de droite de (2.2), les facteurs p des Dw]. disparaissent lors de
I’évaluation en p =0 :

A, Do, A ity = (=205 — 0+ 2)AJ A8 i o (24a)
0 )
BN RN e T (2.4b)

NTw
o On développe la partie droite de la ligne ([2.4al) a I’aide de la régle de Leibniz, avec 0,04 = 0 :

k—2—j
j k—1—j7~ j l k—2—75—1
NGO ARy = A) S AL[9,0,,] AT
=0

La dérivée du laplacien est (cf. [4], 1.184)

1
(8pAgp) v=9p (899137 V;”) — 9 (d”’ 64(0pgp) + idtrg(apgp>>
— 2 _ —
= 2g(P,Vyv) + g(dv,dJ) = Tv en p =0
car 0,9,|p=0 = 2P, ¢f. [1], et d’aprés I'identité de Ricci contractée 64P = —dJ.
o Comme 6”—\/?:]” = 1try, (0p9,), le terme de la ligne (24D) égale

—an-AJ k—1—j
wJAgJAg u.

Ainsi le deuxiéme terme du membre de droite de ([22]) vaut :

k—1 k—j—2
(—2w; —n+2) > AJFITAR27I71 o, AJJAR=1
j=0 =0
k-1 k—1
=2 G+ )k —j - DAITAE 2 - S7 (2 42—k — D)AJJAETIT L (25)
J J g g J 525"y . .
7=0 =0

— Développant de méme les dérivations par rapport a p du terme F(A, D) de ([22) a 'aide de la régle
de Leibniz, et évaluant en p = 0, on obtient un polynéme non commutatif de degré k —2 en Ay et
les dérivées 82 (Ayg,)|p=0, qui sont tous des opérateurs de degré au plus 2. Ce terme fournit donc
un opérateur différentiel U de degré au plus 2k — 4.

La proposition [ZT résulte de ce dernier constat, (Z3) et (23] substitués dans (2.2). O



2.2 Estimation de P 2"

Soit un point p € M. On se place en coordonnées géodésiques en p, notées (x?), et on note r = /> _ x¢2
la distance a p induite par g.

On introduit les espaces H, des fonctions C* sur M — {p} qui sont homogeénes de degré « en les
x' au voisinage de p. On notera O, une somme finie Y jen Pilatj ot hayj € Hayj et p; € C(M).
On notera O, 1n une somme P, + Qo Inr ot Py, Q, sont O,. Ces deux notations seront utilisées de la
méme maniére que O(r*) et O(r* Inr). Elles présentent 'avantage que, si D est un opérateur différentiel
linéaire de degré d & coefficients C*° sur M, DO, est Oq—_q, et DOq 1n €st Oq—d,n-

Dans cette section, on n’utilisera la notation O(r7) que pour des fonctions C* sur M toute entiére;
ainsi un produit O(r?7)O, est On4;. En particulier, en notant Ag = — Y 9? le laplacien de coordonnées,
on a

Ay = No+ (69 — g7)0;0; + g0k ,

ou 0% — g' = O(r?) et les coefficients de Christoffel I'}; sont O(r). Donc si
feo, (respectivement f € Oy 1n),
alors
Agf =Aof +0a (respectivement Ay f = Agf + Oan),
(avec respectivement Agf = Oq_2 ou = O,_21n) et par une récurrence élémentaire
A’;f = Algf + Oun—2k12 (respectivement A, f = Algf + On—2k+2,1n) (2.6)

(avec respectivement AL f = O,_or ou = Op—2k 1n)-

Le laplacien est donc assez proche du laplacien de coordonnées. Sous les conditions (NCJ), il Iest
encore plus lorsqu’il est appliqué & une fonctions de r seul, et Py ressemble également beaucoup a A’g.
Seul le cas suivant est fondamental pour la suite :

Lemme 2.2. Si g est normale conforme a Uordre 4 en p, alors au sens des distributions sur M :
Pi p2kon = Cn7k5p + O4_p .

Démonstration. On utilise I’écriture de Py donnée par la proposition 2.1
L’opérateur U étant de degré au plus 2k — 4, on a

Ur?h=n = 0,_,. (2.7)

D’aprés  lidentité de  Bianchi  contractée, les conditions (NC) impliquent que
Scal?(0) = 0 et dScal?(p) = 0, donc Scal? = O(r?). Donc

ATJAFZI=1p2k=n = AT (O(r?)Ogj40-0) = Ot . (2.8)

Considérons maintenant Al7®. Sur une fonction radiale f = f(r), en dehors de l’origine r = 0 on a :

-1 Or
N e R

NP
—AOf \/E arf

(ot /g désigne la racine carrée du déterminant de la matrice (g;;) dans les coordonnées normales carté-
siennes). Or d’apres [20, §5], les conditions (NCJ) assurent que

det(gij) =14+ O(T4) .

Donc 6T—\/\§§ € O3. Donc

AgTa = A()Ta + Oa+2 .



Par récurrence, en utilisant (Z.8]) et le fait que Ajr® = C; ,r* 2 si a > 2] —n (la valeur de la constante
(), est sans importance), on déduit que

A;Ta = Aé?"a + Oa,21+4 (29)

si @ — 20 > —n — 2. Cette égalité est & comprendre au sens des distributions lorsque a < 2] — n.
En particulier, ‘ ‘ ‘ ‘
A]TAk_J_2T2k_n =AIT (er2j+4—n + 02j+8—n) (210)
(la valeur de la constante C; est ici aussi sans importance). Comme AJT est de degré au plus 2j + 2, on
a

ANTOsj48- 5 = Opp . (2.11)
Rappelons que T' = 2P*V?, + (9%J)9,. De 9,J = O(r), on déduit
AT [(0%0)0,r® T4 = Oy . (2.12)

De plus
PUONVZr® = P9, 0yr™ — PTG, 0r"
= ar® 2P®5q, + ala — 2)r° TPz’ + Ony1 - (2.13)
ou puisque Py, = O(r) et I'S, = O(r), on a P“ngbacro‘ = Oq+1- On a aussi
P®8ap = J 4+ P (60 — gap) = O(r?). (2.14)

De plus

Papz®z? = Poy(p)z®z® 4+ (VePay) (p)zfzz® + O(r?) .
La premiére condition de (NC) impose P(p) = 0. La seconde, avec I'identité de Bianchi, implique que
(VP)™™ (p) = 0, donc que (V.Pup) (p)zx®a® = 0. Ainsi

Pupzizb = O(r?). (2.15)
Reportant (ZI4) et (ZI0) dans (ZI3), on obtient
PabvngD‘ = Oa

d’ou _ _
AT (PONVZ AT = Oy, (2.16)
Cette derniére observation (Z16]), avec (211 et (ZI2)), reportés dans (ZI0), permet de conclure que
AITAF=I=2p2k=n — 0, . (2.17)

D’aprés (2.9) spécialisé a I = k et a = 2k — n, sur un voisinage de p
ASr? T = ¢ 10 4+ O -

Utilisant alors 21I7), (Z7) et (Z8), avec la forme de Pj; donnée par la proposition [Z] on obtient le
lemme O

2.3 Singularité

Opérateur elliptique, P admet des paramétrix, qui en sont des inverses modulo opérateur régulari-
sant.

Théoréme 2.3. Si au point p € M, la métrique g vérifie (NC)), alors le noyau de Schwartz K de toute
paramétriz de P{ admet au voisinage de p le développement asymptotique suivant :
R+ A+ o(1) si2k+1<n<2k+3
K(p,x) = T_ﬁcr_‘l—i-Blnr—i—O() sin=2k+4
¢ kr%”—l—O( Zh—ntdy  gin > 2k 45,

n

ol ¢, est défini dans Uintroduction.

Le o(1) apparaissant dans ce développement est tel que d70(1) = o(r=!71) pour tout multi-indice J,
et de méme 07 0(r*) = O(re=171).



Remarque 2.4. (i) Comme expliqué au début de la partie, ce développement asymptotique est une
conséquence du fait que
PYr2k=n = ¢, 10, + O(r1 ™).
C’est pourquoi la normalisation conforme (NCJ) est indispensable.

(ii) I y a un développement asymptotique analogue si n = 2k :
K(p,x)=clnr+ A+ 0(1).
Le coefficient A apparaissant lorsque K est le noyau de Schwartz du pseudo-inverse défini par
P! K = KP] =1d —Ilker p,,

a été étudié dans [25]. Il ne présente pas linvariance conforme du théoréme Bl (voir aussi la
remarque [3.2-(ii)).

(ili) Pour le cas n = 2k + 4, il est facile de voir que le coefficient B de Inr est un invariant conforme de
poids —2, donc s’écrit ¢, [W|* : voir [22]. Le coefficient ¢, n’est pas nul en général : par exemple
dans le cas du laplacien conforme en dimension 6, les résultats de Lee et Parker [20, lemme 6.4]
montrent que cg = 1/1440.

(iv) La méthode utilisée permet en théorie de poursuivre le développement asymptotique lorsque n >
2k 4 5. Néanmoins, cela demande de connaitre les termes de degrés inférieurs de Py, et de contréler
précisément la différence entre le laplacien de Beltrami et le laplacien de coordonnées géodésiques.
L’espoir d’obtenir un développement de la forme K = c;}vr%*" + A+ o0(1) étant nul (en raison, s’il
en fallait une, du terme logarithmique en dimension n = 2k + 4), les calculs ne sont pas faits ici.

Démonstration du théoreme[Z3 La théorie des opérateurs pseudo-différentiels assure que pour tout [, en
coordonnées quelconques (x*) au voisinage de p, K,(z) = K (p, ) admet le développement asymptotique

l l

Kp(x)= Y qj(@)+ Y pij(e)nlz] +p(2) (2.18)

j=2k—n 7=0

ol ¢; € Hj, p; est au voisinage de p un polynéme homogene en les z% et ¢ € CY(M), voir [26, chapitre
7, proposition 2.8].

Supposons désormais que g vérifie (NC)), et que les x° sont des coordonnées géodésiques sur un
voisinage de p. On commence par calculer le noyau de A’g , Ag étant toujours le laplacien de coordonnées.
Pour cela on fixe une petite boule U centrée en p sur laquelle on supposera que les éléments de H,, sont
effectivement homogénes.

On se restreint & U — {p}. En coordonnées sphériques, sur les fonctions de H,,

Ao =7"2(As —ala+n—2)),

o Ag désigne le laplacien de la sphére ronde S~ 1. Notons ¢, = a(a + n — 2). Les valeurs propres de
Ag sont les ¢; avec j € N, ce qui assure que Ay est non-inversible sur H, si et seulement si o € N ou
a € 2—n—N. Alors sur He,

AE = (g — o os2)(As — Capra) - (D6 — car2)(As — ca)

est inversible si et seulement si @ ¢ Z ou 2k — n < a < 0. De plus, le noyau de Ag étant constitué des
fonctions constantes, celui de Ak|4,, . (toujours en restriction & U — {p}) est engendré par r2¥=" et
ker Ak|4, par les fonctions constantes.

Pour une parameétrix K, quelconque, il existe une fonction u € C*° (M) telle que
Pr K, =6, +u. (2.19)
Le développement (2I8) implique que

Kp(z) = g2k—n(2) + O2—nt1,m



donc que
Pk Kp(z) = Algqﬂcfn(x) + Olfn,ln .
En restriction & M — {p}, Afqor—n € H_p. Or d’aprés ([I9), en restriction a M — {p}, Py K, est O(1)
au voisinage de p, ce qui impose
AIOCQQIcfn|U—{p} =0.
D’aprés la remarque sur le noyau de Ak|s,,  , on a qar—n = cr? 7" Le lemme impose la valeur
c= C’y:jg pour que Pk qog—pn = 5p + Olfn,ln-
Ainsi, utilisant encore le lemme

Pk (Kp - q2k7n) = 5p - 5p + 04771
= Pi (¢26—n+1 + O2k—nt21n)
= Alocq2k7n+1 + OQ*’H,]D

On a donc Akgor—ni1 € Hi—n N Os_yin = {0}. Si 2k —n + 1 < 0, cela impose qor_n41 = 0 d’aprés les
remarques sur le noyau de A’g. En poursuivant de méme, on obtient

- si2k—n+2<0, gar—n+2 =0,

- s8i2k—n+3< 0, q2k—n+3 = 0.
Dans le cas n > 2k + 4, on a donc dans (2I8))

Ky = 17" + 0+ Oak—pyan
avec ¢ € C'(M). Ceci prouve les cas n = 2k +4 et n > 2k+5 du théoréme, dans lequel le O(r?*="+4) est
le ¢ + O2p—n+4,1n ci-dessus. L’ordre I du développement asymptotique (ZI8) étant arbitraire, on obtient
les dominations annoncées des 87O (r2F=n+4).
Dans le cas 2k + 1 < n < 2k 4 3, on aboutit au développement

K, = c;ir%*” +BInr+¢qgo+O1m + 9.
Comme
Abnr = 2"k —1)(n—2)(n—4)--- (n — 2k)r—2

avec —2k < 4 — n, le méme raisonnement que ci-dessus force B = 0. De méme, comme A’gqo € H_ok
avec —2k < 4 — n, la fonction gy doit étre dans le noyau de A§|Hov donc étre constante. Le coefficient
constant A apparaissant dans le développement est alors go+ ¢(p). Le o(1) est la suite du développement

2I8) et vaut

!
> (gj(@) + pj(x) In7) + (p(x) — @(p)) € Or1n + C'.

j=1
L’ordre [ du développement (Z.I8) étant arbitraire, ceci fournit les dominations annoncées des 870(1). O

Il est & noter que cette méthode formelle permettrait, en poursuivant les calculs, de déterminer toute
la partie singuliére de K, ¢’est-a-dire dans (Z.I8)) les p; et les ¢; modulo fonction C*°. Ceux-ci sont donc
fonctions des coefficients de 1'opérateur P{, et sont donc des invariants riemanniens locaux. Ils peuvent
d’ailleurs s’obtenir en inversant le symbole total de P{ au sens du calcul pseudo-différentiel, cf. [26]. A
Iinverse, le coefficient A apparaissant dans le cas 2k + 1 < n < 2k 4+ 3 ne peut étre calculé de cette
maniére, et dépend de la paramétrix.

3 Masse et densité conforme

On se restreint désormais au cas 2k +1 <n < 2k + 3 et PZ inversible. Sa fonction de Green GZ est
le noyau intégral de son inverse. Le théoréme B.1] assure que lorsque g est normale conforme & ’ordre 4,
la grandeur suivante est bien définie :

. 1 2k—
Azg) = Th_% (GZ(p, x) — cn,kTQ ")

ou r est la distance géodésique de = a p.
La section B.1] prouve la covariance conforme annoncée en introduction :
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Théoréme 3.1. Sig et g= @nf%g sont normales conformes a l'ordre 4 en p (conditions (NC))), alors
= o(p) 2 A.

Remarque 3.2. (i) Ce lien est fortement suggéré par la loi de transformation de GY, sous un changement
conforme de métriques, rappelée en introduction. La difficulté provient du mauvais comportement
de r, que 'on controle avec la normalisation conforme (NCJ). C’est la raison pour laquelle ce résultat
n’est pas valide si g ou g n’est pas normale conforme.

A

S

(ii) On peut également définir une fonction de Green lorsque Pj n’est pas inversible. En confondant
opérateur et noyau intégral pour alléger la notation, elle vérifie

PYGY = GIPY = 1d—T19

ot IT9 est la projection orthogonale, au sens L? induit par g, sur ker P{. Cette projection n’étant
pas conformément covariante, G} ne 'est pas non plus. Pour expliciter, si § = <pnf2k g, alors la

fonction o

~ x

G(‘Ta y) = k( : y)

e(x)e(y)
est solution de o R
P{G=GP)=1d—¢p 'l%.

L’opérateur ¢~ 'II9 est un projecteur sur ker Pz, mais pas orthogonal au sens L? induit par g (si
© n’est pas constante). On ne peut donc pas espérer étendre le théoréme B11a ce cas.

La définition étend la définition de AJ en une densité conforme de poids 2k — n, sans restriction
sur g. La partie 3.2 en établit la régularité :

Proposition 3.3. Pour toute métrique g, la fonction p — A est de classe C°.

3.1 Covariance conforme

On prouve ici le théoréme Bl 11 s’agit de comparer r et 7 dans le cas ot g et § = gpﬁ g sont toutes
deux normales conformes a l'ordre 4 en p. Cette comparaison est inspirée par une propriété classique
du groupe de Mdbius, engendré par les isométries affines et les inversions polaires. En dimension 3 ou
plus, un théoréme de Liouville garantit que toute application conforme d’un ouvert de R™ dans R"™ est
la restriction d’une transformation de Md&bius.

Proposition 3.4. Soit, pour n > 2 et un ouvert D de R™, une transformation de Moébius h : D — R™ :
si eucl désigne la métrique plate canonique, h*eucl = @?eucl. Alors

Va,y € D, |h(z) — h(y)]* = e(@)e(y) |z — y|* .
En particulier, si 0 € D C R"™ est fiz€ par h,
Ve €D, dpeual, 0)2 = deuci (h(), 0>2 = 0(0)p(z)deuci (2, 0)2 .

Elle est exposée par exemple par Beardon dans [3]. Comme elle est élémentaire mais cruciale, en voici
une courte démonstration.

Démonstration. De maniére évidente, si cette propriété est vérifiée pour deux transformations h; et ho,
alors elle l’est pour la composée hy o ha. Or le groupe de Mdbius est engendré par les isométries (affines)
de R™, les homothéties et une inversion, par exemple z — x/ |x|2 Le lemme est immédiat dans les deux
premiers cas, oll ¢ est constante ; il reste donc le cas de I'inversion.

Celui-ci se raméne a la dimension 2 car h stabilise les plans passant par l'origine : on considére
z,y € C; la métrique est eucl = |dz|2 pour une coordonnée complexe z, h : z — 1/Z, et h*eucl =
1d(1/2))” = (|2| )2 |dz|?, donc le facteur conforme est ¢ : z — |z| 2. Ainsi

|h(y) — h(z)]* = = p()p(y) |z —y|* .

T

’ y
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La proposition [3.4] inspire et permet de prouver la comparaison asymptotique suivante :

Lemme 3.5. En dimension 3 ou plus, si g et § = /g vérifient (NC) en p, les distances a p au sens de

g et de g sont reliées par
72— ef P2 — O (1),

Remarque 3.6. L. Habermann a montré I’égalité asymptotique a lordre 4 dans [I4], sous ’hypothése
plus faible que Ricgy(p) = Ricy(p).

Démonstration du lemme[3 3 Quitte & redimensionner § par une constante, on suppose g, = ¢p, S0it
f(p) = 0. On cherche le développement limité de 72 —e =772 a 'ordre 5 en r = 0. Utilisant des coordonnées
g-géodésiques en p, on transporte le calcul sur un ouvert de R", p étant identifié & 1’origine.

Soit t = o (t) = (0%(t))1<i<n € R™ une g-géodésique issue de 0, parcourue a vitesse 1 (pour §). L’es-
sentiel de la démonstration consiste & montrer que le développement limité recherché a pour coefficients
des polynomes en g(0), g=1(0), 5(0) et df(0), dont les coefficients ne dépendent que de n. Notons &2
l’ensemble des fonctions de ¢ (& valeurs tensorielles) qui s’évaluent en 0 en de tels polyndmes. L’espace
Z est stable par produit tensoriel et contractions, mais pas par dérivation.

Commencons par montrer que V2f € & et (V3 f)sym € & (on rappelle que V désigne la connexion

de Levi-Civita de g, et V celle de ).
Le 2-jet de f est déterminé par

0 = Ric(0) = [Ric+ (n —2)df @df — (n—2)V2f — (n — 2) |42 9 + (A, f)g] (0)

D’otl, comme Ric(0) =0, A, f(0) = 252 |df|§ (0) et, puisque n > 2,

V2£(0) = df @ df(0) — 5 72 (0)g(0).

Par conséquent V2f € 2.
~ —\ Sym
Le 3-jet de f est fixé par la condition (VRic) (0) = 0. En tout point

%ﬁ%:v[Ric+(n—2)df®df—(n—z)VQf—(n—2)|df|§g+Agf} +(6—v) (Ric)

Or on a _ -
(v - v) (Ric)(0) = 0
— ~ Y\ Sym
car Ric(0) = 0 et V — V est un opérateur différentiel de degré 0. La nullité de (VRiC) (0) et de
(VRic)™™ (0) assure donc que

(n = 2)(V2)¥™(0) + (dAy f ® g)™™(0)

est un polynéme en g*1(0), df(0) et V2 £(0).
Soit L : 83T*M — S3T*M Vapplication linéaire telle que

L(VE)¥™ = (n = 2)(V2 )™ + (dAg f © g)™™
= (n=2)(V? )™ = " (ViVaVi )gij(da’ @ da’ @ da®)>™

Elle est inversible si n > 2 (ce qui assure que le 3-jet de f est bien déterminé par VRic™™(0) et

%ﬁ\igsym(O), cf. par exemple [T}, chapitre 8]), et son inverse est donc polynomial en g*!. Donc (V3 f)»™ ¢
P.

On étudie maintenant le développement limité de r(¢)? =
linéaires des Y, 0 ¥)(0)a7 D(0) = g(c®,6W)(0) pour k +1
on s'intéresse donc aux o) pour j < 4.

>, 0%(t)?. Ses coefficients sont combinaisons
< 5. Un tel terme est nul si k =0oul =0,
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FEtude de & :

Voo = Voo — 2df(6)5 + [6]2 V f
— 0 —2df(6)5 + 2V [ (3.1)
— 5+ T80, (3.2)

La ligne (B.1) assure que V56 € & et comme I'f;(0) = 0, [B.2) implique alors que & € &.
FEtude de & :
Prenant la dérivation covariante de ([B]) dans la direction de ¢ :

VsVeb = —2g(VsVf,0)6 —29(Vf,Vs0)o —29(Vf,6)Vs6 +29(6, Vo)V F +[6[2VsVE  (3.3)

Comme V5o € P et VsV f =g 1 (V2if(5,.)) € P, on déduit (V)26 € 2.
Le dérivation covariante de ([3.2)) suivant & s’écrit

VsVs6 =0+ 0h';6'676%0, + 31%,6°670, + 2(T, 6) (3.4)

ou Z(T',5) est une expression quadratique en les I'S,, donc nulle & 'ordre 2 en 0. Le coefficient akrgj (0)
est combinaison linéaire des 0;0;gx1(0), eux-mémes combinaisons linéaires des R;;x; (0) d’aprés le dévelop-
pement limité classique de la métrique en coordonnées normales. Donc le terme 8kffj '5io%0, s'évalue
en ¢t = 0, a facteur multiplicatif prés, en R(d,4,6, .)(0) = 0.
Donc finalement, au méme titre que (Vs)26, 0 € 2.
FEtude de o™ :
La dérivée covariante de (B3] suivant ¢ fait apparaitre (V)
entiers, des termes suivants :
o g(VsVf,Vso)o. Daprés les résultats précédents sur V2f et V6, ce terme est dans 2.
g (VsVf,6)Vso. De méme ce terme est dans &.
g(Vf,Vs6)Vso € & de méme.
|V(;é’|§ Vfe P de méme.
g(6,V50)VeVf e P de méme.
g (Vf, (Vd)2d) . Utilisant de plus les résultats précédents sur (Vs)25, on constate que ce terme
est dans &.
g(Vf,6)(Vs)*c € P de méme.
e g(6,(Vs)?6) Vf € & de méme.
e g(VsVsVf,6)o = [V3f(6,5,6) — V2f(6,Vs6)] 6. Comme (V2 f)¥™ € 2, d’apres les résultats
précédents, ce terme est aussi dans Z.
o |d|§ VsVsV£. On ne connait que (V3£)%™(0), donc il n’est pas possible de dire si ce terme est
dans &. En revanche, de méme que ci-dessus,

36 comme combinaison linéaire, & coefficients

6 (1612V4V5V1,6) € 2.

Par conséquent, g((Vs)36,5) € & cest ce qui importe pour la suite.
De maniére analogue, on peut lister les termes dont la dérivée covariante de (34 suivant ¢ est combi-
naison linéaire :
e des termes dont les symboles de Christoffel I', sont en facteur (en particulier Vs2(T',5)). Ils
s’annulent en 0.
° akall"fjdidj 6*5'9,. En 0, ce sont des combinaisons linéaires des dérivées secondes des gi;. Or,
d’aprés le développement limité de la métrique en coordonnées normales, calculé par exemple dans
[20], celles-ci sont combinaisons linéaires des V;R;z;*(0). Donc en t = 0 ces termes sont multiples
de VR(s,6,6,5,.)(0) =0.
) akl"?jdkdi&j Oq, avec ¢ lui-méme combinaison linéaire de ¢ et Vf. Comme plus haut, en t = 0 ce
terme vaut

AR 5V f(0) + BRg vy5(0) = BRs v;5(0)
(avec A et B réels). Ceci est orthogonal a ¢(0).
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Utilisant (34)) dérivée suivant & et le fait que g((Vs)3d,0) € 22, on déduit que g(e®,5) € 2.
En conséquence de quoi, r? admet en t = 0 un développement limité dont les coefficients sont poly-
nomiaux en g*¥1(0), 5(0) et df(0), avec des coefficients ne dépendant que de n.

Pour terminer, comme 7 = ¢, le développement limité a I'ordre 5 de e~ /72 est polynomial en f (0),
f(()) et f(0), ot pour simplifier f, f, etc. désignent les dérivées de f(o(t)) par rapport a t.
o f=df(c) e Z;
e & des termes en &, ¢ et df prés, f vaut V2f(6,6) donc fex:
e et de méme, modulo des termes en les dérivées d’ordre au plus 3 de o, et au plus 2 de f, f vaut
V3f(¢,0,0), donc est dans 2.

Pour conclure, tous les coefficients du développement limité a I’ordre 5 de 2 —e~7/#2 sont polynomiaux
en g*1(0), df(0) et ¢(0), avec des coefficients qui ne dépendent que de n. On les calcule donc dans un
cas simple, le cas conformément plat. Pour cela, on prend pour g et § deux métriques plates. Il existe
alors une application de Mobius h, définie au moins au voisinage de l'origine et fixant celle-ci, telle que
G = h*g. D’aprés la proposition B4 on a alors I’égalité exacte 72 = ef TF(072, Cela assure la nullité des
coefficients du développement limité. [l

Le lemme implique, si g et § = gpnf%g vérifient toutes deux (NC)) en p, que

f(x)n72k

SPe(@)r@r e ~ Lo

doncsin—2k<3
1 1

F(z)n =2k o(p)p(a)r(z)n—2k

=o0(1).

D’ou

T—p

— lim ——— (Gk(p, ) - W)

z=p @(x)p(p)
= o(p) 2 AJ.

C’est ce qu’énonce le théoréeme BI1

L 1

3.2 Reégularité
On démontre ici la proposition

4
On fixe g dans [go]. Pour chaque point p, il existe une fonction ¢, telle que ¢y " g vérifie (NCJ) en
p. En fait, la condition (NC) détermine le 3-jet de v, en fonction polynomiale de son 1-jet, ¢f. [20, §5].
Ainsi, il existe une fonction ¢ € C*°(M x M) telle que, si 'on note 9, la fonction partielle = — ¥(p, ),

pour tout point p la métrique ,g = ¢ ~** g est normale conforme & l'ordre 4 en p.

D’apres [26, chapitre 7, proposition 2.8], en coordonnées au voisinage de la diagonale de M on a

l l

Glx,y) = > qley—2)+ Y pilw,y—a)nlz -yl + o,y — )
j=2k—n =0

ott les (g;(x,.)), sont des familles lisses de distributions homogénes de degré j, (p;(x,.)), des familles
lisses de polynomes de homogenes, et (¢(x,.)), une famille lisse de fonctions C'. La fonction de Green
»G de ngg) est relice a G par ,

Gk (‘Ta y)

WG Y) = )
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Elle admet donc un développement asymptotique de la méme forme que celui de GY, qui dépend de
maniére lisse de p :

l

l
pGl,y) = D pgi(my—a)+ Y ppi(z,y—a)nr + po(z,y — ).
j=2k—n =0

Ce développement coincide avec [2I8) lorsque z est fixé égal a p. Donc

A9 = 1q0(p, 0) + pp(p, 0) .

— La fonction p — ,¢(p,0) est C°.
— Pour pallier le fait que ¢(0) n’est pas défini en général pour une fonction homogéne g de degré 0,
on peut écrire

1
»q0(p,0) = Vol(s" 1) ygm pqo(z,0)do

z=p
Cela assure la régularité de p — ,qo(p, 0).

Donc A](fg ) est fonction lisse de p; donc AJ, qui vaut ¢(p, p)QAZ(,’)g), Pest également.

4 Résultats de masse positive

4.1 Meétrique de Habermann-Jost de P,

On se restreint dans cette partie a I'opérateur de Paneitz-Branson Ps, en dimension 5, 6 ou 7. Il est
explicitement donné par la formule

n—4
Plu=A2u+ 69 (Tydu) + 5 Q3 (4.1)
avec ( )2 4 4
n—2)°+
T,=(n—2)J)—d4P= "2 7% gea9g = Ric
g =(n=2) 2n—(n—2) 9T ¢
et
Qg:AgJ+gJ2—2|P|2
1 (n® — 4n? +16n — 16) ., ., 2 )
— _~ _A,Scal? Scal?? — — = [Ric|? .
TC e A e T ora TRy L

Toujours dans le cas ou l'opérateur Py est inversible dans la classe conforme [gg], on ajoute les
hypothéses suivantes :

(h1) linvariant de Yamabe de (M, [go]) est strictement positif,
(h2) la fonction de Green G¥° est strictement positive.

L’hypothése ([l n’est pas restrictive dans le but de construire une métrique canonique dans une classe
conforme, puisque dans le cas Yamabe-négatif la métrique a courbure scalaire constante fait ’affaire. En
revanche ’hypothese technique (02) équivaut au principe du maximum pour Pa, qui n’est pas acquis en
général. Pour des résultats sur le signe de la fonction de Green de 'opérateur biharmonique on peut se
reporter aux travaux de Grunau et ses collaborateurs, entre autres [I3].

Dans le cadre localement conformément plat, la masse AJ de PJ en p € M peut étre définie en toute
dimension supérieure ou égale a 5, a l'aide d’une métrique g plate au voisinage de p. Raulot et Humbert
[16] ont montré, si Py est un opérateur défini positif et sous les hypothéses (L) et (02), que Ag >0,
avec égalité en un point seulement si (M, [go]) est conformément équivalente a la sphére S” munie de sa
classe conforme standard. Leur argument s’étend & la masse définie par la définition

Théoréme 4.1. Si M est de dimension 5, 6 ou 7, si 'opérateur Py est inversible dans la classe conforme
[90], et sous les hypotheses (Rd)) et (b2) ci-dessus, alors pour tout p € M et toute métrique g € [go], la
masse de 'opérateur P définie par la définition [L2 vérifie :

A8>0
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et la nullité (en un point) implique que (M, [go]) est conformément équivalente & la sphére S™ munie de
la classe conforme de sa métrique ronde.

Démonstration. Pour alléger, comme il n’y a pas d’ambiguité, on omet I'indice p. On utilise une métrique

asymptotiquement plate § obtenue a partir de g par « projection stéréographique » (comme il est d’usage

de la nommer). On distinguera les opérateurs et invariants associés a § de ceux de g par un chapeau.
Le signe de Y ([go]) assure que le laplacien conforme

n

—2
Pi=A+ mScal

admet une fonction de Green G strictement positive. Posant H(z) = ¢, 1G1(p, z) pour z € M — {p}, le
théoréme 23] (qui n’est ici qu’un avatar de |20, lemme 6.4]), assure que

=t Osnm sin>6
Lta+Oum sin=5.

ce qui se condense en

H =

(1+ar® + Oun) (4.2)

rn—2
avec a = 0 si n > 5. On considére sur M = M — {p} la métrique conforme & g définie par
~ _4 _4 n—4
g=Hn—2g=pn2g avec p = H»—2.

Soit (z") un systéme de coordonnées sur M, g-géodésiques en p. On définit les coordonnées inversées
par

Par un calcul classique _
8Zi = 7289& - 21‘Z:Ckalk . (43)

Comme g(0y:,0, )27 = 2 (lemme de Gauss pour les coordonnées géodésiques), on a
9(021,0.5) = 1g(0yi, i) - (4.4)
En coordonnées géodésiques, g(0,i, 0zi) = §;; + O2, donc d’aprés (£2)) :
9(0.:,0.5) = 045 + Oz + O3 1n (4.5)

(ott le O3 et le O3, sont toujours a entendre au sens des coordonnées (z°) lorsque 7 — 0). On introduit

) 1 i
P:WZZZQ:; et 8p:;%82¢:—7’28r.

D’aprés ([@3)), si une fonction u est O, lorsque r — 0 (respectivement Oq41,1n), alors pour tout multi-
indice J
dlu=0(p= I (respectivement o(p~*~1/1))

lorsque p — oo. Pour alléger, on notera simplement O(p~%) (respectivement o(p~®)) une fonction ayant
une telle décroissance. L’équation ([@H]) implique alors

g(azla azi) = 6ij + O(p72) : (46)

La métrique ¢ est ainsi asymptotiquement plate & 1'ordre 2.
On effectue désormais les calculs dans les coordonnées (z°) : par exemple 0; désigne 0,:, §ij =
§(0,i,0,3), etc. On note

MR:{pSR} et SR:6MR:{/):R}.
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La g-normale unitaire sortante de Mp est, d’apres (£.2) :
i=p*H 728, = (1+0(p~%)) 9.
Les lois de changement conforme de métrique assurent que sur M :
<R _nt2
Scal=H 2P H=0

et
P, (H*%Gg) — o(=#5) p, (@H*HGQ) — (i) PyGy = 0.

A _n=4 PN . s 2
Posons G = H™ »—2(4. La preuve du théoréme [£.]] consiste a évaluer

0= / PyGdi
Mg
lorsque R — oo.
Par intégration par parties, en utilisant la formule (@Il pour P et la nullité de Scal :

/MRPQGdﬁ:—iRﬁ(Aé)d&+n4QfSREE(@GA,ﬁ)d&—ﬁ/MR ‘ﬁi

On évalue les deux premiers termes du membre de droite lorsque R — oo.

Premier terme : On dispose, d’aprés le théoréme 23 du développement asymptotique

- rn—4 (c;}? + Arn74 + On73,1n) .

Ce développement asymptotique implique avec celui [@2]) de H que

G = c;12 + Apt" —

500" +o(p™%) +o(p' ")
= Cop + A" o(p ")
car n < 7,et a =0sin > 5. Puisqu'on a

A=="07+ (5 = §)0,0; + 57150,

2,
Gdi.
g

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

la platitude asymptotique (£8]) implique, de fagon analogue a la partie 22 que AG = 2(n—4)Ap>~" +

o(p?>~™), d’ott avec (ET) o
AAG) = —2(n — 2)(n — 4) Ap"" + o(p" ™).

On intégre sur S munie de la forme volume dé. En raison de la platitude asymptotique (6l cette
derniére est asymptotiquement égale a la forme volume euclidienne de la sphére de coordonnées z,

p"ldog.—1. Par conséquent,

jé AAG)d6 = —c, 0A +0(1).
Skr
Deuziéme terme : La platitude asymptotique (L)) assure que
Ricly = O(p™"), do = (1+0(1)p" "doger, et [VGl; =O0(p*™)

avec ([@I0) pour la derniére égalité. On a donc

R—o0

7{ Ric(VG, n)de — 0.
Sr

(4.11)

Positivité de la masse : Ainsi, prenant R — oo dans (L), utilisant cette derniére limite avec ([£9) et

(&110), on obtient

_4 2.
cn,gA:LQ/ [Ric| Gai
(n=2)2Jul g
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avec G = H =2 Go > 0 d’apres ([2). Cette égalité assure donc d’une part la convergence de l'intégrale
de droite, et d’autre part la positivité (au sens large) de A.

Cas d’égalité : Si A = 0, (M ,§) est Ricci plate. L’inégalité de Gromov-Bishop assure alors que le
volume des boules croit moins vite que celui des boules de ’espace euclidien. Plus précisément, notant
Vol (Bg (z, t)) le volume de la g-boule de centre x et de rayon ¢, la fonction

Vol (B9(x,t))
™ VoIS )

est décroissante. Or tant a la limite ¢ — 0 que, en raison de la platitude asymptotique (L), a la limite
t — 00, ce quotient vaut 1. On a donc

V¢t >0, Vol (BY(z,t))=¢t"Vol(S"™!).

Ce cas d’égalité, traité par exemple dans [9] § 4.20 bis|, implique que (M — {p}, J) est isométrique a R™.
Donc (M, [go]) est la sphére munie de sa classe conforme canonique. O

Remarque 4.2. Ce calcul se généralise facilement aux dimensions supérieures. On introduit la notation

PY, = AT 4 §,Td + Q9

ou TY est un opérateur différentiel de degré 2m — 4 au plus (voir la proposition 1) et Q9, est la Q-
courbure associée a PY . Cette écriture est justifice car P? est autoadjoint, cf. [12]. Supposons que sur
M, P{ et P{ soient inversibles, avec 2k +1 <n < 2k + 3 et | < k, et notons G, et G; leurs fonctions de

Green respectives. On pose comme précédemment H = ¢, ;G7(p,.), § = Hﬁg et
~ n—2k
G=H »2Gy
Alors g est asymptotiquement plate & I'ordre 2, avec Ql =0, et
PG =0.

Avec les mémes notations que dans la preuve ci-dessus on a alors

A A A ~ N — 2k A A
0 :/ PrGdo = —jé A(A*1G)de 77{ T4 (dG) () do + = QrGdo .
Mg Sr Sr Mg
Exactement comme ci-dessus, le premier terme du membre de droite tend vers ¢, A (ot A est donné par
le théoréme [23)) et le second vers 0 (il faut jeter un ceil rapide aux coefficients de Ty, de fagon analogue

a ce qui est fait dans la preuve du théoréme [5.1]). On a donc

_ n72k/Qkde

2¢, 1

On peut imaginer exploiter la nullité de Ql dans l'intégrande du membre de droite. Mais malgré les
travaux actuels, en particulier de Juhl et ses collaborateurs [I7, [I8], les relations entre les différentes
Q-courbures sont compliquées et encore trop mal comprises pour étre utilisées ici.

4.2 Espaces sphériques
4.2.1 Masse et revétements

La positivité de la fonction de Green est une conséquence du principe du maximum dans le cas du
laplacien conforme, £ = 1. Dans les autres cas, ¢’est une hypothése technique. Elle permet néanmoins de
montrer également la croissance de la métrique de Habermann-Jost par revétements conformes.
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Proposition 4.3. Soient (M, [g]) et (N, [h]) deux variétés compactes de dimension n munies de classes
conformes, et k tel que 2k +1 <n < 2k + 3. Soit

[+ (M, [g]) = (N, [A])

un revétement conforme. Si P§ : C=(M) — C®(M) est inversible, alors P}l : C®(N) — C=(N) lest
aussi, et pour tout p € N :

si f(z) = p, AZ = Af"h 4 Z Gi*h(:n,y). (4.12)
yef ' (p)
y#z
Corollaire 4.4. Sous les mémes hypotheses, si de plus

Vae,y e M, Gi(z,y) >0

alors pour tout x € M, A}}(I) > Ag*h. L’égalité n’est atteinte en un point que si f est une équivalence
conforme.

Corollaire 4.5. Sous les mémes hypothéses, si de plus Vp € M, A3 > 0, alors les classes conformes l9]
et [h] admettent des métriques de Habermann-Jost respectives g et h. Celles-ci vérifient

f'h>g

sur le fibré tangent TM . L’égalité n’est atteinte sur un vecteur non nul que si f est un isomorphisme
conforme, auquel cas f*h = g partout.

Remarque 4.6. Habermann et Jost [14] [15] démontrent, dans le cas k = 1, le corollaire 5 & 'aide d’une
formule analogue a ([@I2]), qui n’est valable que pour un revétement galoisien. Le cas général nécessite
quelques détails supplémentaires.

Démonstration des corollaires. Ce sont des conséquences élémentaires de la proposition. Par covariance
conforme, la positivité de Gi*h équivaut a celle de Gj. La formule ([@I2]) assure donc I'inégalité stricte
du corollaire 4] & moins que les fibres de f ne se réduisent & un point, auquel cas on a égalité pour tout
T.

En particulier si A7 > 0 pour tout © € M, alors par covariance conforme Ag*h > 0, donc AZ >0
pour tout p € M (le revétement f entre variétés compactes connexes étant nécessairement surjectif).
Appliquant la définition :

2
wp\ PR, . T
voe M, go= (A7) (R, et (£70). = (A,) T (Fh)..
Le corollaire est alors une application directe du précédent. O

Démonstration de la proposition [[.3 On choisit g = f*h. L’idée est de prouver que, pour p,q € N, si on
fixe un antécédent x de p par f,
> Gixy)

yef~'(a)

définit (le noyau intégral d’) un inverse de PZ. C’est élémentaire si f est un revétement galoisien. Dans
le cas contraire, il n’est pas évident que cette définition soit indépendante de x. On s’en convainc en
écrivant M et N comme quotients d’une méme variété compacte.

Détaillons. Soient T'y et T'5 les groupes fondamentaux respectifs de M et N (pour un choix convenable
de points-bases qui importe peu ici). Via f, le groupe I'; est identifié & un sous-groupe d’indice fini de
F2 Le noyau I'y de I'action a droite de F2 sur I‘l\Fz (c’est-a-dire 'ensemble des éléments qui aglssent
comme la permutation identité) est un sous-groupe distingué d’indice fini dans ', inclus dans I'; qui
est le stabilisateur d’une classe a gauche. D’aprés la théorie galoisienne des revétements (voir [19] par
exemple), les deux fleches

M = fl\E N = fz\E
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ol E est le revétement universel de M et N, sont des revétements galoisiens & nombres de feuillets finis.
Soient I'; et I'y leurs groupes d’automorphismes respectifs. On munit E de la métrique e = m5h = 7{g.

L’opérateur P}, pourrait ne pas étre inversible. Néanmoins, autoadjoint (voir [12]) et elliptique sur la
variété riemannienne compacte (E, e), il admet un unique pseudo-inverse G, tel que

PGS = G5 P§, =1d —11°

ot IT¢ est le projecteur L?-orthogonal (au sens de e) sur ker P}.. On identifiera opérateur et noyau intégral
dans la suite. Ainsi GY, est une fonction C*° sur E x E privée de sa diagonale.
Pour a,b € FE dans des I'i-orbites différentes, on pose

= 3" Gi(a.rb)

yely

C’est clairement un opérateur C*°(E) — C*(FE). Le groupe I'y agissant par isométries de e, Hp est
Iy x I'i-invariante et passe donc « au quotient » en une fonction Hjy; sur M x M privé de sa diagonale,
de classe C*°.

Soit U un ouvert de M tel que ﬂfl(U) est la réunion des ouverts disjoints Vi,...,Vy; C E, et que
pour chacun d’eux 71'1|Vj : V; = U est une isométrie. On note

7T1_J1 = (7T1|Vj)_1 : U—)‘/J

Soit u une fonction C*° sur M a support dans U. Le support de w o 7y est inclus dans | J ; V;; on a donc
pour tout a € F

u(my(a)) —I*(uwom)(a) = y Gi.(a,b) Py (uom)(b)ve(db)

= Z Gila,b) P} (wo i) (b)ve(db)

= Z/UGk (a, 71} (1)) P u(y)vg(dy)
J
avec le changement de variables b = 7 31 (y) sur chaque V;. D’ou

u(my (@) — T1°(u o 1) (a) = /U Hy (0,771 () PY(u) (1) (dly)

= MHM(m( a), y) Py (u)(y)vg(dy) -

Par ailleurs, I1°(u o 1) est une fonction de ker Py, I'i-invariante de maniére évidente. Elle passe donc
« au quotient » en une fonction sur M qui annule P{. Comme on fait I'hypothése que cet opérateur est
inversible, on a

M°(uom)=0.

D’ot, pour z = 7y (a) :
x) = / Hy (z,y) P u(y)vg(dy) -
M
Par linéarité, a 'aide d’une partition de 'unité, ce résultat se généralise a toute fonction C'*° sur M. La

symétrie de Hys en z et y et le fait que PZ est autoadjoint impliquent que Hj; est aussi un inverse a
droite de P{. D’ou

Hy(z,y) = Gi(z,y) Z Gi(a,v.b (4.13)

yel'y

pour n’importe quels a,b dans les fibres respectives de = et de y.
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Pour toute fonction u € ker PZ sur N, onauo f € ker P{ = {0} sur M. L'opérateur PZ, fredholmien
d’indice 0, est donc inversible. La formule ([£.I3) vaut alors aussi pour le revétement 7o : £ — N ; on a
donc, pour tous p,q € N, a,b € E dans leurs fibres respectives par ma, et tout x € M au-dessus de p :

Gi(p,g) = Y Gila,2.b)

v2€l2

= Z Z G5 (a,v1.5.b)

[s]el1\I'2 y1€1

= Z G (x,m1(s.))

[S]Erl\rz

= Z Gi(z,y).

yef-1(q)

On choisit h vérifiant (NC)) en p; alors f*h est normale conforme & 'ordre 4 en x. On fait tendre ¢ vers
p. Le comportement asymptotique énoncé par le théoréme 23] fournit alors (£.12)). Le cas ou h n’est pas
normale conforme s’en déduit par covariance conforme. ([l

4.2.2 Quotients de la sphére

La proposition permet de calculer explicitement la métrique de Habermann-Jost des quotients
d’une sphére S™ par un sous-groupe fini de SO(n + 1) agissant librement.

Les fonctions de Green des opérateurs Py, sur la sphére ronde sont connus : voir Branson [5]. Comme
elles n’apparaissent dans cette référence qu’a constante multiplicative prés, on les recalcule ici de maniére
simple. Soient _

£ =(§)o<i<n : S" = R
Pinclusion canonique, g, = £*eucl la métrique ronde, et N = (1,0...0) le pole nord. On note
¢:S"—{N} > R"

la projection stéréographique. C’est un isomorphisme conforme :

2
2 LI
brgo = | ——— E da'2 .
1+ |z)* ) -

i=1
Sur R™ muni de la métrique plate eucl, il est connu que

1 oh
G (a,y) = — llz—yl "

n7

est, disons, un inverse a gauche de Pi“d = Ak | sur Pespace des fonctions lisses a support compact. Par
covariance conforme, on définit un inverse a gauche de P{° sur I'espace des fonctions de classe C* sur

S™ nulles au voisinage de N par

2k—n

1 2 2 2
Gy (p.a) = 2 2 -
F cn,k<<1+|¢<p>||><1+|¢<q>|>'¢(”) ‘b@')

= Jletr) — €@ (114)
n,k

(Le passage de la premiére a la seconde ligne est classique. C’est une conséquence de la proposition [34]
puisque la projection stéréographique est la restriction & S™ de l'inversion par rapport a la sphére de
centre N et de rayon v/2.) Par invariance sous SO(n + 1) et symétrie en p et g, la formule (ZI4) définit
un inverse de P{°.

L’existence de cette fonction de Green assure, d’aprés le théoréme [2.3] que la masse des opérateurs
PJ° est bien définie. Le groupe SO(n + 1) agissant transitivement par isométries, la fonction

9o
p— AJ
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est constante. Si elle était non nulle, quitte & prendre sa valeur absolue, elle permettrait de définir une
métrique de Habermann-Jost sur S™. Cette métrique serait invariante par le groupe conforme de la
sphére, ce qui n’est pas possible car celui-ci n’est pas compact. On en déduit donc :

Proposition 4.7. La masse des opérateurs GJMS sur la sphére est nulle.

Le calcul de la fonction de Green de P{° et la proposition[.3]donnent alors la métrique de Habermann-
Jost des espaces sphériques.

Proposition 4.8. Soit I' un sous-groupe fini de SO(n + 1) agissant librement par isométries sur la
sphere. Soit go la métrique ronde induite sur T\S" . La métrique de Habermann-Jost de [go] est

go(p) = (Ag) no2k go(p)
o, pour nimporte quel élément & de la fibre au-dessus de p :
1 k—n
Ay=— > l(R-Idg*™.

¢
™k per— {14}

Cette métrique n’est pas multiple de la métrique ronde en général : Habermann [I4] le montre dans le
cas k = 1 pour l'espace lenticulaire L(5, 2) ; pour 'espace L(7,2) il calcule que la métrique de Habermann-
Jost a une courbure scalaire de signe variable.

5 Masses et invariants asymptotiques

On démontre ici le lien entre la masse de I'opérateur GJMS P{ et la masse my, introduite dans la
définition [[L4] de la métrique obtenue depuis g par « projection stéréographique » a I'aide de la fonction
de Green GY.

Théoréme 5.1. Dans le cas 2k +1 < n < 2k + 3, supposons que P} admet une fonction de Green Gj,.
Pour p € M, soit Gy une fonction lisse positive sur M — {p} égalant Gy (p,.) au voisinage de p. Soit

a4
g=Gp g sur M — {p}.
Alors

Agflscalg € LY (M — {p},dvy)
et

n — 2k

A;Z = mmk(g) :

Remarque 5.2. (i) Il s’avére au cours de la preuve que la métrique § est asymptotiquement plate a
l'ordre 1 sin = 2k+1 et a 'ordre 2 si n > 2k+ 2. Dans le cas k = 1, le théoréme reste donc valable,
en prenant pour m; la masse ADM rappelée en introduction. Ce cas était déja connu, voir [20, [14]
qui ont des normalisations différentes pour la masse ADM.

(ii) Sigs = <pnf2k g1, les fonctions de Green des opérateurs Py respectifs sont reliées par

g2 _; 9L (1) o
) = St O )

donc les métriques « explosées » sont multiples I'une de 'autre par un facteur constant :

_—4
g2 = @(p) ™7 g1 .
On a donc

k—1 o __ Ak Ak—1 g
Ag, Scal” = p(p)7F Ay~ Scal”*
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et
—2n
d’ng = <,0(p) n—2k dvgl 5
d’ou

mi(g2) = (p) " *my(91) -

Le théoréme [B.] fournit ainsi une autre preuve de la covariance conforme de la masse (théoréme
BI) dans le cas k > 2. (Comme remarqué dans [I4], il en va de méme pour k = 1, car la masse
ADM est aussi homothétiquement équivariante, de poids n — 2).

Démonstration du théoréme[h 1l D’aprés cette derniére remarque, quitte a modifier ¢ d’un facteur con-
forme valant 1 en p, ce qui ne modifie pas g, on peut supposer que g est normale conforme & ’ordre 4 en
p, et appliquer le théoréme 2.3 :

Gr(p,x) = ¢ " (14 cn ke A% + On_apg1m) -

On notera ¢ = ¢, j et, pour alléger, on fera les calculs avec
4 4,
g=(cGp)"Fg=cm2rg.

On reprend l'idée et les notations de la démonstration du théoréme Bl Soient (z°); des cordonnées
g-géodésiques en p. Au voisinage de p

1
9(Oyi, 0ps) = 615 — gRikljl'kSCl +0(r%),

7?riklj = g(Rgami ,6Ik)all s Oi )(p) :

On utilise les coordonnées inversées z° = z°/r? et p = 1/r. D’aprés les liens ({.3) et (£4) entre coordon-
nées z et coordonnées x, on obtient pour p — co le développement asymptotique

1
§(0,:,0,5) = 05 — §p747—\{ikljzkzl + O(pig)
B (5.1)

2k—mn ¢ 2k—n
n—2k:Ap di; +o(p ).

+

On calcule désormais en coordonnées dans la carte 2%, §; désignant 9,:, gi; = §(0.:,0.s), etc. Le
développement asymptotique (B.I]) assure que g est asymptotiquement plate a lordre 7, avec 7 = 1 si
n=2k+1, et 7 =2 sinon.

Intégrabilité : On note conformément & I’habitude

_ 2
@ = n—QkPk(l)'

Cette Q-courbure s’écrit comme combinaison linéaire de contractions totales (via §) de tenseurs de la
forme

VIR® - @ VER. (5.2)
Le comportement de Py sous les changements homothétiques de métrique impose que pour chacun de
ces tenseurs apparaissant dans Q, > p(ds +2) = 2k. Comme ?iﬁkijk = %ajﬁ d’apreés l'identité de
Bianchi, et que

I 1o
ViVIR,' = §[V1aVJ]Rz‘jkl
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est quadratique en la courbure d’aprés la formule de Ricci, la seule des contractions totales de tenseurs
de la forme (5.2)) qui soit linéaire en la courbure est A¥~!Scal. On a donc

Qk = CkAkilscal + 2 (R)
ott 21 (R) est un polynéme sans terme linéaire en la courbure. En comparant les linéarisations sur les

variations conformes de la métrique plate il vient

1
)

#0,

Ck

voir Branson [5], Corollaire 1.5] pour une formulation plus évoluée.
D’apreés la loi de variation conforme de Py, et le choix de facteur conforme, on a, du moins au voisinage
de linfini, @ = 0. Donc

_ _ 1 _
AF71Scal = —— 2, (R).
Ck

Les termes (5.2)) qui apparaissent dans 2y, (R) vérifient tous a > 2. En raison de la platitude asymptotique
on a donc

’@dlf{ ®R-® @daR’g _ O(pf'rfd172---frfda72) _ O(pfa'rf2k) _ O(p72772k) )
Or —27 — 2k < —n, et dv ~ dz'dz?...dz" lorsque p — oo ; on déduit donc
AF=1Scal € LY (M — {p},dD).

Calcul de l’intégrale : D’aprés le théoréme de la divergence, si k > 2,

/ A 1Sealdp = — ?{ 7(AF~2Scal)do
(p<R} {p=R}

ol i est la normale unitaire de Sgp = {p = R} pointant vers l'infini, et dg la mesure de volume sur Sgi
induite par dv. La platitude asymptotique de g implique que
- —T —T Zl
n=(14+0(p""7))0,=(1+0(p7)) pai’
=> 07+ 0(p™ )05 + O(p™ )i,

Scal = 0;(9igij — 0;9ii) + O(p™*" %)

A

et

do = (1+0(p™"))dor,

ol dog est la mesure de volume sur Sg induite par la métrique plate a Uinfini }, dz*2. Ainsi
_ !
ﬁ(Ak_QScal)dﬁ = (z—alA’ch’)] (ngu — ng”) + O(p_27_2k+1)) dog.
p

ot, comme dans la partie 22 Ay = — >, 87. Puisque Vol(Sg,dog) = O(R" ') avecn—1 < 27+ 2k —1,
il s’en déduit l
/ AF=1Scalds = — lim Z—alA§725j (c’)igij — 0jGii)doR . (5.3)
M_{p} R—o0 Sr P

Utilisant le développement asymptotique (5.1), en remarquant que

9 (P * Ritm;2'2™) = 0=0; (p”*Rimiz'z™)
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en vertu des propriétés algébriques d’un tenseur de Riemann lorsque R;;m: = 0 (ce qui est le cas lorsque
¢ est normale conforme a 'ordre 4 en p), on calcule

!
z _ _ _
;@AIS 201(0:gij — 9;9u) =
—4(n—DeA2F k= Di(n—2)(n—4) - (n =2k +2)p! "+ O(p' 7).
Reportant dans (5.3)), avec Vol(Sg,dor) = R"~! Vol(S"1) :
/ A*=1Scaldv = 4(n — 1)cAVol(S" " 1)2* 1k — 1)!(n — 2)(n — 4) -~ (n — 2k + 2)
M—{p}

¢
A.
n — 2k

=4(n—1)c

Notons que le calcul précédent dans le cas k = 1 fournit le méme résultat, en remplagant le membre de
gauche par la masse ADM de g.
—4
L’énoncé du théoréme concerne § = ¢»—2% g. Par homothétie

o o A(n —1
/ AF=1Scal di = c_2/ A-1Saaldp = 2= 4
M—{p} M—{p} n—2k

ce qui est énoncé par la proposition. [l

Remarque 5.3. (i) Le raisonnement concernant l'intégrabilité montre plus généralement que si § est

asymptotiquement plate & l'ordre 7 > ”_22]“, alors on a I’équivalence

AF-1Scal € L'(dd) < Q€ L'(db).

La platitude asymptotique n’est néanmoins pas nécessaire pour définir my, en particulier parce que
les problémes de changements de coordonnées asymptotiquement plates & 'infini ne se posent pas.

(ii) Comme expliqué a la remarque [£2] les projections stéréographiques utilisant les fonctions de Green
G} pour n > 2l + 3 sont également intéressantes. D’aprés le théoréme 23] il y a un développement
asymptotique (G.I) valable, en retirant le terme —- Ap?*~"5;; + 0(p**~"). La métrique § est alors

asymptotiquement plate d’ordre 7 = 2, et de méme que dans la preuve, la nullité de Ql implique que

Al=1Scal = O(p=*~2!) (toujours avec les mémes dominations asymptotiques des dérivées). Donc si

k>1,

AF=1Gcal = APt Al=1Scal = O(p~4~2F) |

ce qui est L' si n égale 2k + 1, 2k + 2 ou 2k + 3. Le méme calcul que la dans la preuve ci-dessus,
en substituant 0 & A, montre que
mpg (g) =0.
Remerciements. Ce travail a été effectué lors de ma thése a 'Institut de Mathématiques et Modélisation
de Montpellier, Université Montpellier 2, sous la direction de Marc Herzlich. Je le remercie chaleureuse-
ment pour les discussions que j’ai eues avec lui, ses remarques et ses encouragements.

Références

[1] R. Arnowitt, S. Deser, and C. W. Misner, Coordinate invariance and energy expressions in general
relativity., Phys. Rev. (2) 122 (1961), 997-1006.

[2] R. Bartnik, The mass of an asymptotically flat manifold, Comm. Pure Appl. Math. 39 (1986), no. 5,
661-693.

[3] A. F. Beardon, The geometry of discrete groups, Graduate Texts in Mathematics, vol. 91, Springer-
Verlag, New York, 1995, Corrected reprint of the 1983 original.

[4] A. L. Besse, Einstein manifolds, Classics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 2008, Reprint of
the 1987 edition.

25



51
6]
7
8]
9

[10]

11]

12]

13]

14]

15]

116]

[17]
[18]

19]
[20]
21]
[22]
23]

[24]

[25]

[26]

T. P. Branson, Sharp inequalities, the functional determinant, and the complementary series, Trans.

Amer. Math. Soc. 347 (1995), no. 10, 3671-3742.

P. Chrusciel, Boundary conditions at spatial infinity from a Hamiltonian point of view, Topological
properties and global structure of space-time (Erice, 1985), NATO Adv. Sci. Inst. Ser. B Phys., vol.
138, Plenum, New York, 1986, pp. 49-59.

C. Fefferman and C. R. Graham, The ambient metric, preprint larXiv:0710.0919 [math.DG].

, Conformal invariants, Astérisque (1985), no. Hors Série, 95-116, The mathematical heritage
of Elie Cartan (Lyon, 1984).

S. Gallot, D. Hulin, and J. Lafontaine, Riemannian geometry, 3rd ed., Universitext, Springer-Verlag,
Berlin, 2004.

A. R. Gover, Invariant theory and calculus for conformal geometries, Adv. Math. 163 (2001), no. 2,
206-257.

C. R. Graham, R. Jenne, L. J. Mason, and G. A. J. Sparling, Conformally invariant powers of the
Laplacian. I. Ezistence, J. London Math. Soc. (2) 46 (1992), no. 3, 557-565.

C. R. Graham and M. Zworski, Scattering matriz in conformal geometry, Invent. Math. 152 (2003),
no. 1, 89-118.

H.-C. Grunau and F. Robert, Positivity and almost positivity of biharmonic Green’s functions under
Dirichlet boundary conditions., Arch. Ration. Mech. Anal. 195 (2010), no. 3, 865-898.

L. Habermann, Riemannian metrics of constant mass and moduli spaces of conformal structures,
Lecture Notes in Mathematics, vol. 1743, Springer-Verlag, Berlin, 2000.

L. Habermann and J. Jost, Green functions and conformal geometry, J. Differential Geom. 53 (1999),
no. 3, 405-442.

E. Humbert and S. Raulot, Positive mass theorem for the Paneitz-Branson operator, Calc. Var.
Partial Differential Equations 36 (2009), no. 4, 525-531.

A. Juhl, On conformally invariant powers of the Laplacian, preprint arXiv:0905.3992 [math.DG]l

A. Juhl and C. Falk, Universal recursive formulas for Q@Q-curvature, & paraitre, preprint
arXiv:0804.2745 [math.DG].

J. Lannes, Revétements, Polycopi¢ de cours a I'Ecole polytechnique, disponible sur
http://catalogue.polytechnique.fr/site.php?id=68.

J. M. Lee and T. H. Parker, The Yamabe problem, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 17 (1987), no. 1,
37-91.

B.  Michel, Geometric  invariance  of  mass-like  asymptotic  invariants,  preprint
arXiv:1012.3775 [math-ph]l submitted.

R. Ponge, Logarithmic singularities of Schwartz kernels and local invariants of conformal and CR
structures, preprint arXiv:0710.5783 [math.DG].

R. M. Schoen, Conformal deformation of a Riemannian metric to constant scalar curvature, J.
Differential Geom. 20 (1984), no. 2, 479-495.

, Variational theory for the total scalar curvature functional for Riemannian metrics and
related topics, Topics in calculus of variations (Montecatini Terme, 1987), Lecture Notes in Math.,
vol. 1365, Springer, Berlin, 1989, pp. 120-154.

J. Steiner, Green’s function, Spectral Invariants and a Positive Mass on Spheres, Ph.D. thesis,
University of California, San Diego, June 2003.

M. E. Taylor, Partial differential equations. II, Applied Mathematical Sciences, vol. 116, Springer-
Verlag, New York, 1996, Qualitative studies of linear equations.

26


http://arxiv.org/abs/0710.0919
http://arxiv.org/abs/0905.3992
http://arxiv.org/abs/0804.2745
http://catalogue.polytechnique.fr/site.php?id=68
http://arxiv.org/abs/1012.3775
http://arxiv.org/abs/0710.5783

	1 Introduction
	2 Singularité des fonctions de Green des opérateurs GJMS
	2.1 Second terme des opérateurs GJMS
	2.2 Estimation de Pk r2k-n
	2.3 Singularité

	3 Masse et densité conforme
	3.1 Covariance conforme
	3.2 Régularité

	4 Résultats de masse positive
	4.1 Métrique de Habermann-Jost de P2
	4.2 Espaces sphériques
	4.2.1 Masse et revêtements
	4.2.2 Quotients de la sphère


	5 Masses et invariants asymptotiques

