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基于霍夫变换与线性啁啾变换的粒子全息图

分析方法研究

岑裕庭，匡升平，赵晓娟，韩鹏
（华南师范大学 物理与电信工程学院，广州５１０００６）

摘　要：基于霍夫变换及线性啁啾变换，提出在空域及频域中分析数字全息图中颗粒粒径大小的方

法．在对粒子全息图进行降噪滤波、边缘提取等预处理后，利用弦中点霍夫变换检测粒子的圆心位

置，然后以圆心为起点径向扫描出归一化光强分布曲线，求出空域第一个极小值位置．对光强信号

做傅里叶变换，结合线性啁啾变换做局部频谱细化，求出频域第一个极小值位置．利用所得极小值

位置，代入公式，即可求解颗粒粒径大小．数值计算结果表明，对于粒子间距较大的粒子全息图，该

方法误差在２．５％以内．
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中图分类号：ＴＢ８７７　　　　文献标识码：Ａ　　　　 犱狅犻：１０．３７８８／ｇｚｘｂ２０１１４０１１．１７１１

０　引言

全息术不仅记录光波的振幅信息，同时记录相

位信息．而相位通常更能反映物体的本质属性，因而

全息术被广泛应用于多个测量领域［１３］．

其中，全息粒子测量是全息术的应用领域之一．

在数字全息术中，粒子全息图以数字形式记录在

ＣＣＤ上，分析全息图可获得粒子的粒径及位置信

息．通常做法是在数字全息图中数值重建出物光场．

然而零级像与共轭像的消除［４］，粒子在焦与否的判

定［５］，再现算法优化和再现画质的提高［６］，是此做法

不得不克服的几个棘手问题．

另一种做法是直接分析全息图的干涉条纹，由

此反演出想要的颗粒信息．该分析方法有傅里叶变

换［７］、小波变换［８９］、维格纳变换［１０］等．它们都是对

数字全息图的一维信号做的变换，且基于贝塞尔包

络曲线极小值位置先验已知情况．

文献［１１］介绍了一种数字粒子全息测量方法．

拟定粒子在焦时粒子覆盖区域像素值是深度范围内

的最小值，作为粒子聚焦与否的判定依据，求出再现

距离．再通过卷积的数值再现方法，得出粒子再现全

息图．因粒子在焦时再现像轮廓清晰，利用霍夫变换

检测粒子轮廓，所得轮廓直径即为粒子的粒径大小．

受此启发，针对球形粒子全息图是同心衍射圆

环的特点，本文将霍夫变换应用于粒子圆心检测，通

过扫描方法得到每个粒子的光强分布曲线，分别在

空域和频域求第一个极小值位置，进而由公式求出

颗粒粒径大小．

与国内外的研究方法相比，本文主要将粒子的

全息图特点与对应此特点的信号分析方法结合起

来，回避了数值再现的常规做法．为粒子全息图的测

量分析提供了另一种参考方法．

１　共轴全息理论

１．１　共轴夫朗禾费全息光强公式

在相干光照明下，当记录距离狕满足夫朗禾费

近似条件时，一个半径为犪的球形颗粒形成的全息

图光强分布可表示为
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式中，λ表示相干光的波长，狉表示全息面的空间极

坐标，Ｊ１ 表示一阶贝塞尔函数．

式（１）中，第一项表示照明光所形成的均匀背
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景；第二项表示贝塞尔信号对啁啾信号的频率调制，

这一项有颗粒散射光与照明光干涉产生；第三项是

贝塞尔信号的平方项，它的幅值远小于其它两项，通

常忽略不计．

图１（ａ）是仿真的球形颗粒共轴全息图，颗粒参

量为犪＝４５μｍ，狕＝２０ｃｍ，λ＝６３２．８ｎｍ．图１（ｂ）是

图１（ａ）的光强分布曲线，其外包络满足贝塞尔函

数，其第一个极小值位置，即一阶贝塞尔函数的第一

个零点位置，如图标识．

图１　球形颗粒共轴夫琅和费全息图

Ｆｉｇ．１　ＩｎｌｉｎｅＦｒａｕｎｈｏｆｅｒｈｏｌｏｇｒａｍｐａｔｔｅｒｎｏｆａｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｒｔｉｃｌｅ

１．２　求解颗粒信息的依据

１．２．１　空域极小值位置求粒径

由式（１）可知，分析全息图光强分布犐，可反演

得出粒子的空间位置狉和粒径大小犪．全息光路一

旦固定，波长λ和记录距离狕 均不变，假定它们已

知，则求犪只须求狉．则包络函数的第一个极小值位

置出现在

２π犪狉

λ狕
＝３．８３ （２）

若能通过某种方法观察到狉的精确位置，即可

求解粒径犪．

１．２．２　频域极小值位置求粒径

式（１）中的正弦函数在图１（ｂ）中表现为快变的

震荡啁啾信号．啁啾信号频率为

犳＝
１

４π



狉
π狉

２

λ（ ）狕 ＝
１

２

狉

λ狕
（３）

当λ，狕固定时，易见犳∝狉，即频率和位置是线

性一一对应关系．若可求得频域中第一个极小值位

置犳，便可对应得出狉，再代入式（２）求犪．

亦可联立式（２）、（３），得到利用频域极小值位置

犳求粒径犪的公式（４）

犪＝
３．８３

４π犳
（４）

本文以式（２）～（４）为依据，就如何找出第一个

极小值位置进而检测粒径大小而展开．

２　基于霍夫变换与线性啁啾变换的粒

子全息图分析方法

　　粒子全息图的图样特点是一组同心衍射圆环，

颗粒的中心位置即同心圆环的圆心位置．圆环亮暗

纹的光强（即灰度值）分布，满足式（１）．若可知粒子

中心位置，设法求出光强分布，再提取第一个极小值

位置，就能通过式（２）～（４）求得粒径．本文提出两种

从粒子全息图求颗粒粒径的方法，空域极小值法和

频域极小值法．

空域极小值法步骤：１）图像二值化；２）弦中点霍

夫变换求圆心；３）扫描光强分布曲线，求空域极小

值；频域极小值法步骤：执行步骤１）～３）；４）傅里叶

变换求光强分布频谱；５）线性啁啾变换细化局部频

谱，求频域极小值位置．

２．１　弦中点霍夫变换

霍夫变换（ＨｏｕｇｈＴｒａｎｓｆｏｒｍ）常用于检测图像

中的线段、直线、曲线或圆周．经典的圆检测 Ｈｏｕｇｈ

算法虽准确度高，但计算量大，不适于实时检测．后

人提出了多种改进方法，其中一种是弦中点圆心检

测方法［１２］．

该方法的检测原理是：在一个含有圆的二值图

像中，作圆上任意一点与其余点的中点曲线，该中点

曲线构成原圆在该点的一个内切圆．由于在圆的中

心处，必有较多的内切圆通过，而在其他位置上，中

点曲线通过的可能性要小得多，用这种方法可以快

速得求得相关圆心（见图２）．

改进的霍夫变换圆心检测程序的实现步骤为：

１）图像预处理．如降噪滤波、直方图均衡化．

２）自动阈值分割粒子目标．Ｃａｎｎｙ算子提取粒

子像素边缘，并骨架化至稳定二值图像．

３）建立 Ｈｏｕｇｈ圆心累加器．累加器大小与原图

等大，累加器初始值为０．

４）遍历所有特征点，划分特征点集．同一圆周上

２１７１
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的边缘像素归类为一特征点集，求每一特征点集中

的任意一点与其余特征点的中点，并记录其位置，累

加器的对应位置加１．

５）使用滤波器平滑所得圆心累加器中的小毛

刺．再用形态学顶帽运算，最大类间方差返回圆心提

取阈值．

６）标记累加器中大于阈值的点，同一标记的归

为同一点集，并求各点集所在矩形边界．极值法求出

波峰位置，视为圆心位置．编号表示圆心编号．

运行 Ｈｏｕｇｈ圆心检测程序，对应图２中的两个

同心圆，其 Ｈｏｕｇｈ圆心累加器如图３．

图２　霍夫变换圆心检测示意图

Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＨｏｕｇｈｔｒａｎｓｆｏｒｍｃｉｒｃｌｅ

ｃｅｎｔｅｒｄｅｔｅｃｔｉｏｎ

图３　对应图２中两对同心圆的霍夫圆心累加器三维图

Ｆｉｇ．３　３ＤｍａｐｏｆＨｏｕｇｈｃｉｒｃｌｅｃｅｎｔｅｒａｃｃｕｍｕｌａｔｏｒ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｔｗｏｐａｉｎｏｆｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃ

ｃｉｒｃｌｅｓｉｎＦｉｇ．２

２．２　光强分布曲线

２．２．１　径向扫描光强分布曲线

对全息图预处理并二值化［１３］后，利用弦中点

Ｈｏｕｇｈ变换检测圆心，之后通过累加方法得到全息

图的光强分布曲线，具体步骤为：

１）同心圆的一个圆心包括多个圆周，为避免与

无关圆周上的点作累加，须把属于同一圆心的圆周

划分出来，即划分圆周累加区域．区域可用３．１节步

骤６）的圆心矩形边界近似；

２）求最大累加半径．在各圆心的最大圆周上等

间隔取点，求各点至对应圆心的距离，再平均即得各

圆心的最大累加半径；

３）累加圆周极坐标化．各圆心加减对应最大累

加半径，分别确定累加圆周的四个象限点．并将圆周

坐标由直角坐标化为极坐标；

４）自圆心开始，径向扫描同一圆周上的像素点

并记录个数，累加对应位置的灰度值，归一化处理，

即得某一圆周上的平均灰度值．逐一增大半径，继续

累加归一化，至最大累加半径为止，可适当外延数十

像素．得到的半径灰度值关系，即可画出狉犐曲线．

运行该程序，图４是图１（ａ）的扫描光强分布曲

线，原图光强分布曲线见图１（ｂ）．

图４　扫描的光强分布曲线

Ｆｉｇ．４　Ｓｃａｎｎｅｄｌｉｇｈｔｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

２．２．２　方法一：空域极小值位置求颗粒粒径

由式（２）可知，图１（ｂ）的第一个极小值位置理

论值是１．７１４４ｍｍ．而图４的第一个极小值位置

狉扫描是２９５ｐｉｘｅｌ，乘上每像素单元大小Δ狓＝５．８６×

１０－６μｍ，为１．７２８７ｍｍ．即狉测＝狉扫描×Δ狓．检测值

与理论值相对误差为０．８４％，证明该算法正确

可行．

至此，便可 利用空 域 极 小 值 位 置 求 粒 径．

１．７２８７ｍｍ代入式（２），得检测粒径犪为４４．６２６８μｍ，

与标称值４５μｍ的相对误差为０．８３％．

２．３　细化局部频段

２．３．１　傅里叶变换并线性啁啾变换

继续执行本节步骤，可用频域极小值位置，根据

式（４）求颗粒粒径．为初步确定光强犐的频域极小值

大致位置，将信号延拓至双边分布，并傅里叶变换至

频域．设置程序的采样频率为１０２４Ｈｚ，图４的傅里

叶变换后如图５．图示截取显示第一个极小值位置

的频段．

比较图５与图１（ｂ）易见，傅里叶变换后，信号

频谱曲线走势与其空域曲线走势相近，可推知其函

数形式相近．图中标记第一个极小值位置大概在

８２Ｈｚ附近．

３１７１



光　子　学　报 ４０卷

图５　图１（ｂ）的傅里叶频谱

Ｆｉｇ．５　ＦＦＴｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＦｉｇ．１（ｂ）

由式（４）知，犳和犪是一一对应的关系，且与狕

无关．若希望所求粒径犪的结果误差较小，应尽量提

高频率位置犳的测量准确度．由此分析，有必要对

频谱进一步细化，这时傅里叶变换本身的缺点就显

露出来．

首先，ＦＦＴ求得的是信号的全频谱，但实验中

只关心频谱中的一小区域频段；再者，ＦＦＴ在整个

频谱中具有相同的分辨率．如果要放大、细化感兴趣

的频段，只能对所有频率都增加准确度，增大采样序

列，这势必大大增加计算量．为了有效细化频谱并兼

顾采样量，引入线性啁啾变换．

２．３．２　线性啁啾变换的原理

线性啁啾Ｚ变换
［１４］（ＣｈｉｒｐＺｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＣＺＴ）

是为了弥补ＦＦＴ的不足而提出．相比于ＦＦＴ，ＣＺＴ

可实现局部频谱细化，且采样起止点和采样间隔是

任意选取的．在同等的采样条件下，ＣＺＴ的谱分辨

率和计算速度要高于ＦＦＴ，有利于窄带频谱分析．

设采样信号序列为狓（狀），狀＝０，１，２…犖－１，其

Ｚ变换定义式为

犡 狕（ ）犽 ＝∑
犖－１

狀＝０

（）狓狀狕－狀
犽 （５）

式中狕犽 为犣平面采样点，犽＝０，１，２…犕－１

如果沿犣平面螺线等分角采样，采样点狕犽＝

犃犠－犽，则这种变换就称为ＣＺＴ

犡 狕（ ）犽 ＝∑
犖－１

狀＝０

（）狓狀犃－狀犠狀犽 （６）

式中

犃＝犃０ｅｘｐ ｊ（ ）θ ，犠＝犠０ｅｘｐ －ｊ（ ）φ （７）

要实际运用线性啁啾变换，必须设定采样参量．

设起始频率犳ｂ，终止频率为犳ｔ，频带宽度犳ＢＷ＝犳ｔ－

犳ｂ，采样频率犳ｓ，频谱分辨率犳ｒ，ＣＺＴ的采样参量之

间存在关系，则

θ＝
２π犳ｂ

犳ｓ
，＝
２π犳ｒ

犳ｓ
，犕＝

犳ＢＷ

犳ｒ
＝
犳ｔ－犳ｂ

犳ｒ
（８）

　　基于图５，运用ＣＺＴ就８２Ｈｚ这一小块频谱进

行放大．设定细化频段为７２～９２Ｈｚ，谱分辨率为

０．１Ｈｚ，采样频率１０２４Ｈｚ．细化频谱如图６．

图６　图５的ＣＺＴ

Ｆｉｇ．６　ＣＺＴｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＦｉｇ．５

值得一提的是，若知道待测颗粒的粒度范围，由

式（４）可知其频域极小值的对应范围，也可帮助选择

线性啁啾变换的细化频段．

２．３．３　方法二：频域极小值位置求颗粒粒径

图６中频域的第一个极小值位置为犳ＣＺＴ ＝

８１．１７Ｈｚ．而由式（３）或（４），可得知频域极小值位

置理论值为６７７２．９３Ｈｚ．

比较犳的理论值与检测值，相差甚远，这是因

为理论值犳是真实所需的频率，是在ＣＣＤ允许最大

空间采样频率下犳ＣＣＤｍａｘ得到．而

犳ＣＣＤｍａｘ＝
１

Δ狓
＝

１

２×５．８６×１０－６
＝

８．５３２４×１０４Ｈｚ （９）

但仿真的采样频率犳Ｓ仅为１０２４Ｈｚ，二者相差

８３．３２４４倍．故犳ＣＺＴ须乘上倍数，才是真实的检测频

率犳测，为６７６３．４５Ｈｚ，与理论值相对误差０．１４％．

此段所述，可表达为

犳测＝犳ＣＺＴ
犳ＣＣＤｍａｘ

犳Ｓ
（１０）

犳测代入式（４），可得粒径犪为４５．０６３１μｍ，与

标称值４５μｍ的相对误差为０．１４％．

３　实验仿真

为验证上述分析方法的可行性，进行了仿真实

验．仿真参量：λ＝６３２．８ｎｍ，犪＝２０ｃｍ，犪１＝４０μｍ，

犪２＝６０μｍ．粒子中心坐标（狓１，狔１）＝（５１３ｐｉｘｅｌ，

５１３ｐｉｘｅｌ），（狓２，狔２）＝（１５３７ｐｉｘｅｌ，５１３ｐｉｘｅｌ）．考虑

到实验全息图常伴有噪音，添加一定量的椒盐噪音

和高斯白噪音．所得全息图如图７．
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图７　仿真全息图

Ｆｉｇ．７　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｍ

空／频域极小值位置法求颗粒粒径的分析流程

步骤：

Ｓｔｅｐ１：中值滤波消除背景噪音，３．１节方法建

立圆心累加器，结果如图８．检测得的圆心坐标分别

为（５１２．６２６４，５１２．８６４７），（１５３６．６０４１，５１２．８３１７），

结果与仿真值误差小于半个像素．

图８　图７的霍夫圆心累加器三维图

Ｆｉｇ．８　３ＤｍａｐｏｆｈｏｕｇｈｃｉｒｃｌｅｃｅｎｔｅｒａｃｃｕｍｕｌａｔｏｒｏｆＦｉｇ．７

Ｓｔｅｐ２：３．２节方法自圆心开始逐圆周累加归一

化灰度值，描绘狉犐曲线，并用局部极值程序求得各

个波峰谷的位置，组成外包络线，如图９．

图９　粒子１和２的光强分布曲线及外包络线

Ｆｉｇ．９　Ｌｉｇｈｔｉｎｔｅｎｓｉｔｙｃｕｒｖｅａｎｄｅｎｖｅｌｏｐｅｏｆｐａｒｔｉｃｌｅ１ａｎｄ２

粒径４０μｍ的粒子１的空域极小值位置理论

值为１．９２８７ ｍｍ，而图９（ａ）的扫描值狉扫描 为

３３１ｐｉｘｅｌ，乘上每像素单元大小Δ狓，狉测为１．９３９７ｍｍ，

相对误差０．５７％．狉测 代入式（２），得检测粒径为

３９．７７３１μｍ，相对误差０．５７％．

同理，对于粒径６０μｍ的粒子２，图９（ｂ）的狉扫描

为２２４ｐｉｘｅｌ，相当于１．３１２６ｍｍ，与理论值１．２８５８ｍｍ

的相对误差为２．０５％．进一步可得检测粒径为

５８．７７１９μｍ，相对误差２．０５％．

继续执行下面步骤，可用频域法求颗粒粒径．

Ｓｔｅｐ３：傅里叶变换求信号频谱，选定局部频谱

细化的起止频率，傅里叶频谱如图１０．

图１０　图９的傅里叶频谱分布

Ｆｉｇ．１０　ＦＦＴｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＦｉｇ．９

观察图１０的频域第一个极小值位置，粒子１在

９１Ｈｚ附近，粒子２在５９Ｈｚ附近．

Ｓｔｅｐ４：运用线性啁啾变换，选定粒子１的细化

频段为８２～１０２Ｈｚ，粒子２的细化频段为５２～

７２Ｈｚ，谱分辨率为０．１Ｈｚ，结果如图１１．

４０μｍ粒子１的频域极小值位置为７６１９．５Ｈｚ，

图１１（ａ）犳ＣＺＴ ＝９１．２７Ｈｚ，代入式（５），得犳测 ＝

７６０５．０２Ｈｚ，相对误差０．１９％．由式（４），得检测粒

径为４０．０７６４μｍ，相对误差０．１９％．

同理，对于６０μｍ粒子２，图１１（ａ）犳ＣＺＴ＝６０．９９Ｈｚ，

相当于犳测＝４９９９．４６Ｈｚ，与理论值５０８１．９６Ｈｚ

的相对误差为０．０５％．求得检测粒径５９．９７３３μｍ，

相对误差０．０５％．
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图１１　图９的线性啁啾变换局部频谱细化

Ｆｉｇ．１１　ＣＺＴｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆＦｉｇ．９

　　为了验证上述两种方法的普遍性，在波长λ及

噪音强度不变的情况下，仿真颗粒选取粒径犪为

１５μｍ至５０μｍ之间的８个样本，并在记录距离狕

为５ｃｍ、１０ｃｍ、１５ｃｍ的情况下，分别由空域法和频

域法计算粒径．以下图表所示是检测的结果．

空域法的颗粒粒径检测结果由表１和图１２．

表１　空域法的颗粒粒径检测结果

犜犪犫犾犲１　犚犲狊狌犾狋狊狅犳狆犪狉狋犻犮犾犲狉犪犱犻狌狊犪（μ犿）犫狔狊狆犪狋犻犪犾犱狅犿犪犻狀犿犲狋犺狅犱

犪／μｍ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

狕＝５ｃｍ １４．８２５３ １９．８２６７ ２５．３１７１ ２９．３８６ ３４．６４４５ ３９．１８１３ ４４．４７６ ５０．６３４３

狕＝１０ｃｍ １４．９６０１ ２０．１２９８ ２５．０２８３ ３０．０５６９ ３４．６４４５ ４０．６３２４ ４４．７７８６ ４９．１２２８

狕＝１５ｃｍ １５．１４３７ １９．９０６６ ２４．８０８２ ２９．８２９８ ３５．３８９５ ４０．１３７ ４４．６７７３ ５０．１２０２

　　图１２是表１中数据与其仿真标称值的相对误差表．频域法的颗粒粒径检测结果见表２和图１３．

表２　频域法的颗粒粒径检测结果

犜犪犫犾犲２　犚犲狊狌犾狋狊狅犳狆犪狉狋犻犮犾犲狉犪犱犻狌狊犪（μ犿）犫狔犳狉犲狇狌犲狀犮狔犱狅犿犪犻狀犿犲狋犺狅犱

犪／μｍ １５ ２０ ２５ ３０ ３５ ４０ ４５ ５０

狕＝５ｃｍ １４．９７２５ ２０．０２１６ ２５．２９５８ ２９．９３２７ ３５．２０４７ ４０．６８７１ ４４．３４７４ ５０．６８９７

狕＝１０ｃｍ １４．８８７１ ２０．０９７６ ２４．９３３７ ３０．００６３ ３５．３７４ ４０．２２１８ ４４．４４４４ ４９．０３１８

狕＝１５ｃｍ １４．９１７５ ２０．１５３１ ２４．７４８１ ３０．００６３ ３４．８３６ ４０．４８９ ４５．８３６７ ４９．３６２６

图１２　空域法求粒径相对误差

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆａｂｙｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ
图１３　频域法求粒径误差

Ｆｉｇ．１３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆａｂｙｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｍｅｔｈｏｄ

　　图１３是表２中数据与颗粒标称值的相对误

差表．

由上可见，对于仿真测试的颗粒样本，空／频法

的测量误差分布在２．５％以内．空域法的测量准确

度取决于扫描得到的光强分布曲线，及ＣＣＤ像素大

小．而空域法的测量准确度，则取决于光强分布曲

线，细化频段及谱分辨率．

需要指出的是，本文方法存在若干点不足．首

先，方法假定记录距离已知，故不能解决粒子在焦与

否的判定；其次，对于粒子间衍射环发生交叠的情

况，由于未就此做仔细讨论，方法的适应性未知．经

简单测试，现程序未能有效分离出交叠粒子的极小

值位置，故在原理和程序算法方面有待改进．再者，

因小粒子光强分布的第一极小值位置远离粒子中
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心，造成检测耗时的倍增，且此时各粒子衍射环交叠

的可能性增大，误检测或检测失败的机率也增大．以

上不足，列入课题组今后的工作计划．综上所述，兼

顾准确度和效率，本文方法较适用于粒径在三四十

微米以上，粒子间相距较远的大粒子检测．

４　结论

本文结合粒子全息图的图样特点，提出基于霍

夫变换和线性啁啾变换的粒子全息图分析方法．通

过准确计算出光强分布曲线的空／频域中第一个极

小值位置，来求解颗粒粒径大小．模拟结果表明，当

粒子间距较远时，方法相对误差小于２．５％．本文方

法可作为粒子全息图测量的另一种参考．
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