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比例速率约束下 OFDMA 系统近似最优的资源分配算法 
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摘  要：中继协作 OFDMA 系统以及非中继 OFDMA 系统，在比例速率公平性约束下的无线资源分配问题，是含

非线性等式约束的混合离散型优化问题，很难得到满足实时性要求的近似最优算法。该文分别基于这两种系统在速

率公平性约束下的等价优化模型，提出拉格朗日松弛的联合优化算法。算法的关键在于 OFDMA 系统的渐进强对

偶性，这个性质使得多项式时间算法的设计成为可能。该文算法的复杂度与系统载波数目成线性关系；仿真结果表

明，算法的性能极好地逼近最优分配方案性能。 
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Near-optimal Resource Allocation Algorithms for OFDMA  
Systems with Proportional Rate Constraints 

Chen Jin-ping    Li Chun-guo    Yang Lu-xi 
(School of Information Science and Engineering, Southeast University, Nanjing 210096, China) 

Abstract: The joint resource allocation issue in OFDMA systems or relay-based OFDMA systems with 

proportional fairness constraints is a mixed discrete programming issue including nonlinear equality constraints, 

which is hard to tackle efficiently and near optimally. In this paper, an algorithms to solve these two non-convex 

problems are proposed by Lagrangian dual relaxation based on the equivalent forms. The key in the algorithms is 

the so-called asymptotic strong duality for OFDMA systems. The asymptotic strong duality suggests that it may 

be possible to devise polynomial time approximation schemes. These algorithms have the computational 

complexity linear with the number of subcarriers. Numerical results show that the proposed algorithms can be near 

optimal to the globally optimal solutions. 
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1  引言  

OFDMA系统资源包括多维自由度(子载波，功

率，中继等)，动态分配资源对系统性能的提升起着

关键作用，然而大多数资源分配问题都属于

NP-hard问题(最优求解复杂度与载波的数目成指数

关系)，所以研究重点集中在寻找次优算法或近似最

优算法[1,2]。 
文献[3]的贪婪算法为每个子载波选择信道最好

的用户并基于注水原理分配功率；文献[4]针对多中

继单用户系统，提出对偶方法进行近似最优的资源

分配；文献[5]通过约束松弛的方法，将混合离散型

问题变换为凸优化问题求解，追求最大的系统效用；

文献[6]是松弛方法在中继系统下的应用。文献[7,8]
针对系统用户具有最小的速率要求，分别提出资源
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分配的次优和近似最优算法。然而，以上的工作都

没有考虑用户之间速率的比例公平性。 
文献[9]研究了非中继系统下的max-min问题，

优化目标为系统中最小用户速率最大化。在大多数

实际通信系统中，不同业务类型的用户有不同的速

率要求，被赋予不同的系统资源分配优先权；所以，

用户速率比例公平性约束下的资源优化问题具有实

际的意义(max-min为其特例，速率比例为1:1)。然

而，比例速率约束下系统的资源分配，是含非线性

等式约束的混合离散型优化问题。文献[10]采用分步

分配资源的次优算法，首先分配子载波，然后再分

配功率使得用户速率满足比例约束条件；文献[11]
是文献[10]方法在单中继多用户情形下的推广。这两

种算法都没能对资源进行联合优化，在用户信道质

量差异较大的情况下，系统有一定的容量损失，且

用户速率不能较理想地满足比例关系。文献[12]的部

分内容中，基于文献[13]的工作，提出一种二分逐次

逼 近 的 近 似 最 优 算 法 ， 但 复 杂 度 较 高

2( log ( ))O N Nε ( ε 为较大初始误差值)，实时性较
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差。 
文献[14]分析了功率约束下OFDMA系统吞吐

量最大化问题的渐进强对偶性，即随子载波数目的

增大，原优化问题及其对应对偶优化问题之间的最

优对偶间隙渐进趋小为零，文献[15]给出更为严谨的

理论分析和证明。本文针对用户比例公平性约束条

件，首先给出等价的优化形式(epigraph form)[16]，

消除问题中所包含的非线性等式约束，便于进一步

求解；并基于OFDMA系统渐进强对偶性，提出拉

格朗日松弛的资源分配算法，该算法分成两步，第1
步使用修正的椭圆算法求解对偶问题最优解，第2
步基于对偶框架下的最优解，比例缩放每个子载波

分配功率，得到满足原问题功率约束条件的近似最

优解，无需求解非线性等式约束原问题。算法充分

考虑了无线资源的联合优化，系统吞吐量性能极好

地逼近最优方案上界，同时满足严格的速率公平性

约束条件；算法复杂度与载波数目成线性关系。 

2  系统模型 

本文假定基站可得到所有信道的瞬时状态信

息，采用中心控制的方法完成资源分配。 
2.1 非中继系统 

考虑多用户OFDMA系统下行链路，系统内有

M 个用户，N 个载波，系统总带宽为B ，基站总功

率约束 TP 。 ,m nh , ,m np 分别为基站与用户m 之间载

波n 的信道增益及分配功率， 0N 为加性高斯白噪声

的功率谱密度。每个子载波的信息传输率可表示为 
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系统动态资源分配的目标是：在满足用户之间

速率严格比例关系的前提下，对频带和功率资源联

合优化，使得系统吞吐量最大。 
用户之间的速率比例约束为 
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由于非线性等式约束式(1)的存在，使得资源分

配问题更为复杂。本文引入辅助变量 t ，得到该优化

问题等价的数学模型(epigraph form)如下： 
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问题式(2)的第 2 个约束条件强制用户之间满足

速率比例关系，最后一个约束表示每一子载波只能

被一个用户占用，这是典型的混合离散型优化问题，

属于 NP-hard 问题。理论上，离散型最优解可以通

过穷举搜索的方法获得，然而所有可能的子载波分

配将有 NM 种。式(2)满足渐进强对偶性，所以本文

通过拉格朗日松弛的方法，求得原问题的近似最优

解。 
2.2 中继协作系统 

考虑单中继协作的资源分配算法，稍做修改，

可推广至多中继系统。OFDMA系统下行通信链路，

由于信道衰减太大或障碍物阻断信号等原因，基站

通过解码转发中继与用户协作传输信号，即由两跳

链路完成通信。设中继采用时分双工(TDD)方式共

享同一子载波。 
系统中有M 个用户，N 个载波，系统总带宽为

B ，基站和中继分别具有各自功率约束 SP 和 RP 。

, ,s m nh , , ,s m np 分别为基站与用户m 之间子载波n 的

第1跳的信道增益及分配功率； , ,r m nh , , ,r m np 分别为

基站与用户m 之间子载波n 第2跳的信道增益及分

配功率。 0N 为加性高斯白噪声功率谱密度。 
对解码转发中继，同一条子载波的最优功率分

配满足 , , , , , , , ,s m n s m n r m n r m np H p H= ，所以每个子载波n

经两跳链路的信息传输率为 
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参照2.1节，比例速率约束下中继协作OFDMA
系统资源优化问题为 
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3  联合的子载波分配、功率控制算法 

3.1 非中继系统下的资源分配 
3.1.1 对偶问题的最优求解  问题式(2)的拉格朗日

函数如下： 
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分析其对偶函数： 
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所以，相应的对偶优化问题如下： 
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显然，对于给定的 ,{ }m np ，拉格朗日函数式(4)
都是 ( ),λ μ 的线性函数，其对偶函数式(5)必是凸函

数[16]。而且优化问题式(6)只有线性约束条件存在，

所以式(6)是凸优化问题。 
对偶问题式(6)的约束条件中，包含约束条件 
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于是得到如下等价的优化问题： 
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由原问题式(2)约束条件可知，每一条子载波只

能分配给一个用户。对于给定的( ),λ μ ，当子载波n

分配给用户m 时，式(8)是一个凸优化问题，由KKT
条件，可以得到最优的功率分配。 
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本文中， [ ] ( )max ,0x x+ =  
对于子问题式(8)的求解，即是对于子载波n ，

选择用户m 使式(8)最大。 
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对于目标函数为不可微对偶函数的凸优化问

题，可考虑用收敛速度较快的椭圆算法求解。 

因为在本文中，对偶问题式(7)不仅仅有非负的

拉格朗日乘子约束 1C , 2C 存在，还出现不等式约

束 3C ，我们不得不考虑求解优化问题收敛过程中可

能出现椭圆中心落入不可行域的情形，所以，本文

对椭圆算法进行如下修正： 
(1)当椭圆中心不满足约束条件 1C , 2C 时，椭

圆算法收敛的次梯度为 
M
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m 为 T
1 1[ , , , ]Mλ μ μ − 中任一不满足条件的变量序

号， me 为第m 个变量为1的单位向量。 
(2)当椭圆中心不满足约束条件 3C 时，算法收

敛的次梯度为 
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式(9)中，次梯度的求解过程如下： 
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−
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−
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= = =
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∑∑ ∑

μ
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μ

μ

( ) ( ),
1

,
N

M M n
n

rφ λ∗

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑ μ μ  

因为对偶问题的最优解( ),λ∗ ∗μ 满足KKT条件，

,

( , , , )
0

m n

L t

p

λ∗ ∗∂
=

∂
p μ

，所以，可得到最优解的取值范

围如下： 

{ }
{ }

{ }

,

1, ,
1, ,

0 max
ln2

0 1,  1, , 1

m m n

m M
n N

m

H

m M

φ
λ

μ

∗

∈
∈

∗

⎫⎛ ⎞ ⎪⎟ ⎪⎜≤ ≤ ⎟ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪⎬⎪⎪⎪≤ ≤ ∀ ∈ − ⎪⎪⎭

     (10) 

根据式(10)，可确定算法的初始椭圆。 

3.1.2 原问题的近似最优求解  当得到对偶问题的

最优解( ),λ∗ ∗μ 时，在给定的( ),λ∗ ∗μ 下，可得到对偶

框 架 下 子 载 波 分 配 { ( , )}nm λ∗ ∗ ∗μ 和 功 率 分 配

,{ ( ,m np λ∗ ∗ )}∗μ 的最优情况。当子载波数目一定时，

最优对偶间隙总是存在的，对偶最优解的功率分配

可能不能满足原问题的约束条件，由此，我们仍然

需要求解原问题的近似最优解。 

考虑到OFDMA系统的渐进强对偶性，本文基

于对偶问题框架下最优的子载波分配，通过功率等

比例缩放的方法重新分配子载波上的功率，以满足

原问题的约束条件，如下： 

( )

( ) { }

,
1 1

, ,

,

, ,  1, , ,

M N

m n
m n

T
m n m n

P p

P
p p m M n

P

λ

λ

∗ ∗ ∗

= =

+ ∗ ∗ ∗

=

= ∀ ∈ ∀

∑∑ μ

μ
 

3.1.3 复杂度分析  以上基于拉格朗日松弛的算法

中，椭圆算法收敛的复杂度为 2( )O M ，而每次迭代

中最优 ,{ ( , )}m np λ∗ μ 搜索过程的复杂度 ( )O MN ，所以

本文算法的复杂度为 3( )O M N ，与子载波数目成线

性关系。穷举法的复杂度为 ( )NO M ；文献[12]的近

似最优算法的计算复杂度为 3
2( log ( ))O M N Nε 。 

3.2 中继系统下的资源分配 

3.2.1 对偶问题的最优求解  问题式(3)的拉格朗日

函数如下： 

, ,
, ,

, ,1 1 1

, ,
1 1

,
1 1

1
( , , , , )

 

 

M M N
r m n

S r m n
m s m nm m n
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H
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r t

λ ρ λ
φ

ρ

μ φ

= = =

= =

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑∑

∑∑

∑ ∑

p μ

 

其对偶函数为 
( )

,
, , sup ( , , , , )

t p
g L tλ ρ λ ρ= pμ μ  

参照3.1节，我们消去保证对偶函数向上有界的 

等式约束
1 1

1
1

M M
mm m

m

μ
φ= =

+ =∑ ∑ ，得等价的对偶 

优化问题如下： 

( )

{ }

1

1

1 1

min , ,

s.t. 1 : 0

 2 : 0

3 : 0,  1, , 1

1
 4 : 0
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m
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λ

ρ

μ

μ
φ

=

−

= =

⎫⎪⎪⎪+ + ⎪⎪⎪⎪⎪≥ ⎪⎪⎪⎪≥ ⎬⎪⎪⎪≥ ∀ ∈ − ⎪⎪⎪⎪⎪⎪− ≥ ⎪⎪⎪⎭

∑

∑ ∑

μ

   (11) 
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μ

 

参照3.1节，对于给定的 ( ), ,λ ρ μ ，可求得当子

载波n 分配给用户m 时，中继端最优的功率分配：

{ }, , , 1, , 1 ,r m np m M∗ ∈ − , ,r M np∗ 。 

所以，求解子问题式(12)，即是对于子载波n ，

选择用户m 使式(12)最大。 
( )

{ }
( )

( )
( )

其它

1, ,

,

,

, , argmax , , ,  

, , ,
, , ,  
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n n
m M

m n n

m n

m g n

p m m
p n
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∈
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∗

= ∀

⎧ =⎪⎪⎪= ∀⎨⎪⎪⎪⎩

μ μ
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μ

 

同理，我们对椭圆算法进行修正如下： 

(1)当椭圆中心不满足对偶问题式(11)的约束条

件 1C , 2C , 3C 时，算法收敛的次梯度为 
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1MR +∇ = − ∈me  

m 为 T
1 1[ , , , , ]Mλ ρ μ μ − 中任一不满足条件的变量序

号， me 为第m 个变量为1的单位向量。 
(2)当椭圆中心不满足约束条件 4C ，算法收敛

的次梯度为 
[ ]T 10, 0,1, ,1 MR +∇ = ∈  

(3)当所有约束条件 1C , 2C , 3C , 4C 都满足时，

算法收敛的次梯度为 

[ ]T 1
1 1, , , , M

M Rλ ρ μ μ +
−∇ = ∇ ∇ ∇ ∇ ∈  

参照3.1节，解得 
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参照3.1节，因为对偶问题式 (11)的最优解

( , , )λ ρ∗ ∗ ∗μ 满足KKT条件，所以我们可得其取值范

围，并由此确定算法的初始椭圆。                                            
3.2.2 原问题的近似最优求解  求得对偶问题的最

优解 ( , , )λ ρ∗ ∗ ∗μ 时，得到对偶框架下子载波分配

{ ( , , )}nm λ ρ∗ ∗ ∗ ∗μ 和功率分配 , ,{ ( , , )}r m np λ ρ∗ ∗ ∗ ∗μ 的最

优情况。我们必须同时考虑原问题中基站和中继功

率约束是否满足。采用与无中继OFDMA系统类似

的方法，基于对偶问题框架下最优的子载波分配情

况，通过功率等比例缩放的方法重新分配两跳子载

波上的功率，功率分配方案如下： 

( )

( )

, ,
, ,

, ,1 1

, ,
1 1

, ,

, ,

M N
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(1)如果( / ) ( / )S S R RP P P P+ +≤ ，有 
( ) { }, , , ,= , , ( / ),  1, , ,r m n r m n R Rp p P P m M nλ ρ+ ∗ ∗ ∗ +∗ ∀ ∈ ∀μ  

(2)如果( / )>( / )S S R RP P P P+ + ，有 
( ) { }, , , ,= , , ( / ),  1, , ,r m n r m n S Sp p P P m M nλ ρ+ ∗ ∗ ∗ +∗ ∀ ∈ ∀μ  

3.2.3 复杂度分析  针对单中继协作OFDMA系统

动态资源分配，椭圆算法的复杂度为 2(( 1) )O M + ，

而每次迭代搜索过程的复杂度 ( )O MN ，所以本文算

法的复杂度为 3( )O M N ，与子载波数目成线性关系。 

4  仿真与分析 

4.1 非中继系统 
本文采用的信道模型，为6径的瑞利衰落信道，

每一径用Clarke模型建模，功率时延谱是 le− 的指数

衰减，l 表示第 l 径，系统总带宽 1 MHzB = ，载波

数 256N = ，总的发射功率为 5 W,TP = AWGN的

功率谱密度为 140 dB W/Hz− ⋅ ，路径损耗采用

3GPP-TR25.814模型 ( )∼( ) : 128.1+37.6 lg ,L BS UE d  
( )kmd 。6个用户平均分成两组，其中用户1,2,3位于

距离基站 0.1 km 处，用户4,5,6位于距离基站 0.2 km

处。比例约束条件设定为组内用户的速率相等，即

1 : 1；两组用户之间的速率比例为 : 1,K {1,2,K ∈  
, 8}。仿真了150次信道实现，取平均值。 
图1为两组用户比例速率约束分别为 : 1,K  

{ }1,2, , 8K ∈ 时，系统的平均总吞吐量曲线。随着

K 值的增大，系统容量也增大，这是因为距离基站

更近(即信道增益更好)的第1组将获得更多的资源

分配优先权。图1中给出求解对偶问题式(7)所得到

的性能曲线，是满足比例速率公平性约束问题式(2)
的容量上界。如果所提算法的系统吞吐量大于优化

问题式(2)的容量上界，则必以牺牲用户之间的比例

公平性达到较高的容量；反之，如果算法吞吐量较

低，则必然会有资源的损失，即功率分配给了系统

中较差的信道。如图1所示，本文算法的仿真曲线，

极好地逼近理论的上界，则可以预料到用户之间的

比例公平性是近似严格满足的，以下的图2，图3以

及表1充分验证了公平性性能。 

 
图1 非中继系统所提算法                   图2 非中继系统不同组                      图3 非中继系统同组 

系统吞吐量与理论上界的比较                   两用户实际速率比                         两用户实际速率比 
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表 1 非中继系统所提算法对公平性约束的偏离与约束速率比 :K 1 的关系 

K 1 2 3 4 5 6 7 8 

D 0.00238 0.00174 0.00195 0.00226 0.00236 0.00227 0.00254 0.00294 

 

图 2 是从两组用户分别取用户 1 和用户 4，比

较它们的速率，可看出不同组用户实际速率之比可

以满足两组用户之间的约束速率条件： : 1,K K ∈  
{ }1,2, , 8 。图 3 是从第 1 组用户之中取用户 1 和用

户 2，比较它们的速率，可看出同组用户实际速率

比例满足比例约束条件1 : 1，不随K 值变化。 
本文定义一个指标D 来定量衡量本算法对问题

式(2)比例速率约束条件的满足情况，定义如下： 

{ }
,

, , ,

,

1

1
1

1

1

1 1
,  

max m i m

M M

m i m i m i

I

m M
i

m
m mm m

R

R R

D I

R

γ

γ
φ φ=

∈

=

=

−

= =

=

∑

∑

∑  

,m iR 为第 i 次信道实现中第m 个用户的实际速率，I

为信道仿真的次数。表 1 为实际仿真结果对比例速

率约束条件的偏离值D ，可见算法能近似严格地满

足比例公平性约束。 
4.2 中继协作系统 

这里采用的小尺度衰落信道模型，是与非中继

OFDMA系统中相同的6径的瑞利衰落信道，系统总

带宽 1 MHzB = ，载波数 256N = ，基站的发射功

率为 5 WSP = ，中继节点的发射功率为 5 WRP = ，

AWGN的功率谱密度为 140 dB W/Hz− ⋅ ，路径损耗

采用修正的COST-231 Hata模型： ∼( )L BS RS : 
( ) ( )103.2 37.6 lg ,  km ;   ( ) :  132.2d d L RS UE+ ∼ +  

( ) ( )39.6 lg , kmd d 。中继距离基站 0.2 km ，6个用户

分成两组，用户1，用户2，用户3位于距离中继 

0.1 km 处，用户4，用户5，用户6位于距离中继 
0.2 km 处，基站通过中继与用户通信。设定比例速

率约束条件为组内用户的速率相等，即1 : 1，两组

用户之间的速率比例分别为 { }: 1,  1,2, , 8K K = 。

仿真150次信道实现，给出与非中继系统下相同性能

指标的仿真，如图4所示。 
图4，表明中继协作下所提算法的系统吞吐量能

极好地逼近比例速率公平性问题式(3)容量上界；同

时，图4还给出了无中继模式下，基站发射功率为

10 WSP = ，两组用户距离基站分别为 0.3 km ，

0.4 km ，比例速率约束下资源分配问题式(2)的容量

上界，显然，中继的加入，能大大提高系统的总吞

吐量。 

图5表明中继系统下用户1和用户4的实际速率

比例能极好地满足两组用户之间的比例速率约束条

件 { }: 1, 1,2, , 8K K = ，图6表明中继系统下组内用

户1和用户2的实际速率近似相等，且速率比例不随

K 值变化。从表2可见，本文算法能极好地满足问题

式(3)的比例速率约束条件。 

5  结束语 

本文针对用户比例速率约束下OFDMA系统的

资源分配问题，给出了相应的等价优化模型，并提

出基于拉格朗日松弛的联合优化算法，该算法复杂

度与子载波数目成线性关系，具有较好的实时性，

且能与最优方案的性能极好地逼近。 

 

图4 中继系统所提算法系统吞吐量与理论上界的比较  图5 中继系统不同组两用户实际速率比      图6 中继系统同组两用户实际速率比 

表2 中继系统所提算法对约束的偏离与约束速率比 :K 1 的关系 

K 1 2 3 4 5 6 7 8 

D 0.00625 0.00523 0.00692 0.00565 0.00714 0.00536 0.00601 0.00473 
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