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摘  要：信赖域方法是近二十年发展起来的一类重要的数值计算方法，它与传统的线搜索方
法并列为求非线性规划的两类重要的方法。基于信赖域方法的很好的可靠性，强适应性和收
敛性，本文提出了一种修正的信赖域方法，即把拟牛顿法 DFP 和 BFGS 加权组合构成的无
约束优化的 Broyden 族与信赖域方法相结合的一种方法。  
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1. 引言 
   最优化理论和方法是一门应用性很强的学科，它是用来研究某些数学问题的最优化解。

在航空航天、生命科学、水利科学工程技术等自然学科领域和金融等社会科学领域也发挥着

越来越重要的作用。 

对于求解优化问题，已经提出很多有效的数值计算方法，如线搜索类型的方法和信赖域

方法等。线搜索方法，即每次迭代产生一个搜索方向，然后在这个搜索方向上进行精确的或

不精确的一维搜索，以得到下一个迭代点。信赖域方法是近几十年发展起来的数值计算方法，

具有很好的可靠性、强适应性，以及很强的收敛性。目前它与传统的线搜索方法并列为求解

非线性规划的两类重要的数值计算方法。信赖域方法思想新颖，算法可靠，它不仅能很快的

解决良态问题，还能有效的解决病态问题，因而对信赖域方法的研究是非线性规划的一个重

要的研究方向。 

2. 信赖域算法的研究 
信赖域方法最早是由 Powell 提出的，早在 1970 年他提出了一个求解无约束优化的问题

的算法，该算法在每次迭代时强制性的要求新的迭代点与当前的迭代点之间的距离不超过某

一控制量。控制步长实质上等价于以当前迭代点为中心的一个领域内对一个近似于原问题的

简单模型求解，此领域叫做信赖域，这就是信赖域方法的模型。一般地，如果在当前模型内

能够很好的逼近原问题，则信赖域可扩大，否则信赖域应缩小。1975年 Powell 给出了信赖

域法的第一个收敛性结果，1986 年，袁亚湘和 Powell 合作，构造了利用 Fletcher R 光滑

罚函数作为价值函数的信赖域方法。1991 年，袁亚湘和 Nocedal J 合作，首创性地提出了

用信赖域方法和传统的线搜索方法相结合来构造新的计算方法。 

3. 信赖域算法的描述 
    考虑无约束优化问题 
                         Min  f（x）                                        （3.1） 

其中 RRf n →: 是一个二次连续可微函数。 

    对于求解无约束非线性优化问题的信赖域方法，其主要计算量是求解信赖域子问题，而

信赖域半径的选取起着关键作用，决定着当前迭代的方向和步长。信赖域法是一种迭代方法，

每次迭代解信赖域子问题 
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kxf∇ 的对称矩阵， k∆  是信赖域

半径。 

在当前迭代点 kx ，通过求解信赖域子问题得到试探步 kd ，则 
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是目标函数的预估下降量，函数 )(xf 的真实下降量为 
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真实下降量与预估下降量的比值 
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对 1+kx 的选取以及 1+∆ k 的产生起关键的作用。粗略的说， kr 越大说明目标函数下降越

多，新的点 kk dx + 也就越好，故 1+kx 也可取为 kk dx + ，而且 1+∆ k 也可考虑扩大。否则 kr

越小，例如 0<kr ，这时 )()( kkk xfdxf >+ ，故 1+kx 应取为 kx ， 1+∆ k 也应该小于 k∆ 。
 

4 新的信赖域法 

对于无约束优化问题 

,),(min nRxxf ∈  

其中 )(xf 是连续函数可微函数，众所周知 DFP 和 BFGS 是拟牛顿法中解决解无约束优化问

题的重要方法，文献[1~5]给出了 DFP 和 BFGS 这两种方法的收敛性证明。DFP 的修正公式为 
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BFGS 的修正公式为 
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其中： kB 是 f 在 kx 出的 Hessian 举证的近似矩阵； kk
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得到新的 DFP 和 BFGS 公式 
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DFP 和 BFGS 公式都是对称秩二校正，因此这两个公式的加权组合仍具有同样的形式，

考虑所有这类修正公式的集合，于是定义 Broyden 族 
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其中φ是一个参数，可以任意取，显然，当 0=φ 和 1=φ 时，分别是 DFP 和 BFGS 的

修正。 
新的信赖域算法的描述 

步骤 0：给定
nRx ∈0 ，对称矩阵

nnRB ×∈0 ， 00 >η ； 

步骤 1：计算 kg ，如果满足终止条件，则终止；否则转步骤 2； 

步骤 2：解子问题(3.2）得试探步 kd ； 

步骤 3：计算 kr 的值； 

步骤 4：如果 25.0<kr ，则令 4/|||| )(
1

k
k p=+η ；如果 75.0>kr 和 k

kp η=|||| )(
，令

kk ηη 21 =+ ；否则置 kk ηη =+1 ； 

步骤 5：若 0≤kr ，置
)(

1
k

kk pxx +=+ ，利用校正公式（4.5）产生 1+kB ，令 1: += kk ，

转步骤 1。 

注：用（4.5）式校正，当 0)()( >kTk pq ， kB 保持正定性，当 kB 正定时，有 
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其中 kk
k xxp −= +1

)(
， kk

k ggq −= +1
)(

， kλ 是 kB 是最小特征值，所以 kB 是正定矩阵。

当 0B 是对称正定矩阵时，可用数学归纳法证得修正公式（4.5）产生的 kB 是正定的。 

收敛性分析见文献[6]。这里就不再论证。 

4. 结束语 
本文给出了一个修改了的信赖域法，即将 DFP 和 BFGS 加权组合后的 Broyden 族来修

正信赖域法中的 kB ，从而得到了一个与DFP和BFGS方法同样的性质的修正了的信赖域法，

特别是保证了 kB 的正定性。可将此方法推广至其它方面做进一步研究。 
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A Broyden-Trust Region algorithm on Unconstrained 

Optimization 
Geng Lingling , He Zuguo 
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Abstract 
Trust region method is an important Numerical calculation method in recent two decades. Both of Trust 
region method and line search method are two major methods for the sake of non-linear programming. 
According to the Trust region method’s good reliability, Strong adaptability, and convergence, a Ways 
to amend the Trust region method, which weighted combination of DFP and BFGS method, called 
Broyden combine with trust region. 
Keywords : Trust Region, line search, DFP, BFGS, Broyden 
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