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摘要：牛顿法是求解非线性方程组的经典高阶算法，它主要是解决大型线性方程组（牛顿方

程组）的精确解问题。为了解决光滑的无约束优化方法的终止判别条件具有缺陷性的问题，

本文首先对非精确牛顿法的线性收敛性条件进行了论述。同时，由于非精确牛顿法的线性收

敛条件较为严格，所以，在非精确牛顿法的基础上，本文引出了非精确修正牛顿法,并对其

线性收敛性的条件进行了严格的证明。非精确修正牛顿法是对非精确牛顿法的有益的发展和

补充,对解决某些实际问题很有用处。 
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Abstract: Newton method for solving nonlinear equations is a classic high-end algorithm, which is 
mainly to solve large linear equations (Newton's equations) the exact solutions of the problem. In order 
to solve the smooth termination of unconstrained optimization methods Criterion has a defect in nature, 
this paper inexact Newton method for linear convergence conditions are discussed. At the same time, 
due to inexact Newton method for linear convergence conditions are strict, so in inexact Newton 
method, the paper raises the inexact Newton method modified, and the linear convergence of the 
conditions of a strict proof. Inexact Modified Newton method is inexact Newton method for the 
development of useful and complementary, to be useful to solve some practical problems. 
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0 引言 

牛顿法是求解非线性方程组的经典高阶算法。当 kx 远离
∗x 时，实际上不必花费庞大的

工作量以求解大型线性方程组（牛顿方程组） ( ) ( )kkk xFsxF −=′ 的精确解。类似的， ( )kxF ′

也可以被某些近似值所替代。本论文将从几个角度来分析并说明这个问题。 

1 无约束优化问题 
我们考虑无约束优化问题： ( )xf

Xx∈
min     （1.1） 

其中 ( )xf 是定义在 Banach 空间的不可微函数。假定函数 ( )xf 符合 Lipschitz 条件，给

出以下定理： 

定理 1.1:如果 ( )xf 在
∗x 处达到局部极大或局部极小，且 ( )xf 在

∗x 附近是 Lipschitz 的，

则必有 ( )∗∂∈ xf0 .                         （1.2） 

定理证明：见[1]. 

定理 1.2:设 ( )xf 在
∗X 附近是凸的和 Lipschitz 的,且 ( )∗∂∈ xf0 ,则 ∗x 是 ( )xf 的局部极

小点. 
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定理证明：见[2]. 

由定理我们知
∗x 是问题（1.1）之解则必有（1.2）,因此我们称满足（1.2）之点 x 为问

题（1.1）的稳定点. 

非光滑优化问题（1.1）的求解,如果利用解可微问题的方法(假定在每个迭代点上 ( )xf 都

可微)有个很大的难点，那就是算法终止的条件不易给出.我们知道,当 x 充分靠近一连续可微

函数 ( )xf 的极小点时 ( )xf∇ 一定非常小,所以光滑的无约束优化方法的终止判别条件常常

是 

( ) ε≤∇ xf                                         （1.3） 

但对于非光滑函数 ( )xf ,我们并没有类似的结果. 

例如,考虑 ( ) xxfRX == ,1 ,则对任何不是解的 ( )xfx, 都可微,有 

( ) ( ) 1=∇=∂ xfxf                （1.4） 

为了解决这个问题，我们需要进一步给出非精确牛顿法的线性收敛性. 

2 非精确牛顿法的线性收敛性 

当 0x 充分接近
∗x 和 kη 满足 10 <≤ kη 时,非精确牛顿法在

∗
⋅ 意义下是线性收敛的.此收

敛性有如下定理: 

定理 2.1:假设 1max <<≤ ηηηk ,那么存在 0>ε ,使得若 ε≤− ∗xx0 ,则非精确牛顿法

是线性收敛的,亦即 
∗

∗

∗
+ −≤− xxxx kk η1                                  （2.1） 

其中, ( )yxFy ∗
∗

′= . 

定理证明：见[3]. 

这里指出，因 ( )∗′ xF 是非奇异的，故 

( )
( ) yxFy

xF

y ∗
∗−∗

′≤≤
′ 1                         （2.2） 

利用定理 1，注意到（2.1）式和（2.2）式，就可以得到 −Q 因子[4]如下： 

( ) ( )( )∗
∗

+

∞→

∗ ′≤
−

∗−
= xFcond

xx
xx

xxQ
k

k

k
k η1

1 suplim,      （2.3） 

其中 ( )( ) ( ) ( ) 1−∗∗∗ ′′=′ xFxFxFcond . 

因此,在 0x 充分接近
∗x 的情况下,当 ( )( ) 1<′ ∗xFcondη 时,得到 11 <Q ,从而非精确牛顿法

至少是线性收敛的.但当 11 >Q 时,非精确牛顿法是次线性收敛的.于是,就有一般的非精确牛

顿法的线性收敛性的结论如下: 

推论 2.2:假设 1max <<≤ ηηηk 和 ( )( ) 1<′= ∗xFcondηρ , 

那么存在 0>ε ,使得若 ε≤− ∗xx0 ,则非精确牛顿法是线性收敛的,亦即[5] 
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∗∗
+ −≤− xxxx kk ρη1                               （2.4） 

3 非精确修正牛顿法的线性收敛性 

当 0x 充分接近
∗x 和 kη 满足 10 <≤ kη 时,非精确修正牛顿法在

∗
⋅ 意义下是线性收敛的.

因为 F 在 ∗x 的邻域内是连续可微的,故当 kx 在 ∗x 的某邻域内时,就有 

( ) ( ) ( )( ) ( )∗∗∗∗ −−+′=− ∫ xxdtxxtxFxFxF kkk

1

0
                  （3.1） 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( )∗∗∗∗∗∗∗ −′−−+′=−′−− ∫ xxdtxFxxtxFxxxFxFxF kkkk

1

0
   （3.2） 

( ) ( ) ( ) ∗∗∗∗ −′≤≤−′ xxxFxFxxxF kkk 2
2
1

                  （3.3） 

定理 3.1 纽曼引理:设 nnnn RIRE ×× ∈∈ , 是单位矩阵. ⋅ 是满足 1=I 的相容矩阵范数,

如果 1<E ,则 ( )EI − 非奇异[6],且,  

( ) ∑
∞

=

− =−
0

1

i

iEEI      ( )
A

EEI
i

i

−
=≤− ∑

∞

=

−

1
1

0

1 .             （3.4） 

定理 3.2:假设 1max <<≤ ηηηk ,那么存在 0>ε ,使得若 ε≤− ∗xx0 ,则非精确修正牛

顿法是线性收敛的,亦即 

331
∗∗

+ −≤− xxxx kk η                                  （3.5） 

其中, ( )yxFy ∗
∗

′= . 

证明:因为 ( )∗′ xF 是非奇异的,并且 ηη <max ,所以存在 ( ) 110
−−∗′<< xFγ 足够小,使得 

( ) ( )

( )
η

γ

γηη
≤

′−

+′+
−∗

−∗

1

max
1

max

1

2

xF

xF
 

又因为 F在
∗x 的邻域内是连续可微的,所以存在 0>δ 使得,当 ( )( )δ∗∗ ′≤− xFcondxy

时, 

( ) ( ) γ≤′−′ ∗xFyF                                 （3.6） 

又注意到,当 ( )( )δ∗∗ ′≤− xFcondxx0 时, 

( ) ( ) ( ) ( ) 1110 <′≤′′−′ −∗−∗
∗ γxFxFxFxF  

由（3.4）式就有    ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) γ

1

110

1

1
−∗

−−∗
∗

′−
≤′′−′−

xF
xFxFxFI       （3.7） 

设 δ≤− ∗xx0 .下面由数学归纳法证明（3.5）式. 

由归纳法假设,有  ( ) ( )( )δ∗∗−∗∗ ′≤−′≤− xFcondxxxFxx k
1

0            （3.8） 
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故当 kxy = 时, （3.6）式成立.由（3.2）式和（3.6）式,有 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )
∗

∗

∗

∗∗∗∗∗∗

−+−≤

−′−−+′+−′≤ ∫
xxxx

xxdtxFxxtxFxxxFxF

kk

kkkk

γ

1

0         （3.9） 

又由（1.4）式和（3.1）式,有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]
( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[{

( ) ( )( ) ( ) ( ) }]
0

1
0

0
1

01

kkk

kkkk

xxdtxFxxtxF
xFxFxFxFxF

xFxFxxxFxFxx

γ

γ

+−⋅′−−+′

−′−′⋅′−′−′=

+−−−′′=−

∗
∗

∗
∗

∗
−

∗∗

∗
∗−∗

+

        （3.10） 

将(3.10）式左乘 ( )∗′ xF ,并且取模,有 

( ) ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )[{
( ) ( )( ) ( ) ( ) }]

1

0 0

11
01

kkk

k

xxdtxFxxtxF

xFxFxFxFxFIxx

γ+−⋅′−−+′

+′−′⋅′′−′−≤−

∗
∗

∗
∗

∗

−−
∗

∗

∗

∗
+ ∫

（3.11） 

由（3.6）,（3.10）,（1.4）,（3.9）式和（2.2）式,得到 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )∗∗

−∗

−∗

∗−∗∗

∗
+

−⋅
′−

+′+
≤

+−⋅′−
≤−

xx
xF

xF

xFxxxF
xx

k

kkk

k

γ

γηη

ηγγ

1

max
1

max

11

1

2

21
1

             （3.12） 

最后,由γ 的任意性得到（3.5）式. 

推论 3.3:假设 1max <<≤ ηηηk 和 ( )( ) 1<′= ∗xFcondηρ ,那么存在 0>ε ,使得若

ε≤− ∗xx0 ,则非精确修正牛顿法是线性收敛的,亦即 

∗∗
+ −≤− xxxx kk ρη1                           （3.13） 

证明:利用定理 2.1,注意到（2.2）式（3.5）式,以及 ( )( ) 1
max

−∗′<<≤ xFcondk ηηη ,就得

到 Q-因子如下: 

( ) ( )( ) 1suplim, 1
1 <′≤

−

−
= ∗

∗

∗
+

∞→

∗ xFcond
xx

xx
xxQ

k

k

k
k                   （3.14） 

由 11 <Q 知,非精确修正牛顿法是线性收敛的. 

4 结论 
本文给出了非精确修正牛顿法收敛的判别条件,它是对非精确牛顿法的有益的发展和补

充,对解决某些实际问题很有用处. 
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