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多元线性回归的参数估计方法 
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摘  要：本文依据高斯—马尔可夫定理，通过对最小二乘估计方法得出的参数估计值的分析，

从另外两个角度出发得出了参数估计的值与最小二乘估计的值是相同的。 
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1．前言   
多元线性回归的参数估计方法有很多种，对于线性的来说当然是最小二乘法得出的

参数估计是最好的，它是最优线性无偏估计量(BLUE)。事实上最小二乘法是根据残差

平方和最小化准则获得的。 

2． 高斯－马尔可夫定理 
    假设样本数据以如下形式给出， 
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假设有如下的一个简单的线性关系，变量 iy 是 k 个变量 1 2( , , , )i i ikx x x 和不可观察随机扰

动项 iu 的线性函数， 1 1 2 2 , 1, 2, ,i i i k ik iy x x x u i nβ β β= + + + + =  

用矩阵形式Y X uβ= + （1），其中
'

1( , , )kβ β β= 是 1k × 维常量 

回归的目的是利用观察到的 y 和 X 对（1）中的未知参数进行推断，包括回归系数β 。为了

使回归得以进行，必须对数据生成过程进行若干假定。除了对模型（1）的线性假设之外，

还有如下假定： 

1.1 ( | ) 0u XΕ =  

1.2 ' 2( | ) n nuu X σ ×Ε = Ι ，其中 n n×Ι 为n n× 单位矩阵。 

1.3 ( )rank X k=  

在 1.1 和 1.2 假定下，基本线性回归模型（1）有 1k + 个未知参数，即 k 个系数β 以及方差
2σ 。 

回归分析就是通过观察到的 y 和 X 推断出这些参数。事实上有多种方法估计参数β 和
2σ 。

给定β 值，在 1.1 假定下， iy 在给定 1k × 向量 ix 下的条件均值
'( )i iE y X β= ，相应的与真

实值的离差 ( )i i iu y E y= − 。最小二乘法[1]就是选择 β 的值使得 iy 的真实值与预测的条件

均值 ( )iE y 的离差平方和最小。更正规地，最小二乘法就是用沿 y 轴估计地残差平方和最

小值 S 作为β 的估计值，S 定义为： 
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为得到使 S 最小化的β 值，将(2)中的 S 对β 求偏导得: 

 ' '2 2S X Y X X β
β
∂

= − +
∂

 

令 0S
β
∂

=
∂

，并用β
∧

表示β 的估计值，得到最小二乘估计量β
∧

的方程为
' 'X X X Yβ

∧

=   

如果
'X X 满秩，β 的最小二乘估计量可由下面 k 个线性方程求得 

          ' 1 '( )X X X Yβ
∧

−=    (3) 

3． 矩阵的分解 

  我们可以通过(3)得到最小二乘估计量β
∧

，假定β
∧

可以分拆为 1 2( , )β β β
∧ ∧ ∧

= ，其中 1 2,β β
∧ ∧

分

别为 1 1k × 和 2 2k × 向量，且 1 2k k k+ = 。相应地，将 X 分拆为 1 2( , )X X X= ,那么方程

' 'X X X Yβ
∧

= 可以表示为 ( )
' '

11 1
1 2' '

2 2
2

,
X X

X X Y
X X

β

β

∧

∧

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 化简得： 

' ' '
1 1 1 1 2 2 1X X X X X Yβ β

∧ ∧

+ =  （4）    ' ' '
2 1 1 2 2 2 2X X X X X Yβ β

∧ ∧

+ =  （5） 

对(4)两边左乘
' 1

1 1( )X X −
得

' 1 ' ' 1 '
1 1 1 1 1 1 1 2 2( ) ( )X X X Y X X X Xβ β
∧ ∧

− −= −  （6） 

将(6)式代入(5)得 ' ' 1 ' 1 ' ' 1 '
2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1( ( ( ) ) ) ( ( ) )X I X X X X X X I X X X X Yβ
∧

− − −= − − （7） 

类似的可以对(5) 两边左乘
' 1

2 2( )X X −
得 

' ' 1 ' 1 ' ' 1 '
1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2( ( ( ) ) ) ( ( ) )X I X X X X X X I X X X X Yβ
∧

− − −= − −   （8） 

 由于多元线性回归常数项的存在，对于多元线性回归的设计矩阵 n kX × 来说，有一列都为

1。令 n kX × 的最后一列(第 k 列)为 e ,
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即 2X e= 代入(5)得  
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即 1 1 1 1k k kY x xβ β β
∧ ∧ ∧

− −= − − −   (9) 

其中 ,
1 1

1 1, 1, , 1,
n n

j i j i
i i

x x j k y y
n n= =

= = − =∑ ∑  
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在将 2X e= 代入（8）式，再令
' 1 '

2 2 2 2( )M I X X X X−= − ，那么
' 1( )M I e e e e−= − . 

我们知道
'M M= , ' ' 1 ' 1 1( ( ) )( ( ) ) n nMM I e e e e I e e e e I e M

n
− −

×= − − = − = 那么(8)式可以改

写为
' ' 1 ' ' ' ' ' 1 ' '

1 1 1 1 1 1 1( ) ( ( ) )X MM X X MM Y X M X M X MM Yβ
∧

− −= =   （10） 
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代入(10)式得 
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从 1β
∧

的形式我们可以得出另外一种求最小二乘估计量的方法。首先，将每个变量变化为与

各自均值的离差形式，即 ,, , 1 1i i ij i j jy y y x x x j k= − = − = − 。 

然后作 iy 对 1 , 1, ,i i kx x − 的回归求得最小二乘估计量 1 1, , kβ β
∧ ∧

− ，最后将它们代入(9)式中

得到 kβ
∧

。 

4． 估计量的方差最小化 
       最小二乘估计是从残差的平方和最小的角度出发而得出的估计量。那么我们能不能

从估计量的方差最小这个角度出发而得出估计量呢？我们的回答是肯定的。 
首先我们来考虑简单线性回归情形，从(3)式我们知道参数的估计量是因变量的线性组

合。那么不妨设 1 1 2( )i i i ic y x uβ β β
∧

= = + +∑ ∑  

我们要满足的条件是 1 1 2 1( ) i i iE c x cβ β β β
∧

= + =∑ ∑ 即 1, 0i i ic x c= =∑ ∑  

在这两个约束条件下，求方差最小化 

               2 2 2
1var( ) var( )i i ic y cβ σ

∧

= =∑ ∑  

这是一个条件极值问题，因此我们可以利用构造拉格朗日函数如下： 
2 2

1 2 1 2( , , ) ( 1) ( )i i i i iL c c c x cλ λ σ λ λ= + − +∑ ∑ ∑   
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分别对 1 2, ,ic λ λ 求偏导得 

2
1 22 i i
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＝0 得出 1 22
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2i ic xλ λ
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= − +    （11） 

从
1

0L
λ
∂

=
∂

，
2

0L
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∂

=
∂

得出 1, 0i i ic x c= =∑ ∑  

对(11)式两边同时加上∑ 得 1 2 0ix nλ λ+ =∑  （12） 

对(11)式两边同时乘以 ix ，在加上∑ 得
22

1 2 2i ix xλ λ σ+ = −∑ ∑   （13） 

联立(12),(13)式可得
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再将 1λ ， 2λ 代入(11)得出 2 2( )
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那么可以得出 1β
∧

的参数估计值为 1 2 2

( )( )
( )
i i i i

i i

x y n x y
x n x

β
∧ −
=

−
∑ ∑ ∑
∑ ∑

 

同样我们也可以通过此方法得出 2 1y xβ β
∧ ∧

= − ，这与最小二乘估计得出的估计量是一样

的。现在我们要做的是把一元情况推广到多元，考虑估计量为 1 1k k n nc yβ
∧

× × ×=  

满足 1 1( ) ( ) ( )k k n nE c E y cE X uβ β β
∧

× × ×= = + = 得出 n ncX I ×= 我们很容易的看出 

' 1 '( )c X X X−= 是满足无偏性的约束条件的。因此我们考虑估计量 1kβ
∧

× 的方差是否达到

最小。不妨设最小二乘估计量为β ，那么
' 1 '( )X X X yβ −=  

' 1 ' ' 1 '
1 ( ) ( ( ) )k X X X y cy c X X X uβ β β

∧
− −

× = − + = + −  

2 ' 1 2 ' 1 ' ' 1 ' '
1( ) ( ) ( ( ) )( ( ) )kCov X X c X X X c X X Xβ σ σ

∧
− − −

× = + − −   （14） 

从(14)中的第二项是非负半正定矩阵可以知道最小二乘估计量的方差是所有的线性无

偏估计量中是最小的。 

5． 结束语 
    本文考虑的估计量都是无偏的，事实上有些有偏的估计量比无偏估计量的效果要好。评

价一个估计量的好坏还是要看该估计量是否是有效估计量。 
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The parameter estimation method for Multi-dimensional 

linear regression 
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Abstract 
According to the Gauss-Markov theorem, through the analysis of parameter estimation from the least 
square estimation method, this paper gains the conclusion that the value of parameter estimation from 
other two angles is the same to the least square estimation method.   
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