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摘要：统计特征的多样性使随机变量频数分布还呈现双峰分布和多峰分布的形态。依据范剑

青局部描述能降低统计误差的新理念和高斯分布的原理对其描述。本文以人口年龄频数分布

的实例来进行拟合，由此对高斯新分布应用进行扩展性的研究。 
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0 引言 
自然和社会所显示随机变量的统计对象的不外乎包括单侧规范、双侧规范、多侧规范、

自然规范四大类。前三类也称为单侧控制、双侧控制、多侧控制。自然规范是不同于前三类

的一个新概念，指的是自然形成的随机变量的统计对象，一般难以进行人为的控制。如：气

温的变化分布、降雨量分布等一些自然现象。以及像人口年龄频数分布等等。属于自然规范

统计范畴随机变量的频数可能服从正态分布或偏斜分布或双峰分布或多峰分布或其它类型

的分布，虽然其分布看似无规律可言的，但是针对某项自然规范的具体统计对象却是有规律

可循的。 
“自然界的事物基本上都很简单，所有的基础原理及主要问题都可以用数学方式表达，

这是应用数学家的一个信仰。”这句话出自应用数学大师林家翘的一次演讲。他归国八年以

来绝少面对媒体，但几乎每一次出现在镜头前他都会强调这一点──应用数学的意义在于揭

示自然界和社会实际问题的规律。[1]本文依据范剑青局部描述能降低统计误差的新理念[2]和

高斯分布的原理来推出双峰分布及多峰分布的数学模型。并以人口年龄频数分布为例展开讨

论，从应用的角度出发揭示人口年龄频数的分布规律。目的是：为将进行的人口普查建立年

龄频数分布的数学模型并由此说明高斯新分布扩展的现实意义和应用前景。 

1 双峰分布和多峰分布存在的客观性 
自然界和社会经济中凡是可以用数据表示的统计现象其随机变量的频数分布具有很大
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的随机性，是不可能只用某一种分布形态就可以概括来进行拟合的。正态分布、偏斜分布仅

仅属于单峰分布的范畴，统称为：高斯新分布。而双峰分布和多峰分布的统计现象也是自然

界客观存在的形态。所以也需要建立数学模型来表达拟合它。 
双峰分布在某些领域较普遍。如：军事上枪械射击和炮火攻击目标的弹着点。体育上射

击、射箭的中靶点，跳伞运动的着地点。还有，航天卫星回收的着陆点；地质勘探、石油钻

井所出现的非垂直偏差分布。不仅如此，在人口普查中年龄的频数分布、一些产品在年内的

销售量分布、某地年内每天 (最高或最低)气温的变化分布都有可能出现两个或多个峰值。 

本文通过《中国统计年鉴》2006 年全国人口变动情况抽样调查样本数据[3]表 1 资料为

例说明多峰分布存在的客观必然性。 

 

表 1 2006年全国人口变动情况抽样调查样本数据 
Tab. 1  Changes in the 2006 national population sample survey data 

项目 年龄 人口数 比重 人口数 (人) 比重（ % ） 性比（%）

序号 组距 组中值 人 % 男 女 男 女 男／女�
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根据表 1 人口数作人口年龄频数直方图。见图 1 （频数单位：千人）。 

 
图 1 人口年龄频数直方图 

Fig.1  population age frequency histogram 
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根据表 1 作男性人口年龄频数直方图。见图 2（频数单位：千人）。 
 

 
图 2 男性人口年龄频数直方图 

Fig.2  Male population age frequency histogram 
 

根据表 1 作女性人口年龄频数直方图。见图 2（频数单位：千人）。 
 

 
图 3 女性人口年龄频数直方图 

Fig.3  Female population age frequency histogram 
 

根据以上表 1 和图中说明：多峰分布是客观存在的统计现象。而多峰分布则是双峰分布

的推广，所以有必要建立一个能够拟合描述双峰分布曲线的数学模型，依据的是高斯分布的

原理。 

高斯是一个伟大的数学家，重要的贡献不胜枚举。其中 f (x) = 
σπ2

1 exp[-
2

2

2σ
μ− )x( ] 

模型“由于具有分布密度形式的误差分布对后来的数理统计及其它相关学科的发展影响极大,
故此命名为高斯分布或正态分布。德国 10 马克纸币上有一高斯头像且在头像后面印有高斯

分布钟型曲线, 这表明在高斯的一切科学贡献中,对人类文明影响最大的莫过于这一项。到了

19 世纪可以说成了高斯分布统治的年代, 而到了 20 世纪小样本理论建立后, 高斯正态分

布又显示了它的强大的优越性。[4]”就此特别强调：偏斜分布、高斯新分布、双峰分布、多

峰分布的数学模型完全是建立在高斯分布的原理之上，仅仅是对高斯分布在应用中进行的扩

展。由此验证了崔恒建教授所述“高斯正态分布又显示了它的强大的优越性。” 
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2 双峰分布数学模型建立的理论基础及推论 
“正态分布是德国数学家高斯（C.F.Gauss，1777～1855）在研究误差理论时最早使用

这一分布，所以正态分布又称高斯分布。 
若－∞＜μ＜∞，σ ＞0 为两个实数，则由下列密度函数 

f(x) = (
σπ2

1 )exp [－
2

2

2σ
μ− )x( ]，－∞＜ x ＜∞                    （1） 

确定的随机变量 X 的分布称为正态分布，记为 N（μ，σ2）。[5] ” 

以高斯分布的数学模型为基础，考虑不对称因素存在的客观性，有必要将参数 σ分解为

左右 σ－，σ+ ，将 σ2 分解为左右 σ 2
− 、σ 2

+  ，将分解的不对称参数的元素溶入模型所形成的

新分布称为：高斯新分布（Gauss new-distribution），定义如下： 
若－∞＜μ＜∞，σ－ ＞0，σ+ ＞0 为三个实数，则由下列密度函数： 

（ π2 σ－) -1 exp[－
2

2

2
)(

−

−
σ
μx ]   x ≤μ 

f(x) =                                                              （2） 

( π2 σ+ ) -1 exp[－
2

2

2
)(

+

−
σ
μx ]   x ≥ μ                        

由以上密度函数确定的随机变量 X 的分布称为高斯新分布。记为 N（μ，σ－，σ+）。 
当 σ－ ＝ σ+ 时呈正态分布； 当 σ－ ≠ σ+ 时呈偏斜分布。 
从以上高斯新分布的数学模型清楚表明，当 σ－ ＝ σ+ 时（2）式就还原为（1）式。由

此导出高斯新分布完全是高斯分布参数扩展的结果。 
随机变量的频数分布在单峰的条件下由于不对称偏斜分布的客观存在必然使平均值偏

移峰值。从高斯分布的性质得出：期望值 μ 一定是在分布峰值点上的取值，从而导出在非

对称的情况下期望值在峰值点上的取值使之不一定等于平均值。为此需要对期望值（expected 
value）重新定义如下：随机变量的频数分布在单峰的条件下是分布曲线最大值点上的取值。

满足随机变量 x ＝μ时, f (μ) ＝ ( π2 σ－)-1或 f (μ) ＝ ( π2 σ+)-1为 f (x)最大值的条件。 

由于期望值两边不一定对称，所以期望值两边随机变量与期望值离散程度的变异指标就

不相等，期望差、左期望差、右期望差由此引出。 
期望差（expected deviation）：随机变量与期望值频数比率离差平方之和的平方根。也

称整体期望差。符号记为：σ。由于期望值两边不一定对称，就存在左期望差和右期望差。

其定义的计算方法[6]在以下计算表 2 中充分体现。 
左期望差（left-expected deviation）：小于等于期望值的随机变量与期望值频数比率离

差平方之和的平方根。符号记为：σ－ 。 

右期望差（right-expected deviation）：大于等于期望值的随机变量与期望值频数比率离

差平方之和的平方根。符号记为：σ+ 。 

从以上高斯新分布及给出相关术语的新定义进行必要扩展，双峰分布相应的有两个期望

值及对应的两组左右期望差。 
从高斯新分布的数学模型进行参数的再扩展可以得到描述双峰分布的数学模型。 

期望值 1 为 μ1 、期望值 2 为 μ2 。对应的期望差就分别有左期望差 1 记为：σ1－ 、右

期望差 1 记为：σ1＋ ；左期望差 2 记为：σ2－、右期望差 2 记为：σ2+  。 
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上述确定的双峰分布两个期望值和对应的两组左右期望差的参数，还需要设定两峰间的

谷值。若统计的对象属于多侧规范的条件，则两峰间的谷值必然是被确定的标准值的中心点

零值；若统计的对象属于自然规范的条件，则两峰间的谷值必然是不能被确定点的值；符号

记为：ν 。得出以下不同规范的两种双峰分布的数学表达式。 
在多侧规范的条件下双峰分布的数学表达式： 

（ π2 σ1－) -1  exp[－
2
1

2
1

2 −σ
μ− )x( ]    x≤μ1 

        （ π2 σ1＋) -1  exp[－
2
1

2
1

2 +σ
μ− )x( ]    μ1≤x≤0 

f(x) =                                                          （3）   

 ( π2 σ2－ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 −σ
μ− )x( ]   0≤x≤μ2 

( π2 σ2+ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 +σ
μ− )x( ]    μ2≤x    

在自然规范的条件下双峰分布的数学表达式： 

（ π2 σ1－) -1  exp[－
2
1

2
1

2 −σ
μ− )x( ]    x≤μ1 

        （ π2 σ1＋) -1  exp[－
2
1

2
1

2 +σ
μ− )x( ]    μ1≤x≤ν 

f(x) =                                                          （4）   

 ( π2 σ2－ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 −σ
μ− )x( ]   ν＜x≤μ2 

( π2 σ2+ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 +σ
μ− )x( ]    μ2≤x    

以上双峰分布数学表达式推而广之就可以扩展描述实例表 1 资料直方图展示的三峰分

布。 

3 三峰分布参数的设定及数学模型的建立 
根据表 1 资料得出的三个直方图显示，人口年龄频数分布呈三峰形态。依据范剑青教授

“局部建模的优点在于可以大大降低误差。[2]”的新理念，以表 1 资料所对应的三个图形的

分布来看，由于性别比不是相差太大，所以分布图形也比较相似，选择图 3 为例展开说明。

拟合分布曲线需要根据资料或图形进行各峰区的划分及对应参数的设定。 

3.1  分布峰区的划分和对应参数的设定及数学模型的建立 

以表 1 女性年龄频数分布资料所对应图 3 的直方图来说明。 

3.1.1 峰区的划分及左偏分布、右偏分布的定义 

从图 3 可以将频数的分组进行划分： 
1～5 组划为第一峰区； 
6～10 组划为第二峰区； 
11～20 组划为第三峰区。 
第一峰区与第二峰区以峰值为中心存在两组左右期望差。 
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第三峰区的分布是一个单减函数，左边的期望差等于零，称为：右偏分布或正偏分布。

若右边的期望差等于零，则为单增函数，称为：左偏分布或负偏分布。 
由于右偏分布的左期望差等于零，左偏分布的右期望差等于零，则与高斯新分布的定义

中“若－∞＜μ＜∞，σ－ ＞0，σ+ ＞0 为三个实数”及数学模型（2）式矛盾。所以需要对左

偏分布和右偏分布的新概念分别定义如下： 
左偏分布定义：若－∞＜μ＜∞，σ－ ＞0 且 σ+ ＝0 为三个实数，则由下列密度函数： 

f(x) ＝（ π2 σ－) -1  exp[－
2

2

2
)(

−

−
σ
μx ]，x ≤μ                       （5） 

由以上密度函数确定的随机变量 X 的分布称为左偏分布或负偏分布。记为 N（μ，σ－ ，
0 ）。 

由左偏分布定义（5）式确定 σ+ ＝0，则（ π2 σ+ ) -1 exp[－
2

2

2
)(

+

−
σ
μx ] 不存在。 

右偏分布定义：若－∞＜μ＜∞，σ＋ ＞0 且 σ－ ＝0 为三个实数，则由下列密度函数： 

f(x) ＝（ π2 σ+ ) -1  exp[－
2

2

2
)(

+

−
σ
μx ]，x ≥ μ                      （6） 

由以上密度函数确定的随机变量 X 的分布称为右偏分布或正偏分布。记为 N（μ ，0，σ
＋ ）。 

由右偏分布定义（6）式确定 σ－ ＝0，则（ π2 σ－) -1exp[－
2

2

2
)(

−

−
σ
μx ] 不存在。 

左偏分布描述了一个单增函数，右偏分布描述了一个单减函数。 
左偏分布和右偏分布属于偏斜分布的统计范畴，必然也是属于高斯新分布的统计范畴，

它们分别是偏斜分布的特例，存在条件的限制。借此对以上高斯新分布的定义进行补充。 
高斯新分布（Gauss new-distribution）定义补充如下： 
若－∞＜μ＜∞，σ－ ＞0，σ+ ＞0 为三个实数，则由下列密度函数： 

（ π2 σ－) -1 exp[－
2

2

2
)(

−

−
σ
μx ]   x ≤μ 

f(x) =                                                              （同 2） 

( π2 σ+ ) -1 exp[－
2

2

2
)(

+

−
σ
μx ]   x ≥ μ                        

由以上密度函数确定的随机变量 X 的分布称为高斯新分布。记为 N（μ，σ－，σ+）。 
当 σ－ ＝ σ+ 时，呈正态分布； 当 σ－ ≠ σ+ 时，呈偏斜分布。 

若 σ－ ＝ 0 时则（ π2 σ－) -1 exp[－
2

2

2
)(

−

−
σ
μx ] 不存在，呈右偏分布； 

若 σ＋ ＝ 0 时则（ π2 σ+ ) -1 exp[－
2

2

2
)(

+

−
σ
μx ] 不存在，呈左偏分布。 

左偏分布和右偏分布新概念提出的理由之一是：其存在具有客观性。之二是为建立多峰

分布的数学模型提供理论依据。就是说凡是客观存在的分布形态都需要有数学模型来表达，

完全符合应用数学大师林家翘教授“应用数学的意义在于揭示自然界和社会实际问题的规

律。”的数学应用的思想。 
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3.1.2 对应峰区参数的设定 

根据以上峰区的划分设定对应的参数。 
从左至右三峰区的期望值分别为：μ1 、μ2、μ3 。 
第一峰区与第二峰区间的谷值为：ν 。 
第二峰区与第三峰区间的谷值显然是小于第三峰区峰的期望值 μ3 。 

第一峰区的左右期望差分别为：σ1－ 、σ1＋ 。 

第二峰区的左右期望差分别为：σ2－ 、σ2＋ 。 

第三峰区的左右期望差分别为：σ3－、σ3＋ 。 

由于σ3－＝0 则（ π2 σ3－) -1  exp[－
2

3

2

2 −σ
μ− )x( ]不存在。 

根据以上设定的参数，建立资料表 1 直方图呈现三峰分布曲线的数学模型如下： 
 

（ π2 σ1－) -1  exp[－
2
1

2
1

2 −σ
μ− )x( ]    x≤μ1 

        （ π2 σ1＋) -1  exp[－
2
1

2
1

2 +σ
μ− )x( ]   μ1≤x≤ν 

f(x) =     ( π2 σ2－ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 −σ
μ− )x( ]   ν＜x≤μ2                 （7） 

( π2 σ2+ ) -1  exp[－
2
2

2
2

2 +σ
μ− )x( ]   μ2≤x＜μ3 

( π2 σ3+ ) -1  exp[－
2
3

2
3

2 +σ
μ− )x( ]    μ3≤ x    

以上（7）式拟合描述了表 1 资料对应的图 1、图 2、图 3 的分布曲线，并达到拟合的优

度。 

4 三峰分布参数的计算及对应的数学表达式 
从表 1 资料中已经得出三峰的期望值 μ1 、μ2、μ3 分别为：17、42、52 。离散参数左

右期望方差和左右期望差的计算公式和方法在前期的研究中已经作了多方面的详细介绍，在

这里不再赘述。选择表 1 图 3 女性人口资料，应用统计表进行计算见表 2 ： 
根据以下表 2 计算得出如下结果： 
第一峰区 
期望值 μ1 ＝17 ；谷值 ν ＝24（根据表 1 第 5 组组距 22～24 的上限确定为 24）。 

左期望方差：σ1
2
−  ＝82.96 ，左期望差：σ1－ ＝9.11 。 

右期望方差：σ1
2
+ ＝15.27，右期望差：σ1＋ ＝3.91 。 

第二峰区 
期望值 μ2 ＝42 。 

左期望方差：σ2
2
−  ＝85.61 ，左期望差：σ2－ ＝9.25 。 

右期望方差：σ2
2
+ ＝14.17 ，右期望差：σ2＋＝3.76 。 

第三峰区 
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期望值 μ3＝52 。 

左期望方差：σ3
2
−  ＝0 ，    左期望差：σ3－ ＝0 。 

右期望方差：σ3
2
+ ＝229.45 ；右期望差：σ3＋ ＝15.15 。 

 
表 2 2006年全国人口女性年龄分布样本资料计算表 

Tab. 2  Female population in 2006 sample data computation of the age distribution 
分组 分布 年龄分组 人口频数 人口频数 与期望 离差 左比率 右比率 

序号 区间 组中值 人 比率 值离差 平方 离差平方 离差平方

��   �� ����	� �
��
��� ��	�� ��	� �

���� � �
�� 第 �� ������ �
�	���� ����� ���� �	
���� � �
��   ��� ����
� �
������ �	�� �	� �
���� � �
�� 一 ��� ������ �
�
���� ��� �� �
���� � �
 �   小计 ���
��� �
������ � � � � � � � �
�� 峰 ��� ������ �
��
��� ��� �� � � �
����
	�   ��� ����
� �
���
�� 	�� �	� � � �	
����

 � 区 小计 ������ �
������ 期望方差（合计） ��

��� �	
����
 �   合计 ���	
��� � � 期望差 

���� �

���

��   ��� ������ �
������ ��	�� ��	�� �

���� � �
�� 第 ��� ��	�
� �
��	��� ����� ����� ��
	��� � �
��   ��� 	�
�
� �
������ �	�� �	�� �
���� � �

� 二 ��� �
�	�
	� �
��
��� ��� ��� �
���� � �
 �   小计 ���

�
	� �
������ � � � � � � � �

� 峰 ��� �
�	�
	� �
������ ��� ��� � � �
����
���   ��� ������ �
	����� 	�� �	�� � � ��
����

 � 区 小计 ��	��
	� �
������ 期望方差（合计） �	
���� ��
����
 �   合计 ����
��� � � 期望差 

�	�� �
����

���   	�� ������ �
������ ��� ��� �
��� � �
�   小计 ������ �
������ � � � � � � � �
��� 第 	�� ������ �
������ ��� ��� � � �
����
���   	�� ������ �
������ 	�� �	�� � � �
����
���   ��� ��
�
� �
��	��� ���� ����� � � ��
	���
��� 三 ��� �
	��� �
������ �	�� ��	�� � � ��
����
�	�   ��� ��		�� �
������ ���� ����� � � ��
�
��
���   ��� ������ �
������ �	�� ��	�� � � �

����
��� 峰 ��� ����� �
��		�� ���� 
���� � � ��

���
���   ��� �	��� �
���
�� �	�� ���	�� � � ��
����
�
�   
�� ���� �
��	��� ���� ������ � � �

���
��� 区 
�� ���� �
���	�� �	�� ���	�� � � �
����

� �   小计 ����
�� �
������ 期望方差（合计） �
���� ��

�	��
 �   合计 �	
��
� � � 期望差 �
���� �	
�	��

 
将以上计算的具体参数结果代入（7）式得出 2006 年全国人口女性年龄分布样本资料的

数学模型（8）式如下： 

（ π2 9.11) －1  exp[－
96822

17 2

.
)x(

×
− ]    x≤17 

        （ π2 3.91） －1  exp[－
27152

17 2

.
)x(

×
− ]   17≤x≤24 

f(x) =     ( π2 9.25 ) －1  exp[－
61852

42 2

.
)x(

×
− ]   24＜x≤42                 （8） 

( π2 3.76)－1  exp[－
17142

42 2

.
)x(

×
− ]   42≤x＜52 

( π2 15.15) －1  exp[－
452292

52 2

.
)x(

×
− ]    52≤ x    
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以上（8）式是根据表 2 计算结果代入（7）式的数学表达式。但是在实践中应该按分组

组距的具体数字，需要对峰区划分进行调整。从表 1 第 2 峰区与第 3 峰区的谷值是第 10 组，

组距为 45～49，第 3 峰值（期望值 μ3）所在 11 组的组距为 50～54。所以（8）式的区间与

第 3 峰区相连的区间划分 42≤x＜52 应该调整为 42≤x＜50；52≤ x 整为 50≤x 。见以下（9）
式： 

（ π2 9.11) －1  exp[－
96822

17 2

.
)x(

×
− ]    x≤17 

        （ π2 3.91） －1  exp[－
27152

17 2

.
)x(

×
− ]   17≤x≤24 

f(x) =     ( π2 9.25 ) －1  exp[－
61852

42 2

.
)x(

×
− ]   24＜x≤42                 （9） 

( π2 3.76)－1  exp[－
17142

42 2

.
)x(

×
− ]   42≤x＜50 

( π2 15.15) －1  exp[－
452292

52 2

.
)x(

×
− ]    50≤ x    

从调整后的（9）式可以得出结论：多峰分布在频数分组的情况下，连接谷值区间的划

分是以所在组距的上下限来确定的。如果谷值连接的是下一峰区的峰值，则此期望值被连接

的数据是期望值所在组的下限，而不是组中值，在实际应用中须注意深刻理解。 

5 遗留期待探析的问题 
在前期多项研究成果的基础上，根据“左右方差计算公式的推导与应用[6]”解决了本文

数学模型离散参数的计算问题。有关按统计特征分为单侧规范、双侧规范、多侧规范、自然

规范四大类的问题将涉及随机变量的频数在统计实践中呈现单峰分布、双峰分布、多峰分布

的客观形态。本文建立双峰分布、多峰分布的数学模型都是依据高斯分布的原理。是否可以

归属于高斯新分布的统计范畴，以及多峰分布任意区间概率的计算问题将有待下一课题来探

析。 

6 结论 
依据范剑青教授局部描述能提高统计精确度的新理念建立的双峰分布和多峰分布的数

学模型仅仅是对高斯新分布应用的推广。而高斯新分布则是建立在高斯分布的理论基础上。

从多峰分布的数学模型（7）式的 5 个数学表达式中清楚显示：它们各是正态分布的一半，

由此就可以应用高斯分布来分部描述。这将验证一个重要的结论：应用正态分布来分部描述

多峰分布显示了高斯分布又一强大的优越性。 
建立多峰分布数学模型的目的是：为进行的第六次人口普查结果的相关资料来揭示人口

年龄频数的分布规律。从而促进对高斯新分布的广泛应用，进而推动对高斯新分布的深刻理

解。 
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