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摘　要　起伏地表下地震波场模拟有助于解释主动源和被动源地震探测中穿过山脉和盆地的测线所获得的资料．

然而传统的有限差分法处理起伏的自由边界比较困难，为了克服这一困难，我们将笛卡尔坐标系的各向异性介质

弹性波方程和自由边界条件变换到曲线坐标系中，采用一种稳定的、显式的二阶精度有限差分方法离散（曲线坐标

系）ＶＴＩ介质中的弹性波方程；对地表自由边界条件处理时采用了一种修饰的差分算子来计算弹性波方程中的混

合导数项在自由边界上的法向导数．兰姆问题的解析解与本文的数值解对比结果表明该方法可以有效地处理自由

地表边界条件．模拟实例表明：起伏地表对地震波场有重要影响，各向异性导致弹性波波前形状复杂且具有明显的

方向性．
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１　引　言

在我国，目前的油气勘探重点已转移到了西部、

西南部地区，其剧烈的地形起伏给地震勘探工作提

出了严峻的挑战，传统的基于平缓构造勘探的地震

数据采集、处理和解释方法在这类复杂地表地区已

不再适用．研究起伏地表地震波场数值模拟，对于认

识起伏地表下地震波传播的规律及特征，进而研发基

于起伏地表的地震资料处理、采集和解释方法均有非

常重要的意义［１～８］．

为了研究起伏地表条件下的地震波传播特征，

近年来提出了一些有针对性的数值模拟方法：包括

有限元法［９～１１］，谱元法［１２，１３］，伪谱法［１４～１６］，边界元

和边界积分法［１７～１９］，有限差分法［２０～２７］等．谱元法和

有限元都能自然满足自由表面边界条件，可以使用

曲边单元模拟二维自由表面和界面起伏．传统的有

限元法计算代价很高；在谱元法中，需要使用比数值

频散所要求的小得多的空间离散步长来刻画大曲率

的地表面和界面［１２］；伪谱法中使用的全局基使模拟

结果变得不准确［２８］；边界元方法的半解析性质决定

了该方法不能适用于地表速度变化较大的情况［２９］，

而实际情况是，浅部地层受后期地质作用速度变化

甚为剧烈．有限差分法是数值模拟中最常用的一种

方法（与其他方法相比，有限差分法简单灵活），用有

限差分法求解二阶的弹性动力学方程已广泛应用于

波场的数值模拟中［３０～３４］，但当处理自由边界条件且

纵横波速度比较大时往往出现不稳定问题［３５，３６］．

Ｉｌａｎ
［３７］提出了一种改进的方法，但当处理强非均匀

介质时依然不稳定．Ｖｉｄａｌｅ和Ｃｌａｙｔｏｎ
［３８］提出了一

种隐式的算法来处理自由边界．为解决不稳定问题，

人们探索用一阶速度应力方程来处理自由边界，并

采用交错网格来离散化．目前应用于地震波场数值

模拟的差分算法大部分是基于交错网格技术

的［３９～４２］，然而交错网格方法处理起伏地表比较困

难，因而基于非结构网格的一类方法如谱元法等近

年来得到了迅速发展．

最近，Ｎｉｌｓｓｏｎ等
［４３］提出了一种稳定的、可以广

泛应用于任意纵横波速度比、且基于二阶波动方程

的显式的处理自由边界的差分方法．在边界上，采用

一阶差分算子来离散波动方程中混合导数项（狓狕

和狕狓 ）中的法向导数 （狕），而在内部网格点上，

用二阶中心差分来离散．正如 Ｎｉｌｓｓｏｎ等
［４３］所证明

的，方程中在边界上的一阶离散代入边界条件方程

后精度就变成二阶了，这种处理自由地表边界条件

的方法不仅不会降低数值计算的精度，反而使处理

容易简便，且结果稳定［３６］．此后，Ａｐｐｅｌｏ和Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ
［４４］

通过坐标转换，把这种方法推广到曲线坐标系，提出

了一种稳定的、可模拟不规则区域各向同性介质中

地震波传播的方法．实际的地球介质常常是呈各向

异性的［４５，４６］．这可能源于裂隙或孔隙诱导的各向异

性［４７～５０］，薄各向同性层产生的各向异性［３４，５１］以及

组成岩石的矿物微粒在排列上有择优取向时形成岩

石的固有各向异性［５２］等．本文中将 Ａｐｐｅｌｏ 和

Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ提出的方法
［４４］加以应用并推广以模拟复

杂地表非均匀各向异性介质中地震波的传播并对其

波场特征进行分析．

２　笛卡尔坐标和曲线坐标的转换

对于复杂地表的介质，离散网格边界需与起伏

的地表吻合以避免人为的产生边界散射．这种网格

被称作贴体网格［５３，５４］，且广泛应用于数值模拟

中［２５，５５～５９］．贴体网格可以通过由计算空间到物理空

间 的坐标变换来获得（图１）．通过坐标变换曲线坐

标系的狇，狉映射到物理空间的笛卡尔坐标系，这两

个坐标系中垂直轴都取向下方向为正．

图１　计算域和物理域映射示意图
［２２］

Ｆｉｇ．１　Ｍａｐｐｉｎｇｂｅｔｗｅｅｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄ

ｐｈｙｓｉｃａｌｓｐａｃｅｉｎｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
［２２］
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　　贴体网格可分为规则网格和不规则网格两种．

规则网格在每个坐标轴方向都有固定的单元数，在

二维情况下这些单元一般为四边形．本研究中采用

了规则的贴体网格．生成贴体曲线网格的方法主要

有代数法、保角变换法及偏微分方程法等［５３，５４，６０，６１］．

其中偏微分方程法因其能方便地控制所生成网格点

的疏密，且所生成的网格在边界处有良好的正交性

而得到广泛的应用．本文中采用偏微分方程法生成

贴体网格．

贴体网格生成之后，笛卡尔坐标系中的网格点

与曲线坐标系中的网格点就一一对应，即

狓＝狓（狇，狉），狕＝狕（狇，狉）， （１）

由链锁规则，我们有

狓 ＝狇狓狇＋狉狓狉， （２ａ）

狕 ＝狇狕狇＋狉狕狉， （２ｂ）

狇 ＝狓狇狓＋狕狇狕， （３ａ）

狉 ＝狓狉狓＋狕狉狕， （３ｂ）

这里狇狓 表示狇（狓，狕）／狓，狇狕，狉狓，狉狕 的意义也类似．

这些导数叫做度量导数，把式（２ａ，ｂ）分别代入式

（３ａ，ｂ），经过化简，可得

狇狓 ＝
狕狉
犑
，狇狕 ＝

－狓狉
犑
，狉狓 ＝

－狕狇
犑
，狉狕 ＝

狓狇
犑
． （４）

犑是变换的雅克比矩阵，它可以表示为犑＝狓狇狕狉－

狓狉狕狇，详细的推导过程请参见附录 Ａ．值得注意的

是，即使映射关系式（１）有解析的形式，度量导数依

然通过数值的方式来计算以避免当使用守恒形式的

动量方程时系数偏导数引起的假源项［５４］．本文中所

有例子的度量导数均采用二阶差分计算．

３　笛卡尔坐标系和曲线坐标系中的

ＶＴＩ介质弹性波方程

对ＶＴＩ介质，不考虑外力时，笛卡尔坐标系中

的弹性波方程为

ρ

２狌

狋
２ ＝


狓
犮１１
狌

狓
＋犮１３

狏

（ ）狕 ＋狕犮４４
狌

狕
＋犮４４

狏

（ ）狓 ，

（５ａ）

ρ

２狏

狋
２ ＝


狓
犮４４
狏

狓
＋犮４４

狌

（ ）狕 ＋狕犮３３
狏

狕
＋犮１３

狌

（ ）狓 ，

（５ｂ）

其中，犮犻犼（狓，狕）表示介质的弹性参数；狌，狏分别是沿

狓，狕轴方向的位移分量；ρ（狓，狕）为介质密度．

利用关系式（２ａ，ｂ），方程（５ａ，ｂ）可变换为

犑ρ

２狌

狋
２ ＝

　

狇
｛犑狇狓［犮１１（狇狓狇＋狉狓狉）狌＋犮１３（狇狕狇＋狉狕狉）狏］

＋犑狇狕［犮４４（狇狓狇＋狉狓狉）狏＋犮４４（狇狕狇＋狉狕狉）狌］｝

＋

狉
｛犑狉狓［犮１１（狇狓狇＋狉狓狉）狌＋犮１３（狇狕狇＋狉狕狉）狏］

＋犑狉狕［犮４４（狇狓狇＋狉狓狉）狏＋犮４４（狇狕狇＋狉狕狉）狌］｝，

（６）

犑ρ

２狏

狋
２ ＝

　

狇
｛犑狇狓［犮４４（狇狓狇＋狉狓狉）狏＋犮４４（狇狕狇＋狉狕狉）狌］

＋犑狇狕［犮３３（狇狕狇＋狉狕狉）狏＋犮１３（狇狓狇＋狉狓狉）狌｝

＋

狉
｛犑狉狓［犮４４（狇狓狇＋狉狓狉）狏＋犮４４（狇狕狇＋狉狕狉）狌］

＋犑狉狕［犮３３（狇狕狇＋狉狕狉）狏＋犮１３（狇狓狇＋狉狓狉）狌｝．

（７）

４　笛卡尔坐标系和曲线坐标系中的自

由边界条件

笛卡尔坐标系中的自由边界条件为

犮１１
狌

狓
＋犮１３

狏

狕
　　犮４４

狌

狕
＋犮４４

狏

狓

犮４４
狏

狓
＋犮４４

狌

狕
　　犮３３

狏

狕
＋犮１３

狌



熿

燀

燄

燅狓

狀狓

狀
［ ］
狕

＝０，

（８）

式中，狀狓，狀［ ］狕
Ｔ 为自由表面的内法线．利用关系式

（２ａ，ｂ），自由边界条件可变换为

狉
－
狓 犮１１（狇狓狌狇＋狉狓狌狉）＋犮１３（狇狕狏狇＋狉狕狏狉［ ］）

　＋狉
－
狕 犮４４（狇狕狌狇＋狉狕狌狉）＋犮４４（狇狓狏狇＋狉狓狏狉［ ］）＝０，

（９）

狉
－
狓 犮４４（狇狓狏狇＋狉狓狏狉）＋犮４４（狇狕狌狇＋狉狕狌狉［ ］）

　＋狉
－
狕 犮３３（狇狕狏狇＋狉狕狏狉）＋犮１３（狇狓狌狇＋狉狓狌狉［ ］）＝０，

（１０）

式中，用法向度量来表示法向

狉
－
狓 ＝

狉狓

狉２狓＋狉
２

槡 狕

，狉
－
狕 ＝

狉狕

狉２狓＋狉
２

槡 狕

． （１１）

５　曲线坐标系网格中的离散化方法

为了离散方程（６）～（７），我们用以下网格点来

离散一矩形区域：

狇犻＝（犻－１）犺狇，犻＝０，…，犖狇，犺狇＝
犾

（犖狇－１）
，

　　狉犼＝（犼－１）犺狉，犼＝０，…，犖狉，犺狉＝
狑

（犖狉－１）
，

４７０２
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式中，犾，狑分别为计算区域的长和宽，犺狇，犺狉 ＞０且

分别表示沿狇，狉方向的网格间距．两个波场分量为

［狌犻，犼（狋），狏犻，犼（狋）］＝ ［狌（狇犻，狉犼，狋），狏（狇犻，狉犼，狋）］．

为简化起见，仿照Ａｐｐｅｌｏ和Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ的做法引入

下列差分算子表示符：

犇
狇
＋狌犻，犼 ＝

狌犻＋１，犼－狌犻，犼
犺狇

，

犇
狇
－狌犻，犼 ＝犇

狇
＋狌犻－１，犼，

犇
狇
０狌犻，犼 ＝

１

２
（犇狇＋狌犻，犼＋犇

狇
－狌犻，犼），

犇
狉

＋狌犻，犼 ＝
狌犻，犼＋１－狌犻，犼
犺狉

，

犇
狉

－狌犻，犼 ＝犇
狉

＋狌犻，犼－１，

犇
狉

０狌犻，犼 ＝
１

２
（犇

狉

＋狌犻，犼＋犇
狉

－狌犻，犼）． （１２）

　　方程（６）～（７）的右边部分的空间导数包含了四

种基本的类型，可以分别按照以下方式来离散：

　　　　


狇
（犪ω狇）≈犇

狇
－
（犈狇１／２（犪）犇

狇
＋ω），


狇
（犫ω狉）≈犇

狇
０（犫犇

狉槇
０ω），


狉
（犮ω狇）≈犇

狉槇
０
（犮犇狇０ω），


狉
（犱ω狉）≈犇

狉

－
（犈

狉

１／２
（犱）犇

狉

＋ω），

（１３）

式中，ω表示狌或狏；犪，犫，犮，犱为度量导数和弹性

参数的组合；犈为求平均算子：

犈
狇
１／２
（γ犻，犼）＝γ犻＋１／２，犼 ＝

γ犻，犼＋γ犻＋１，犼
２

，

犈
狉

１／２
（γ犻，犼）＝γ犻，犼＋１／２ ＝

γ犻，犼＋γ犻，犼＋１
２

．

（１４）

　　在边界上 （犼＝１），采用一阶差分算子来离散

波动方程中混合导数项（狇狉 和狉狇）中的法向导

数 （狉），而在内部网格点上（犼≥２），用二阶中心差

分来离散，即

犇
狉槇
０狌犻，犼 ＝

犇
狉

＋狌犻，犼，犼＝１，

犇
狉

０狌犻，犼， 犼≥２
烅
烄

烆 ．
（１５）

５．１　犞犜犐介质波动方程的离散

采用（１３）式近似计算方程（６）～（７）的空间导数

项，为了便于阅读，去掉了角标 （犻，犼），可得：

犑ρ

２狌

狋
２ ＝犇

狇
－
［犈狇１／２（犕

狇狇
１
）犇狇＋狌＋犈

狇
１／２
（犕狇狇２）犇

狇
＋狏］

＋犇
狇
０
［犕狇

狉

１ 犇
狉槇
０狌＋犕

狇狉

２ 犇
狉槇
０狏］

＋犇
狉槇
０
［犕

狉狇
１犇

狇
０狌＋犕

狉狇
２犇

狇
０狏］

＋犇
狉

－
［犈

狉

１／２
（犕

狉狉

１
）犇

狉

＋狌＋犈
狉

１／２
（犕

狉狉

２
）犇

狉

＋狏］

≡犔
（狌）（狌，狏）， （１６）

犑ρ

２狏

狋
２ ＝犇

狇
－
［犈狇１／２（犕

狇狇
３
）犇狇＋狏＋犈

狇
１／２
（犕狇狇２）犇

狇
＋狌］

＋犇
狇
０
［犕狇

狉

３ 犇
狉槇
０狏＋犕

狉狇
２ 犇

狉槇
０狌］

＋犇
狉槇
０
［犕

狉狇
３犇

狇
０狏＋犕

狇狉

２犇
狇
０狌］

＋犇
狉

－
［犈

狉

１／２
（犕

狉狉

３
）犇

狉

＋狏＋犈
狉

１／２
（犕

狉狉

２
）犇

狉

＋狌］

≡犔
（狏）（狌，狏）． （１７）

其中犕 为

犕犽犾１ ＝犑犽狓犾狓犮１１＋犑犽狕犾狕犮４４，

犕犽犾２ ＝犑犽狓犾狕犮１３＋犑犽狕犾狓犮４４，

犕犽犾３ ＝犑犽狓犾狓犮４４＋犑犽狕犾狕犮３３，

（１８）

式中，犽，犾表示狇或狉；犽狓，犽狕，犾狓，犾狕 由公式（４）计算．

在时间域我们用二阶精度的中心差分进行离

散，完整形式的离散方程形式如下：

ρ
狌狀＋１－２狌

狀
＋狌

狀－１

（Δ狋）（ ）２ ＝犔
（狌）（狌狀，狏狀）， （１９）

ρ
狏狀＋１－２狏

狀
＋狏

狀－１

（Δ狋）（ ）２ ＝犔
（狏）（狌狀，狏狀）． （２０）

５．２　自由地表边界条件的离散

边界条件方程（９）～（１０）可离散为

　　
１

２
［（犕

狉狉

１
）犻，３／２犇

狉

＋狌犻，１＋（犕
狉狉

１
）犻，１／２犇

狉

＋狌犻，０］

　　　＋（犕
狉狇
１
）犻，１犇

狇
０狌犻，１＋

１

２
［（犕

狉狉

２
）犻，３／２犇

狉

＋狏犻，１

　　　＋（犕
狉狉

２
）犻，１／２犇

狉

＋狏犻，０］＋（犕
狉狇
２
）犻，１犇

狇
０狏犻，１ ＝０，

（２１）

１

２
［（犕

狉狉

３
）犻，３／２犇

狉

＋狏犻，１＋（犕
狉狉

３
）犻，１／２犇

狉

＋狏犻，０］

　　　＋（犕
狉狇
３
）犻，１犇

狇
０狏犻，１＋

１

２
［（犕

狉狉

２
）犻，３／２犇

狉

＋狌犻，１

　　　＋（犕
狉狉

２
）犻，１／２犇

狉

＋狌犻，０］＋（犕
狇狉

２
）犻，１犇

狇
０狌犻，１ ＝０，

　 　　犻＝１，…，犖狇． （２２）

满足边界条件（２１）～（２２）的波动方程（１９）～

（２０）的具体的差分格式详见附录Ｂ．

在求狇狉和狉狇 项中的法向导数 （狉）时巧妙

地运用一阶算子犇
狉槇
０
是本文所用方法的关键所在，这

一点和在笛卡尔坐标系中的情形完全相同．计算初

期，会误以为运用一阶差分算子会降低数值计算的

精度，然而，正如Ｎｉｌｓｓｏｎ等
［４３］对于在笛卡尔坐标系

中的离散所证明的，方程中在自由边界上的一阶离

散代入自由边界条件方程后精度就变成了二阶．

模拟中的吸收边界条件采用Ｃｅｒｊａｎ等
［６２］建议

的吸收边界：

犌＝ｅｘｐ －α（犐－犻）［ ］２ ，　１≤犻≤犐， （２３）

其中犐为给定的吸收边界带宽的节点数，犻为吸收

５７０２
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边界内的节点号，α是衰减系数，其值与犐的大小

有关．

６　数值模拟实例

６．１　水平地表模型

首先设计了一个均匀ＶＴＩ介质模型，该模型尺

寸为６０００ｍ×３０００ｍ．模型介质弹性参数为犮１１＝

２５．５ＧＰａ，犮１３＝１４．０ＧＰａ，犮３３＝１８．４ＧＰａ，犮４４＝

５．６ＧＰａ，密度为２．５９ｇ／ｃｍ
３．模拟计算中，纵横向

空间网格大小均为１０ｍ，时间采样间隔取１ｍｓ．垂

直方向点力源位于地表（５００ｍ，０ｍ）处，力源子波

函数为

犳（狋）＝ｅ
－０．５犳

２

０
（狋－狋０

）２

ｃｏｓπ犳０（狋－狋０）， （２４）

其中，狋０＝０．５ｓ，截止频率犳０＝１０Ｈｚ．

把数值解与二维兰姆问题的解析解进行对比考

查本文方法处理自由地表边界条件的正确性．将

ＶＴＩ介质自由半空间格林函数和子波函数卷积即

可得到ＶＴＩ介质兰姆问题的解析解
［４５，６３］．从地震

记录中分别取炮检距为１２０ｍ和９９０ｍ的地震道，

和解析解对比结果见图２，数值解和解析解吻合得

很好，说明本文采用的数值方法对自由边界条件的

实现是正确的．

图３（ａ，ｂ）分别为模拟所得到的水平和垂直分

量的地震记录．图中，直达ｑＰ波、ｑＳＶ波和瑞雷面

波 （由于瑞雷波和横波的速度差异比较小，在波场

记录中很难区分）清晰可见．由弹性波数值模拟传

播１．８ｓ后的波场快照（图４）可见：各向异性介质中

弹性波波前面具有明显的方向性；ｑＳＶ波波前初至

出现三叉区现象［３２，６４，６５］；自由界面产生较强能量的

瑞雷面波，并随深度增加迅速衰减；发现连接ｑＳＶ

波和沿地表传播的ｑＰ波的首波Ｈ．

６．２　起伏地表模型

起伏地表对地震波的传播有重要影响．选用了

三个起伏地表模型加以研究．首先是一个边界光滑

的小山丘模型，接着我们考虑一个自由表面有半圆

图２　水平自由表面均匀半空间模型中偏移距分别为１２０ｍ（ａ）和９９０ｍ（ｂ）的

地震道解析解和数值解对比．实线为解析解，虚线为数值解

Ｆｉｇ．２　Ｗａｖｅｆｏｒｍｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｂｅｔｗｅｅｎａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒｓｗｉｔｈ

ｔｈｅｏｆｆｓｅｔｓｏｆ１２０ａｎｄ９９０ｍ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｆｏｒｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｐｌａｎａｒｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｌ．Ｓｏｌｉｄａｎｄｄｏｔｔｅｄｌｉｎｅｓａｒｅ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

图３　水平自由表面均匀半空间模型中波场位移狓分量（ａ）和狕分量记录（ｂ）

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｐｌａｎａｒｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｌ
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图４　二维水平自由表面均匀半空间模型波场位移１．８ｓ时狓分量（ａ）和狕分量（ｂ）快照

Ｆｉｇ．４　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄａｔ１．８ｓｆｏｒｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｐｌａｎａｒｆｒｅｅｓｕｒｆａｃｅｍｏｄｅｌ

形凹陷的半空间模型，对这个模型的研究有助于测

试本文的方法处理不光滑地表地形的能力，为了简

单起见，假设半空间是均匀的，介质的弹性参数与上

例相同，震源位于地表距左侧边界５００ｍ 处．最后

是一个地表地形为正弦形变化的不均匀介质模型．

三个模型中震源均与水平地表模型的相同．

６．２．１　小山丘地表模型

模型大小为６ｋｍ×３ｋｍ，在模型表面的中央有

一个小山丘，它的高程可以用高斯函数表示：

　　狔（狓）＝－１５０ｅｘｐ －
狓－３０００（ ）１５０（ ）

２

犿，

狓∈ （０，６）ｋｍ． （２５）

纵横向采样间隔均为１０ｍ，时间采样间隔为０．８ｍｓ，

图５为小山丘模型结构化网格剖分图．图６（ａ，ｂ）分

别为模拟所得到的水平和垂直分量的地震记录．从

图中可以看出，由于自由地表小山丘的影响（与图３

的地震记录比较），小山丘右侧ｑＰ波和瑞雷面波的

振幅均有所减小，在直达ｑＰ波之后观测到由瑞雷

面波散射转换成的次生ｑＰ波（ＲｑＰｆ），同理，在瑞雷

面波之前也可以观察到由于ｑＰ散射转换的次生瑞

雷面波（ｑＰＲｆ）的存在，另外，观察到反射的瑞雷面

波（ｑＰＲｂ，ＲＲ）和ｑＰ波（ｑＰｑＰ，ＲｑＰｂ），这充分地体

现了起伏的小山丘对地震波传播的影响．

图７（ａ～ｈ）是弹性波数值模拟的垂直分量在不

同时刻的波场快照．从快照图７（ａ，ｂ）看，此刻波场

中存在的波为ｑＰ波，ｑＳＶ 波，瑞雷面波以及连接

ｑＳＶ波和沿地表传播的ｑＰ波的首波，在２．３ｓ时

图５　小山丘模型结构化网格剖分

为清楚起见，网格密度减少为原来的１／３．

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｇｒｉｄｓｉｎｔｈｅｈｉｌｌｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ．Ｆｏｒｃｌａｒｉｔｙ，

ｔｈｅｇｒｉｄｓａｒｅｄｉｓｐｌａｙｅｄｗｉｔｈａｒｅｄｕｃｉｎｇｄｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｏｆ３

图６　小山丘模型中波场位移狓分量（ａ）和狕分量（ｂ）记录

图中ｑＰｄ，Ｒｄ分别表示ｑＰ波衍射波和瑞雷面波衍射波；ｑＰＲｆ，ｑＰＲｂ分别表示ｑＰ波发生散射，转换为Ｒａｙｌｅｉｇｈ面波向前和向后传播；

ＲｑＰｆ，ＲｑＰｂ分别表示Ｒａｙｌｅｉｇｈ面波发生散射，转换为ｑＰ波向前和向后传播；ｑＰｑＰ表示ｑＰ波反射波；ＲＲ表示Ｒａｙｌｅｉｇｈ波反射波．

Ｆｉｇ．６　Ｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｈｉｌｌｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

Ｓｙｍｂｏｌｓｍｅａｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ（ｑＰｄ）ｑＰｗａｖｅｄｉｆｆｒａｃｔｓｔｏｑＰｗａｖｅ；（Ｒｄ）ＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅｄｉｆｆｒａｃｔｓｔｏＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅ；（ｑＰＲｆ）ｑＰｗａｖｅｓｃａｔｔｅｒｓ

ｔｏＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅａｎｄｐｒｏｐａｇａｔｅｓｆｏｒｗａｒｄ；（ｑＰＲｂ）ｑＰｗａｖｅｓｃａｔｔｅｒｓｔｏＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅａｎｄｐｒｏｐａｇａｔｅｓｂａｃｋｗａｒｄ；（ｑＰｑＰ）ｑＰｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｅｓ

ｔｏｑＰｗａｖｅ；（ＲｑＰｆ）ＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅｓｃａｔｔｅｒｓｔｏｑＰｗａｖｅａｎｄｐｒｏｐａｇａｔｅｓｆｏｒｗａｒｄ；（ＲｑＰｂ）ＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅｓｃａｔｔｅｒｓｔｏｑＰｗａｖｅａｎｄｐｒｏｐａｇａｔｅｓ

ｂａｃｋｗａｒｄ；（ＲＲ）ＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅｒｅｆｌｅｃｔｅｓｔｏＲａｙｌｅｉｇｈｗａｖｅ．

７７０２
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图７　小山丘模型中波场位移ｚ分量不同时刻的快照

Ｆｉｇ．７　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｔｉｍｅｓｆｏｒｔｈｅｈｉｌｌｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

（图７ｃ）瑞雷面波刚刚到达小山丘表面，开始产生反

射波和转换波．与图７（ａ，ｂ）不同的是在快照图７

（ｅ～ｈ）上均可发现有比较明显的反射瑞雷面波的存

在，由于在小凸面上存在着波的类型的转换等现象，

故反射瑞雷面波的能量大为减弱．同样可发现由小

凸面产生的反射ｑＳＶ波存在．

６．２．２　半圆形凹陷地表模型

第一个模型实例的地表起伏是光滑连续的，即

地表处处都有连续且有限的斜率．半圆形凹陷模型

在凹陷边缘的斜率是无穷大的，因此模拟这样一个

极端的起伏模型具有重要意义．半圆凹陷位于模型

的中央，半径为１５０ｍ．

数值模型沿狓、狕分别含有６０１、２９１个网格点，

沿狓方向的网格间距均为１０ｍ，垂直方向的网格间

距随着深度是变化的，靠近自由表面时间距较小，靠

近模型底部时间距较大，最小和最大间距分别为６ｍ

和１２ｍ，沿垂向的网格间距平均约为１０．３ｍ（图８），

时间采样间隔为０．８ｍｓ．

图８　半圆形凹陷模型结构化网格剖分

为清楚起见，网格密度减少为原来的１／３．

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｇｒｉｄｓｉｎｔｈｅｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒｓｈａｐｅ

ｄｅｐｒｅｓｓｉｏｎｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

Ｆｏｒｃｌａｒｉｔｙ，ｔｈｅｇｒｉｄｓａｒｅｄｉｓｐｌａｙｅｄｗｉｔｈ

ａｒｅｄｕｃｉｎｇｄｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｏｆ３．

　　由于凹陷的存在，ｑＰ波和瑞雷面波的振幅在凹

陷右侧都明显的减小．另外，在直达ｑＰ波之后也可

以观察到由瑞雷面波散射转换成的次生 ｑＰ 波

（ＲｑＰｆ），同理，在瑞雷面波之前也可以观察到由于

ｑＰ散射转换的次生瑞雷面波（ｑＰＲｆ）的存在，还有一

些反射的瑞雷面波 （ｑＰＲｂ，ＲＲ）和ｑＰ波（ｑＰｑＰ，

ＲｑＰｂ）．凹陷的边缘处（狓＝２８５０和狓＝３１５０ｍ），由

于地形突变而引起的体波和瑞雷面波发生强烈的散

射，这些都可以在地震记录图９中清楚地观察到．由

于面波的波长较小，因此瑞雷面波产生的散射要明

显强于体波，这表明这样的陡凹陷模型能明显地阻

碍瑞雷面波的传播．图１０为波场位移垂直分量的波

场快照，与小山丘模型的波场快照（图７）相比，我们

可以看到由于瑞雷面波在半圆凹陷的边缘就发生散

射，因此反射的瑞雷面波波前较小山丘模型中的（反

射瑞雷面波波前）超前，而且能量也比后者强，这也

表明了陡凹陷模型更能阻碍瑞雷面波的传播．

６．２．３　正弦形地表模型

最后，我们选取一个地表高程可以用下列正弦

函数表述的不均匀介质模型：

狕（狓）＝５０·ｓｉｎ
狓（ ）７０ 犿，狓∈ ［０ｍ，６０００ｍ］．（２６）

模型分两层，模型长６０００ｍ，宽３０００ｍ，上、下

层各宽１５００ｍ．选取上层介质的弹性参数与前面例

子中的（弹性参数）相同，模型下层的弹性参数为：

犮１１＝７１．８ＧＰａ，犮１３＝１．２ＧＰａ，犮３３＝５３．４ＧＰａ，犮４４＝

２６．１ＧＰａ，密度为２．８１ｇ／ｃｍ
３．图１１是正弦形地表

地形模型结构化网格剖分图，纵横向网格大小分别

为６和１０ｍ．图１２（ａ～ｆ）分别显示传播０．８ｓ，１．３，

１．８，２．３，３．３ｓ和４．３ｓ后垂直分量波场快照，图

１３为地表观测的波场位移记录．从中可见，任意起

８７０２
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图９　半圆形凹陷模型中波场位移狓分量（ａ）和狕分量（ｂ）记录（图中符号的含义同图６）

Ｆｉｇ．９　Ｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｆｏｒｔｈｅｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒｓｈａｐｅｄｅｐｒｅｓｓｉｏｎｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

（ＴｈｅｍｅａｎｉｎｇｓｏｆｔｈｅｓｙｍｂｏｌｓａｒｅｔｈｅｓａｍｅａｓｉｎＦｉｇ．６）

图１０　半圆形凹陷模型中波场位移狕分量的快照

Ｆｉｇ．１０　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｔｉｍｅｓ

ｆｏｒｔｈｅｓｅｍｉｃｉｒｃｕｌａｒｓｈａｐｅｄｅｐｒｅｓｓｉｏｎｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

图１１　正弦形地表地形模型结构化网格剖分．

为清楚起见，网格密度减少为原来的１／５．

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｇｒｉｄｓｉｎｔｈｅｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ．

Ｆｏｒｃｌａｒｉｔｙ，ｔｈｅｇｒｉｄｓａｒｅｄｉｓｐｌａｙｅｄｗｉｔｈ

ａｒｅｄｕｃｉｎｇｄｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒｏｆ５．

伏地表使得波场成分复杂：单炮记录中直达波同相

轴不再是直线，反射波同相轴变为非双曲线，并显示

出与地形起伏强相关的特点；不规则起伏地表成为

强散射源，导致地表记录和波场快照上散射波发育；

散射波、直达波和反射波混叠使得识别地下的有效

信息变得异常困难．

７　认识与结论

本文应用了Ａｐｐｅｌｏ和Ｐｅｔｅｒｓｓｏｎ的方法，实现

了起伏地表下不均匀各向异性介质中地震波场传播

的显式有限差分法模拟，获得如下基本认识与结论：

（１）通过把矩形网格映射到曲线网格上处理了

起伏地表问题，采用在边界上修饰的差分算子离散

波动方程中含垂向导数的混合导数项，有效地处理

了自由地表的问题．

（２）复杂地形的自由地表模拟实例充分地展现

了真实地球表面附近传播的地震波场的复杂．合成

地震记录和波场快照显示：地表起伏会使直达波和

反射波同相轴弯曲，并显示出与地形起伏强相关的

特点；产生散射波、衍射波、多次反射波与转换波等

复杂震相；在各向异性介质的波场快照中也观察到

ｑＳ波三叉区的存在．

致　谢　本研究工作得到了中国科学院地质与地球

物理研究所张中杰研究员的悉心指导和帮助．笔者
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图１２　正弦形地表地形模型中波场位移狕分量的快照

Ｆｉｇ．１２　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｆｏｒｔｈｅｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

图１３　正弦形地表地形模型中波场位移狓分量（ａ）和狕分量（ｂ）记录

Ｆｉｇ．１３　Ｓｙｎｔｈｅｔｉｃｓｅｉｓｍｏｇｒａｍｓｃｏｍｉｎｇｆｒｏｍｔｈｅｓｉｎｕｓｏｉｄａｌｓｕｒｆａｃｅｔｏｐｏｇｒａｐｈｙｍｏｄｅｌ

在此表示衷心的感谢．

附录Ａ　度量导数

把式２（ａ，ｂ）分别代入式３（ａ，ｂ），可得

　　狇 ＝狓狇（狇狓狇＋狉狓狉）＋狕狇（狇狕狇＋狉狕狉），（Ａ１）

　　狉 ＝狓狉（狇狓狇＋狉狓狉）＋狕狉（狇狕狇＋狉狕狉），（Ａ２）

经过整理可得

狇 ＝ （狓狇狇狓＋狕狇狇狕）狇＋（狓狇狉狓＋狕狇狉狕）狉，（Ａ３）

狉 ＝ （狓狉狇狓＋狕狉狇狕）狇＋（狓狉狉狓＋狕狉狉狕）狉，（Ａ４）

对比偏导数两边的系数，有

狓狇狇狓＋狕狇狇狕 ＝１， （Ａ５）

狓狉狉狓＋狕狉狉狕 ＝１， （Ａ６）

狓狇狉狓＋狕狇狉狕 ＝０， （Ａ７）

狓狉狇狓＋狕狉狇狕 ＝０， （Ａ８）

求解上述方程可得

狇狓 ＝
１

犑
狕狉，狇狕＝－

１

犑
狓狉，狉狓＝－

１

犑
狕狇，狉狕＝

１

犑
狓狇．（Ａ９）

其中，犑为转换的Ｊａｃｏｂｉ矩阵犑＝狓狇狕狉－狓狉狕狇．

附录Ｂ　ＶＴＩ介质波动方程（曲线坐标系）的

差分格式

在边界上 （犼＝１），波动方程需满足自由地表

边界条件，把边界条件方程（２１）代入波动方程

（１９），可得到自由地表上水平向的位移分量狌满足

的差分格式：

　　狌
狀＋１

犻，１ ＝２狌
狀

犻，１－狌
狀－１

犻，１ ＋（ρ犑）
－１·（Δ狋）

２
｛１２犺２狇 犕

狇狇（ ）１ 犻，１＋ 犕
狇狇（ ）１ 犻＋１，［ ］｛ １ · 狌

狀

犻＋１，１－狌
狀

犻，（ ）１

－ 犕
狇狇（ ）１ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）１ 犻－１，［ ］１ · 狌
狀

犻，１－狌
狀

犻－１，（ ）１ ＋ 犕
狇狇（ ）２ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻＋１，［ ］１

· 狏
狀

犻＋１，１－狏
狀

犻，（ ）１ － 犕
狇狇（ ）２ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻－１，［ ］１ · 狏
狀

犻，１－狏
狀

犻－１，（ ）｝１

０８０２
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＋
１

２犺狇犺狉
犕
狇狉（ ）１ 犻＋１，［ １· 狌

狀

犻＋１，２－狌
狀

犻＋１，（ ）１ － 犕
狇狉（ ）１ 犻－１，１· 狌

狀

犻－１，２－狌
狀

犻－１，（ ）１

＋ 犕
狇狉（ ）２ 犻＋１，１· 狏

狀

犻＋１，２－狏
狀

犻＋１，（ ）１ － 犕
狇狉（ ）２ 犻－１，１· 狏

狀

犻－１，２－狏
狀

犻－１，（ ）］１

＋
１

２犺狇犺狉
犕
狉狇（ ）１ 犻，［ ２· 狌

狀

犻＋１，２－狌
狀

犻－１，（ ）２ － 犕
狉狇（ ）１ 犻，１· 狌

狀

犻＋１，１－狌
狀

犻－１，（ ）１

＋ 犕
狉狇（ ）２ 犻，２· 狏

狀

犻＋１，２－狏
狀

犻－１，（ ）２ － 犕
狉狇（ ）２ 犻，１· 狏

狀

犻＋１，１－狏
狀

犻－１，（ ）］１

＋
１

犺
２

狉

犕
狉狉（ ）１ 犻，１＋ 犕

狉狉（ ）１ 犻，［ ］｛ ２ · 狌
狀
犻，２－狌

狀

犻，（ ）１ ＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，１＋ 犕

狉狉（ ）２ 犻，［ ］２ · 狏
狀
犻，２－狏

狀

犻，（ ）｝１

＋
１

犺狇犺狉
犕
狉狇（ ）１ 犻，１· 狌

狀

犻＋１，１－狌
狀

犻－１，（ ）１ ＋ 犕
狉狇（ ）２ 犻，１· 狏

狀

犻＋１，１－狏
狀

犻－１，（ ）［ ］１ ｝， （Ｂ１）

方程中各变量的意义同文章中（１９）～（２０）式相同．把边界条件方程（２２）代入波动方程（２０），可得到自

由地表上垂直向的位移分量狏满足的差分格式：

狏
狀＋１

犻，１ ＝２狏
狀

犻，１－狏
狀－１

犻，１ ＋（ρ犑）
－１·（Δ狋）

２

１

２犺
２

狇

犕
狇狇（ ）２ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻＋１，［ ］｛ １ · 狌
狀

犻＋１，１－狌
狀

犻，（ ）｛ １

－ 犕
狇狇（ ）２ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻－１，［ ］１ · 狌
狀

犻，１－狌
狀

犻－１，（ ）１ ＋ 犕
狇狇（ ）３ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）３ 犻＋１，［ ］１

· 狏
狀

犻＋１，１－狏
狀

犻，（ ）１ － 犕
狇狇（ ）３ 犻，１＋ 犕

狇狇（ ）３ 犻－１，［ ］１ · 狏
狀

犻，１－狏
狀

犻－１，（ ）｝１

＋
１

２犺狇犺狉
犕
狉狇（ ）２ 犻＋１，［ １· 狌

狀

犻＋１，２－狌
狀

犻＋１，（ ）１ － 犕
狉狇（ ）２ 犻－１，１· 狌

狀

犻－１，２－狌
狀

犻－１，（ ）１

＋ 犕
狇狉（ ）３ 犻＋１，１· 狏

狀

犻＋１，２－狏
狀

犻＋１，（ ）１ － 犕
狇狉（ ）３ 犻－１，１· 狏

狀

犻－１，２－狏
狀

犻－１，（ ）］１

＋
１

２犺狇犺狉
犕
狇狉（ ）３ 犻，［ ２· 狏

狀

犻＋１，２－狏
狀

犻－１，（ ）２ － 犕
狇狉（ ）３ 犻，１· 狏

狀

犻＋１，１－狏
狀

犻－１，（ ）１

＋ 犕
狇狉（ ）２ 犻，２· 狌

狀

犻＋１，２－狌
狀

犻－１，（ ）２ － 犕
狇狉（ ）２ 犻，１· 狌

狀

犻＋１，１－狌
狀

犻－１，（ ）］１

＋
１

犺
２

狉

犕
狉狉（ ）３ 犻，１＋ 犕

狉狉（ ）３ 犻，［ ］｛ ２ · 狏
狀
犻，２－狏

狀

犻，（ ）１ ＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，１＋ 犕

狉狉（ ）２ 犻，［ ］２ · 狌
狀
犻，２－狌

狀

犻，（ ）１ ｝

＋
１

犺狇犺狉
犕狉狇（ ）３ 犻，［ １· 狏

狀

犻＋１，１－狏
狀

犻－１，（ ）１ ＋ 犕
狇狉（ ）２ 犻，１· 狌

狀

犻＋１，１－狌
狀

犻－１，（ ）］１ ｝． （Ｂ２）

在内部网格点上 （犼≥２），用二阶中心差分来离散，可分别得狌、狏所满足的差分格式：

狌
狀＋１

犻，犼 ＝２狌
狀

犻，犼－狌
狀－１

犻，犼 ＋（ρ犑）
－１·（Δ狋）

２

１

２犺
２

狇

犕
狇狇（ ）１ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）１ 犻＋１，［ ］｛ 犼 · 狌
狀

犻＋１，犼－狌
狀

犻，（ ）｛ 犼

－ 犕
狇狇（ ）１ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）１ 犻－１，［ ］犼 · 狌
狀

犻，犼－狌
狀

犻－１，（ ）
犼 ＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻，犼＋ 犕
狇狇（ ）２ 犻＋１，［ ］犼 · 狏

狀

犻＋１，犼－狏
狀

犻，（ ）
犼

－ 犕
狇狇（ ）２ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻－１，［ ］犼 · 狏
狀

犻，犼－狏
狀

犻－１，（ ）｝
犼 ＋

１

４犺狇犺狉
犕
狇狉（ ）１ 犻＋１，［ 犼· 狌

狀

犻＋１，犼＋１－狌
狀

犻＋１，犼－
（ ）１

－ 犕
狇狉（ ）１ 犻－１，犼· 狌

狀

犻－１，犼＋１－狌
狀

犻－１，犼－
（ ）１ ＋ 犕

狇狉（ ）２ 犻＋１，犼· 狏
狀

犻＋１，犼＋１－狏
狀

犻＋１，犼－
（ ）１ － 犕

狇狉（ ）２ 犻－１，犼

· 狏
狀

犻－１，犼＋１－狏
狀

犻－１，犼－
（ ）］１ ＋

１

４犺狇犺狉
犕
狉狇（ ）１ 犻，犼＋［ １· 狌

狀

犻＋１，犼＋１－狌
狀

犻－１，犼＋
（ ）１ － 犕

狉狇（ ）１ 犻，犼－１

· 狌
狀

犻＋１，犼－１－狌
狀

犻－１，犼－
（ ）１ ＋ 犕

狉狇（ ）２ 犻，犼＋１· 狏
狀

犻＋１，犼＋１－狏
狀

犻－１，犼＋
（ ）１ － 犕

狉狇（ ）２ 犻，犼－１· 狏
狀

犻＋１，犼－１－狏
狀

犻－１，犼－
（ ）］１

＋
１

２犺
２

狉

犕
狉狉（ ）１ 犻，犼＋ 犕

狉狉（ ）１ 犻，犼＋［ ］｛ １ · 狌
狀

犻，犼＋１－狌
狀

犻，（ ）
犼 － 犕

狉狉（ ）１ 犻，犼＋ 犕
狉狉（ ）１ 犻，犼－［ ］１ · 狌

狀

犻，犼－狌
狀

犻，犼－
（ ）１

＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，犼＋ 犕

狉狉（ ）２ 犻，犼＋［ ］１ 狏
狀

犻，犼＋１－狏
狀

犻，（ ）
犼 － 犕

狉狉（ ）２ 犻，犼＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，犼－［ ］１ · 狏

狀

犻，犼－狏
狀

犻，犼－
（ ）｝１ ｝， （Ｂ３）

狏
狀＋１

犻，犼 ＝２狏
狀

犻，犼－狏
狀－１

犻，犼 ＋（ρ犑）
－１·（Δ狋）

２

１

２犺
２

狇

犕
狇狇（ ）２ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻＋１，［ ］｛ 犼 · 狌
狀

犻＋１，犼－狌
狀

犻，（ ）｛ 犼

－ 犕
狇狇（ ）２ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）２ 犻－１，［ ］犼 · 狌
狀

犻，犼－狌
狀

犻－１，（ ）
犼 ＋ 犕

狇狇（ ）３ 犻，犼＋ 犕
狇狇（ ）３ 犻＋１，［ ］犼 · 狏

狀

犻＋１，犼－狏
狀

犻，（ ）
犼

－ 犕
狇狇（ ）３ 犻，犼＋ 犕

狇狇（ ）３ 犻－１，［ ］犼 · 狏
狀

犻，犼－狏
狀

犻－１，（ ）｝
犼 ＋

１

４犺狇犺狉
犕
狉狇（ ）２ 犻＋１，［ 犼· 狌

狀

犻＋１，犼＋１－狌
狀

犻＋１，犼－
（ ）１

－ 犕
狉狇（ ）２ 犻－１，犼· 狌

狀

犻－１，犼＋１－狌
狀

犻－１，犼－
（ ）１ ＋ 犕

狇狉（ ）３ 犻＋１，犼· 狏
狀

犻＋１，犼＋１－狏
狀

犻＋１，犼－
（ ）１ － 犕

狇狉（ ）３ 犻－１，犼

１８０２
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· 狏
狀

犻－１，犼＋１－狏
狀

犻－１，犼－
（ ）］１ ＋

１

４犺狇犺狉
犕
狇狉（ ）３ 犻，犼＋［ １· 狏

狀

犻＋１，犼＋１－狏
狀

犻－１，犼＋
（ ）１ － 犕

狇狉（ ）３ 犻，犼－１

· 狏
狀

犻＋１，犼－１－狏
狀

犻－１，犼－
（ ）１ ＋ 犕

狇狉（ ）２ 犻，犼＋１· 狌
狀

犻＋１，犼＋１－狌
狀

犻－１，犼＋
（ ）１ － 犕

狇狉（ ）２ 犻，犼－１· 狌
狀

犻＋１，犼－１－狌
狀

犻－１，犼－
（ ）］１

＋
１

２犺
２

狉

犕
狉狉（ ）３ 犻，犼＋ 犕

狉狉（ ）３ 犻，犼＋［ ］｛ １ · 狏
狀

犻，犼＋１－狏
狀

犻，（ ）
犼 － 犕

狉狉（ ）３ 犻，犼＋ 犕
狉狉（ ）３ 犻，犼－［ ］１ · 狏

狀

犻，犼－狏
狀

犻，犼－
（ ）１

＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，犼＋ 犕

狉狉（ ）２ 犻，犼＋［ ］１ 狌
狀

犻，犼＋１－狌
狀

犻，（ ）
犼 － 犕

狉狉（ ）２ 犻，犼＋ 犕
狉狉（ ）２ 犻，犼－［ ］１ · 狌

狀

犻，犼－狌
狀

犻，犼－
（ ）｝１ ｝． （Ｂ４）

　　通过观察上面的差分格式（需把犕 中的狇狓，狇狕，

狉狓，狉狕用（４）式替换）不难发现，在实际计算中，差分

格式中系数的犺狇，犺狉 （曲线坐标系中的网格间距），

同犕 中的犺狇，犺狉抵消掉了，因此差分格式实际是与

犺狇，犺狉无关的（这只是个虚拟步长，它的值不会影响

计算的结果）．
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