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摘要：本文对二阶微分方程边值问题，类似于对初值问题的讨论，讨论了不含积分项的二阶

微分方程边值问题，即在边值问题 0 1'' ( , , , ), (0) , (1)u f t u u Tu u x u x− = = =  中，将积分项Tu  

去掉后得到的式子 0 1'' ( , , ), (0) , (1)u f t u u u x u x− = = = ，除了得到隐式迭代解外，还得到了

另外两种形式的显式迭代解。 
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The boundary value problem which does not contain 
integral term 

Hou Lin 
(Department of mathematics, JiangSu XuZhou 221008) 

Abstract: In this paper, boundary value problem of second order differential equation ，similar to 
initial value problem is studied, the boundary value problem which does not contain integral item is 
also studied,namely in the value problem problem 0 1'' ( , , , ), (0) , (1)u f t u u Tu u x u x− = = = , the 

formula 0 1'' ( , , ), (0) , (1)u f t u u u x u x− = = = ,in which the integral item Tu does not exist,except 
for implicit iterative solutions,wo also obtain other two explicit iterative solutions.  
Keywords:second order differential ; initial value problem; boundary value problem 

 

0 引言 
抽象空间微分方程理论则是近二三十年来发展起来的一个重要数学分支，它把微分方程

理论和泛函分析理论结合起来，利用泛函分析方法研究抽象空间中的微分方程，它的理论在

无穷常微分方程组、偏微分方程、不动点定理等多方面有广泛的应用。 
由于在无穷维空间框架中，处理分析学的非线性问题的方式有这无穷的潜力。近年来，

非线性泛函分析已经成为研究数学、物理、航空航天技术、生物技术中非线性问题的一个重

要的工具．它的基本方法有拓扑度方法、变分方法、解析方法、半序方法、上下解方法、单

调迭代方法等。 
微分方程问题不但对数学的基础理论有着推动作用，而且应用于解决几何学与物理学中

的一些实际问题，推动自然学科的发展．另外，自然科学和工程技术中大量非线性现象组成

的各类非线性积分微分算子又为抽象空间方程的发展提供了基本素材。本文主要是对二阶微

分方程边值问题
[1-3] ，类似于对初值问题的讨论，讨论了不含积分项的二阶微分方程边值问

题，除了得到隐式迭代解外，还得到了另外两种形式的显式迭代解。 

1 不含积分项的二阶微分方程 
在边值问题 0 1'' ( , , , ), (0) , (1)u f t u u Tu u x u x− = = = 中若将积分项Tu 去掉，边值问题变

为 
0 1'' ( , , ), (0) , (1)u f t u u u x u x− = = =                        (1.1) 
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相应的条件变为： 

1(H )存在 0M N> > ，使得 2 1 1 2,u u v v≥ ≥ 时有 

2 2 1 1 2 1 2 1( , , ) ( , , ) ( ) ( )f t u v f t u v M u u N v v− ≥ − − − −  

2(H )存在 0β > 使得u v≥ 时有  ( , , ) ( , , ) ( )f t u v f t v u u vβ− ≤ −  

3(H )存在 0 0 0 0, ,u v u v≤ 满足 

0 0 0 0 0

0 0 0 1

'' ( , , ) ( )
(0) , (1)

u f t u v N v u
u x u x
− ≤ + −⎧
⎨ ≤ ≤⎩

   0 0 0 0 0

0 0 0 1

'' ( , , ) ( )
(0) , (1)
v f t v u N v u

v x v x
− ≥ − −⎧
⎨ ≥ ≥⎩

 

4(H )    ( ) 1
6

M Nβ + +
< , 1M N+ <  

则问题(1.1)存在唯一解 ( )u t∗ ，分别以 0 0( ), ( )u t v t 为初始元作迭代序列 
1

0 1 0 1 1 1 1
0

1

0 1 0 1 1 1 1
0

( ) ( ) ( , )[ ( , , ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( , )[ ( , , ) ( ) ( )]

n n n n n n n

n n n n n n n

u t x t x x G t s f s u v M u u N u v ds

v t x t x x G t s f s v u M v v N v u ds

− − − −

− − − −

= + − + − − − −

= + − + − − − −

∫

∫

 

则{ ( )},{ ( )}n nu t v t 均在 I 上以 [ , ]C I E 中范数一致收敛于 ( )u t∗ ，且有误差估计式： 

*
0 0[ ]

6
n

n
M Nu u v uβ + +

− ≤ −  

下面我们将讨论其显式解. 
考虑二阶线性微分方程 

0 1'' ( , , ) ( ) ( ), (0) , (1)u f t M u N u u x u xξ η ξ η− = − − − − = = . 

移项得到 0 1'' ( ) ( , , ) , (0) , (1)u M N u f t M N u x u xξ η ξ η− + + = + + = =           (1.2) 

先给出如下引理。 

引理 1.1 设 2[ , ]u C I R∈ ，则二阶齐次微分方程 2'' 0, (0) 0, (1) 0u K u u u− + = = =  

(其中 0K > )的 Green 函数为 

( ) ( ( 1))
( )

( , )
( ) ( ( 1))

( )

K

sh Ks sh K t s t
Ksh K

G t s
sh Kt sh K s t s

Ksh K

−⎧ ≤⎪ −⎪= ⎨ −⎪ ≤
⎪ −⎩

 

引理 1.2[4] 设 2[ , ], [ , ]u C I R h C I R∈ ∈ ，则二阶线性非齐次微分方程 
2'' ( ), (0) 0, (1) 0u K u h t u u− + = = = (其中 0K > )的解可如下表示： 

1

0

( ) ( , ) ( )ku t G t s h s ds= ∫ ,其中 ( , )kG t s 由引理 1.1 所示. 

由此引理可得到如下推论： 

推论 1.1 设 2[ , ], [ , ]u C I E h C I E∈ ∈ ，则二阶线性非齐次微分方程 
2'' ( ), (0) , (1)u K u h t u uθ θ− + = = = (其中 0K > )的解可如下表示： 
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1

0

( ) ( , ) ( )ku t G t s h s ds= ∫ ,其中 ( , )kG t s 由引理 1.1 所示. 

证明： g E∗∀ ∈ ,令 ( ) ( ( ))p t g u t= ,则 ( )p t 满足 2'' ( ( )), (0) 0, (1) 0p K p g h t p p− + = = =

可知上式的解可表示为：
1

0

( ) ( , ) ( ( ))kp t G t s g h s ds= ∫ ,其中 ( , )kG t s 由引理 1.1 所示. 

即为： 
1

0

( ( )) ( ( , ) ( ) )kg u t g G t s h s ds= ∫  

由 g E∗∈ 的任意性(或泛函延拓定理[5])可得 
1

0

( ) ( , ) ( )ku t G t s h s ds= ∫ ,其中 ( , )kG t s 由引理 1.1 所示. 得证. 

对问题(1.2),作变换 0 1 0( ) ( ) ( )v t u t x t x x= − − − ,令Q M N= + ,则(1.2)变为： 
2 2

0 1 0'' ( , , ) ( ( ))v Q v f t M N Q x t x xξ η ξ η− + = + + − + −                 (1.3) 

由推论 1.1 可知(1.3)的解可表示为： 
1

2
0 1 0

0

( ) ( , )( ( , , ) ( ( )))Qv t G t s f s M N Q x s x x dsξ η ξ η= + + − + −∫  

其中 

( ) ( ( 1))
( )

( , )
( ) ( ( 1))

( )

Q

sh Qs sh Q t s t
Qsh Q

G t s
sh Qt sh Q s t s

Qsh Q

−⎧ ≤⎪ −⎪= ⎨ −⎪ ≤
⎪ −⎩

 

所以(1.2)的解可表示为： 0 1 0( ) ( ) ( )u t x t x x v t= + − +  

所以问题(1.1)解的显式迭代序列为 
1

2
0 1 0 1 1 1 1 0 1 0

0

( ) ( ) ( , )( ( , , ) ( ( )))n Q n n n nu t x t x x G t s f s u v Mu Nv Q x s x x ds− − − −= + − + + + − + −∫
1

2
0 1 0 1 1 1 1 0 1 0

0

( ) ( ) ( , )( ( , , ) ( ( )))n Q n n n nv t x t x x G t s f s v u Mv Nu Q x s x x ds− − − −= + − + + + − + −∫  

类似于对初值问题的讨论，对问题(1.2)作如下讨论. g E∗∀ ∈ ,令 

( ) ( ( )), ( ) ( , , )p t g u t h t f t M Nξ η ξ η= = + + ,同样令Q M N= + ,则 

( )p t 满足:  2
0 1'' ( ( )) (0) ( ), (1) ( )p Q p g h t p g x p g x− + = = =  

因齐次方程 2'' 0p Q p− + = 的基本解组为： 1 2( ) , ( )Qt Qtt e t eϕ ϕ −= =  

Wronsky 行列式为： 1 2 1 2( ) '( ) '( ) ( ) 2Qt Qt Qt Qtt t t t Qe e Qe e Qϕ ϕ ϕ ϕ − −− = − − = −  

由常微分方程的理论[6]可知，二阶微分方程的通解为: 

( ) ( )
1 2

0

1( ) ( ) ( ( ))
2

t
Qt Qt Q s t Q t sp t c e c e e e g h s ds

Q
− − −= + − −∫  
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因为 0 1(0) ( ), (1) ( )p g x p g x= = ,所以 

1 0( )c g x=     
1

( 1) (1 )
1 2 1

0

1 ( ) ( ( )) ( )
2

Q Q Q s Q sc e c e e e g h s ds g x
Q

− − −+ − − =∫  

1 0( )c g x=     
1

2 ( 1) (1 )
2 1 0

0

( ) ( ) ( ) ( ( ))
2

Q
Q Q Q s Q sec e g x g x e e e g h s ds

Q
− −= − + −∫  

所以 (1 ) (2 )
0 1 0( ) ( ) ( ) ( )Qt Q t Q tp t g x e g x e g x e− −= + −

1(1 )
( 1) (1 )

0

( ) ( ( ))
2

Q t
Q s Q se e e g h s ds

Q

−
− −+ −∫  

( ) ( )

0

1 ( ) ( ( ))
2

t
Q s t Q t se e g h s ds

Q
− −− −∫  

由 g E∗∈ 的任意性可得 

(2 ) (1 )
0 0 1( ) Qt Q t Q tu t x e x e x e− −= − +

1(1 )
( 1) (1 )

0

( ) ( )
2

Q t
Q s Q se e e h s ds

Q

−
− −+ −∫  

( ) ( )

0

1 ( ) ( )
2

t
Q s t Q t se e h s ds

Q
− −− −∫  

由此可得问题(1.1)解的另一种显式迭代序列为 

(2 ) (1 )
0 0 1( ) Qt Q t Q t

nu t x e x e x e− −= − +
1(1 )

( 1) (1 )
1

0

( ) ( )
2

Q t
Q s Q s

n
e e e K s ds

Q

−
− −

−+ −∫  

( ) ( )
1

0

1 ( ) ( )
2

t
Q s t Q t s

ne e K s ds
Q

− −
−− −∫  

(2 ) (1 )
0 0 1( ) Qt Q t Q t

nv t x e x e x e− −= − +
1(1 )

( 1) (1 )
1

0

( ) ( )
2

Q t
Q s Q s

n
e e e T s ds

Q

−
− −

−+ −∫  

( ) ( )
1

0

1 ( ) ( )
2

t
Q s t Q t s

ne e T s ds
Q

− −
−− −∫  

其中  

1 1 1 1 1̀( ) ( , , )n n n n nK t f t u v Mu Nv− − − − −= + +  

1 1 1 1 1̀( ) ( , , )n n n n nT t f t v u Mv Nu− − − − −= + +       

Q M N= +  
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