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积分法求解无穷级数的敛散性的推广分析 
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摘  要：本文介绍了无穷级数与广义积分及其敛散性的判别方法,讨论了级数与广义积分的

内在联系，给出了由此产生的一种无穷级数敛散性的判别法即柯西积分判别法，从而建立起

了无穷积分与无穷级数敛散性之间的联系,为无穷级数敛散性的判别，提供了一个简便的方

法.并在此基础上给出了通项为复合函数的级数敛散性的积分判别法.最后，给出了现行的数

学分析、微积分与高等数学的教材中柯西积分判别法的一个新证明，获得了这个判别法的一

个推广，由此得到一批渐进公式与命题. 
关键词：广义积分；柯西积分判别法；无穷级数；收敛；发散。 

1. 引 言 
级数是研究函数的一个重要工具，在理论上和实际应用中都处于重要地位，这是因为：

一方面能借助级数表示许多常用的非初等函数， 微分方程的解就常用级数表示；另一方面

又可将函数表为级数，从而借助级数去研究函数．级数的收敛问题是级数理论的基本问题．判

断级数的敛散性具有重要意义. 判断一个级数收敛可以为它值的逼近提供一个理论支持.在
很多情况下，所求方程往往得不到精确解，只能利用迭代的方法求出级数解（例如一阶常微

分方程的皮卡逼近法），那么这个解是否收敛就十分重要了． 
“转化”是数学中 基本的思想方法之一，它贯穿于整个微积分学中．有意识地将所学知

识系统归纳总结，有利于把握知识结构的整体性、联系性、相关性，利于融会贯通．数学分

析中，级数、广义积分通过极限这个桥梁联系在一起．在一定条件下把级数的敛散性问题转

化为广义积分的敛散性问题，从而为某些级数的敛散性的判别提供了一种有效的解决途径． 
柯西积分判别法及其推论与推广建立起了无穷积分与无穷级数之间的联系,为无穷级数

敛散性的判别, 提供了一个简便的方法．本文在此基础上对积分法求解无穷级数的敛散性作

了一下总结． 

2. 无穷级数及其敛散性 

2.1 无穷级数及其敛散性的定义 

定义 1.1[1]  给定一个数列{ }nu ，对它的各项依次用“ + ”号连接起来的表达式 

   1 2 ... ...nu u u+ + + +      (1.1)  

称为数项级数或无穷级数（也常简称级数），其中 nu 称为数项级数 (1.1) 的通项． 

数项级数 (1.1) 也常写作
1

n
n

u
∞

=
∑ 或简单写作 nu∑ ． 

数项级数 (1.1) 的前 n 项之和，记为 

1 2
1

... ,
n

n k n
k

S u u u u
=

= = + + +∑  

称它为数项级数 (1.1) 的第 n 个部分和，也简称部分和． 

定义 1.2[1]  若数项级数 (1.1) 的部分和数列{ }nS 收敛于 S (即 lim
n

S
→∞

= )，则称数项级数
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(1.1) 收敛，称 S 为数项级数 (1.1) 的和，记作 

1 2 ... ...n nS u u u S u= + + + + = ∑或 ． 

若{ }nS 是发散数列，则称数项级数 (1.1) 发散． 

2.2 正项级数敛散性的一般判别法 

各项都是由正数组成的无穷级数，称为正项级数．如果级数的各项都是负数，则它乘

以 1− 后就得到一个正项级数，它们具有相同的敛散性． 

判断正项级数 na∑ 的敛散性，通常有如下方法[2]： 

 ⑴ 若通项 na 不趋于 0（当n → ∞时），则 na∑ 发散． 

⑵ 如果 0na → （当 n → ∞时），并且相对1/ n 来讲，它是 p 阶的无穷小量，那么当

1p > 时，级数 na∑ 收敛；若 1p ≤ 时，级数 na∑ 发散． 

 ⑶ 部分和数列有界，则正项级数 na∑ 收敛． 

 ⑷ 寻找比较级数 nb∑ ．若要证明 na∑ 收敛，应设法将 na 放大为 nb ，使得

0 n na b≤ ≤ ，且 nb∑ 收敛，从而证得 na∑ 收敛．若要证明 na∑ 发散，应将 na 缩小为 nc ，

使得0 n nc a≤ ≤ ，且 nc∑ 发散，从而证得 na∑ 发散． 

 ⑸ 达朗贝尔判别法（或称比式判别法）  

设 na∑ 为正项级数，若 1lim ,n

n
n

a q
a

+

→∞
= 则： 

 ① 当 1q < 时，级数 na∑ 收敛； 

 ② 当 1q > 或 q = +∞时，级数 na∑ 发散． 

 ⑹ 根式判别法 

设 na∑ 为正项级数，且 lim ,n
nn

u l
→∞

= 则： 

 ① 当 1l < 时，级数 na∑ 收敛； 

 ② 当 1l > 时，级数 na∑ 发散． 

3. 柯西积分判别法 
判断某些正项级数的敛散性，有时用以上几种判别法比较繁琐，而用下面的柯西积分

判别法(简称积分法)求解却比较简单． 

定理 2.1 （柯西积分判别法）[1]  若递减函数 ( )f x 在[1, +∞ )上非负，则级数 ( )f n∑
与广义积分

1
( )f x dx

+∞

∫ 同时收敛或同时发散． 

此定理具有重要意义，它告诉我们：建立起广义积分与无穷级数之间的联系以后，判

别无穷级数的敛散性，可以通过一个广义积分来进行，从而把一个较为困难的无穷级数判别

敛散问题，转化成一个较容易的广义积分判别敛散问题． 
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3.1 广义积分及其敛散性判别 

广义积分是变上限(或下限) 定积分所确定的函数的极限, 它包括无穷限广义积分（简

称无穷积分）和无界函数的广义积分, 而任何无界函数的广义积分都可化为无穷积分． 
判定无穷积分的敛散性要点如下[2]： 

 ⑴ 如 ( ) 0f x ≥ ，且 lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= ，可考察 +∞→x 时无穷小量 ( )f x 的阶，若阶数

1λ > ，则反常积分 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛； 1λ ≤ 时发散． 

 ⑵ 若 ( ) 0f x ≥ ，可用比较判别法进行判断． 

 ⑶ 若 ( ) 0f x ≥ ，可考察是否有界． 

 ⑷ 以上 ( ) 0f x ≥ 的条件，只要对于充分大的 ( )x x a≥ 能保持成立即可． 

 ⑸ 因 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 与 ( )
a

f x dx
+∞

−∫ 同时敛散，故对 ( ) 0f x ≤ 有类似的方法． 

 ⑹ 以上方法无效，还可考虑用 Cauchy 准则来判断． 

 ⑺ 用定义，看极限 ( )lim
A

aA
f x dx

→+∞ ∫ 是否存在． 

 ⑻ 用分部积分法或变量替换法变成别的形式，看是否能判定它的敛散性． 
 ⑼ 用运算性质判断敛散性，例如： 

若 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛， ( )
a

g x dx
+∞

∫ 收敛，则 ( ) ( )( )
a

f x g x dx
+∞

±∫ 亦收敛． 

若 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛， ( )
a

g x dx
+∞

∫ 发散，则 ( ) ( )( )
a

f x g x dx
+∞

±∫ 亦发散．  

3.2 柯西积分判别法的理论根据 

无穷级数与无穷积分在收敛性概念、判别其敛散性的方法上是类似的, 这是因为无穷级

数与无穷积分都是用极限方法进行研究的．讨论无穷级数与无穷积分的敛散性问题, 实际上

就转化为讨论数列与函数极限问题, 而数列又可视为自变量取自然数的函数, 因此这两个问

题 后都归结到讨论函数的极限是否存在的问题． 

设 ( ) ( )
A

a
I A f x dx= ∫ ，由函数极限和数列极限的关系知道： ( )lim

A
I A

→∞
存在的充分必

要条件是对任何数列{ } ,n nA A → +∞ ，数列 ( ){ }nI A 收敛，并且有相同的极限值． 

现在，我们任取一数列{ } ,n nA A → +∞ ，并设 0A a= ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )1 2

0 0 1 1

...n n

n

A A A A

A A A A
f x dx f x dx f x dx f x dx

−

= + + +∫ ∫ ∫ ∫ ， 

记 ( )
1

k

k

A

k A
u f x dx

−

= ∫ ，于是 

( )
0

1 2
1

...n
nA

n kA
k

f x dx u u u u
=

= + + + = ∑∫ ， 

因此，如果积分 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 收敛于 L ,那么每一个这样的级数
1

k
k

u
∞

=
∑ 也收敛于 L ．由此得到
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以下推论:如果找到一个数列{ }nA ，使所作出的级数
1

k
k

u
∞

=
∑ 不收敛，或是找到两个数列，使

所作出的两个级数收敛于不同的值，就能断定 ( )
a

f x dx
+∞

∫ 不收敛． 

另一方面，每一无穷级数
1

k
k

u
∞

=
∑ ，可以看作是一个阶梯函数的无穷积分．这只要置

( ) , 1.kf x u k x k= ≤ ≤ + 因而 ( )
1

1
k

k
u f x dx

∞ +∞

=

=∑ ∫ ． 

由于它们的这种联系，所以在一定条件下可把判别无穷级数的敛散性转化为相应的无

穷积分的敛散性的判别，这即是柯西积分判别法的理论根据[3]． 

3.3 柯西积分判别法的证明 

定理 2.1 已介绍了柯西积分判别法，下面来证明这个定理[4]． 

证明  由假设 ( )f x 为[1, +∞ ）上非负减函数，对任何正数 A， ( )f x 在[1,A]上可积，

从而有 

1
( ) ( ) ( 1), 2,3,...

n

n
f n f x dx f n n

−
≤ ≤ − =∫  

依次相加可得 

( ) ( ) ( )
1

1
2 2 1

( ) 1 .
m m mm

n n n
f n f x dx f n f n

−

= = =

≤ ≤ − =∑ ∑ ∑∫           

(2.1) 
若反常积分收敛，则由（2.1）式左边，对任何正整数m ，有 

( ) ( ) ( )
1 1

1
1 (1) ( ) .

m m

m
n

S f n f f x dx f f x dx
+∞

=

= ≤ + ≤ +∑ ∫ ∫  

故级数 ( )f n∑ 收敛． 

反之，若 ( )f n∑ 为收敛级数，则由（2.1）式右边，对任一正整数 ( 1)m > 有 

( ) ( )11
,

m

mf x dx S f n S−≤ ≤ =∑∫  

因为 ( )f x 为非负减函数，故对任何正数 A，都有         

     ( )
1

0 , 1,
A

nf x dx S S n A n≤ ≤ < ≤ ≤ +∫  

联系上式得反常积分 ( )
1

f x dx
+∞

∫ 收敛． 

用同样方法，可以证明 ( )f n∑ 与 ( )
1

f x dx
+∞

∫ 是同时发散的． 

4. 柯西积分判别法的推广 

4.1 级数的通项为复合函数的积分判别法 

当无穷级数的通项 ( )f x 为复合函数时, 上述的柯西积分判别法将无法应用．下面的两

个定理在柯西积分法的基础上给出无穷级数的通项具有复合函数情形下的敛散性的一个新

的判别法． 
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定理 3.1[ 8]  设
1

k
k

a
∞

=
∑ 为一正项发散级数，

1
n k

k
s a

∞

=

= ∑ ，又设 ( )f x 为一正值单调下降函

数，则： 

 ⑴
1

( )f x dx
+∞

∫ 收敛，则 
1

( )k k
k

f s a
∞

=
∑ 收敛 

 ⑵
1

( )f x dx
+∞

∫ 发散，则 
1

( )k k
k

f s a
∞

=
∑ 发散 

 ⑶ { }na 有界，则 
1

( )k k
k

f s a
∞

=
∑ 与 1

1
( )k k

k
f s a

∞

−
=

∑ 同时收敛或同时发散． 

证明  ⑴显然有假设可知 

( ) ( ) ( )
1 1

,k k

k k

s s

k k ks s
a f s f s dx f x dx

− −

= ≤∫ ∫  

两边求和得 

( ) ( )
1

2
,

n s

k k
k

a f s f x dx M
=

≤ <∑ ∫  

令 n → +∞ ，即得结论⑴． 
对于结论 ,⑵ 由条件可知 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 ,k k

k k

s s

k k ks s
f s a f s dx f x dx

− −
− −= ≥∫ ∫  

两边求和得 

( ) ( )1 1
2

,
n s

k k
k

f s a f x dx−
=

≥∑ ∫  

令 n → +∞ ，即得结论⑵． 

至于结论⑶，由条件知 na k≤ ，故易见 

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( )

1 1
2 2 2

1 1

0

.

n n n

k k k k k k
k k k

n

a f s a f s k f s f s

k f s f s kf s M

− −
= = =

≤ − ≤ −

= − ≤ <

∑ ∑ ∑
 

亦即两级数部分和之差不超过一有限常数，故必同时收敛或同时发散． 

定理 3.2  设 ( )g n 单调上升， ( ) , ( )g n n→ +∞ → +∞ ， ( ) ( )lim 1 / 1
n

g n g n a
→+∞

+ = > .

则对于正值单调下降函数 ( )( 0)f x x ≥ ，级数 ( )f n∑ 与 ( ) ( ( ))g n f g n∑ 必同时收敛或同时

发散[8]． 

证明  由条件知，对任给定的0 1aε< < − 存在正整数 0N ,当 0n N≥ 时有 

( ) ( )1 / ,a g n g n aε ε− < + < +  

即有当 0n N≥ 时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 ,a g n g n g n a g n
a

ε ε
ε

− −
+ < + − < − +

+
 

故当 0n N≥ 时有 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
1 1 1 ,

g n

g n
g n g n f g n f x dx g n g n f g n

+
+ − ≥ ≥ + − +∫  

从而 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )1 11 1 1 ,
g n

g n

aa g n f g n f x dx g n f g n
a

εε
ε

+ − −
− + ≥ ≥ + +

+∫  

两边对 n 求和得 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )
0

0 0

1 11 1 1 ,
n ng n

g N
k N k N

aa g k f g k f x dx g k f g k
a

εε
ε

+

= =

− −
− + ≥ ≥ + +

+∑ ∑∫  

故级数 ( )f n∑ 与 ( ) ( ( ))g n f g n∑ 必同时收敛或同时发散． 

例 3.1[4] 考察级数
1

2 1

11/ ,
pn

n k

n
k

∞ −

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ 当 1p ≤ 时的敛散性． 

分析  利用一般级数敛散性判别法将很难判断该级数的敛散性，现利用定理 3.1 可简便

求出． 

解  令 ( )
1

1 1,
n

n p
k

S f x
k x=

= =∑ ，则
1

ka
k

= ．显然正项级数 ka∑ 发散， 1p ≤ 时
1 p

dx
x

+∞

∫
发散．由定理 2.2 知，当 1p ≤ 时，该级数发散．同理可得，当 1p > 时，该级数收敛． 

4.2 柯西积分判别法的新证明及其推广 

前面用无穷级数证明了柯西积分判别法．下面将给出这个判别法的一个新证明，同时

给出这个判别法的一个推广．为此，我们需要下面两条引理． 

引理 3.1[9]  设{ }nnn BAX −= 且数列{ }nX 收敛，若数列{ }nA 与{ }nB 其中有一个收

敛，则另一个必收敛．若数列{ }nA 与{ }nB 中有一个发散则另一个必发散． 

引理 3.2  若 ( )xf 在 [ )+∞,1 上递减，则 ( ) ( ) ( )( )
1

1 1, 2,3...
k

k
f k f x dx f k k

+
≥ ≥ + =∫ ． 

至于引理 3.1 的证明，用反证法即可获得．引理 3.2 极易证明成立．下面证明柯西积分

判别法． 
证明   ⑴ 作数列 

{ } ( ) ( ) ,...3,2,1,
1

1
=−= ∑ ∫

=

nxfkfa
n

k

n

n  

若能证明 ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑ ∫
=

n

k

n

n dxxfkfa
1

1
收敛(在 +∞→n )时，则由引理那么积分判别法获

证．为此，首先证明 1+≥ nn aa (递减)． 

由 ( )xf 递减和引理 3.2 知 

=− +1nn aa ( ) ( )∑ ∫
=

−
n

k

n
dxxfkf

1
1

( ) ( )∑ ∫
+

=

+
−−

1

1

1

1

n

k

n
dxxfkf  

( ) ( )∫
+

+−=
1

1
1

n
nfdxxf 0≥ ， 

故 1+≥ nn aa 成立． 
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 ⑵ 再证 0≥na ，（有下界）． 

由于 ( ) 0≥xf ，知 ( ) ( )
1

1 1
,

n n
f x dx f x dx

+
≤∫ ∫ 从而 ( )∫−

n
dxxf

1
≥ ( )dxxf

n

∫
+

−
1

1
．又

( )dxxf
n

∫
+1

1
= ( )∑∫

=

+n

k

k

k
dxxf

1

1
，于是 

( )
1

n

n
k

a f k
=

 = ∑ ( )∫−
n

dxxf
1

≥ ( )∑
=

n

k
kf

1

( )dxxf
n

∫
+

−
1

1
 

= ( )∑
=

n

k

kf
1

( )dxxf
n

k

k

k∑∫
=

+
−

1

1
= ( ) ( )∑ ∫

=

+
−

n

k

k

k
dxxfkf

1

1
0≥ ， 

故 0≥na 成立． 

综合⑴与⑵可知{ }na 单调递减有下界，所以{ }na 收敛． 

今令 nX = na ， =nA ( )∑
=

n

k
kf

1
， =nB ( ) ,

1
dxxf

n

∫ 则由引理 3.1 知判别法成立[10]． 

仔细观察上述证明的过程，我们得到了下述定理 3.3，它是一个比积分判别法应用更广

泛的判别法． 

定理 3.3 （推广的积分判别法） 设 ( )xf 在 [ )+∞,1 上递减，且 ( )xf ,0≥  

( ) ( ) ,
1

1∑ ∫
=

−=
n

k

n

n dxxfkfa 则数列{ }na 收敛[10]． 

证明 重复上述证明过程可得此定理成立． 
在定理 3.3 的条件下，我们有下列推论：  

推论 3.1  ( )( )...3,2,110 =≤≤ nfan 且 ≤0 ( )lim 1nn
a f

→∞
≤ [10]． 

证明 由证明积分判别法第一步知{ }na 递减，从而 ( )( )1 1 1, 2... .na a f n≤ = = 由前

面证明积分判别法的第二步有 0≥na ，故 0 ( )1fan ≤≤ ．由极限不等式性质，有

0 ≤ ( )lim 1nn
a f

→∞
≤ ． 

推论 3.2[10]  若记 lim nn
a

→∞
α= ，则 ( ),10 f≤≤ α 于是有： 

 ① ( )∑
=

n

k

kf
1

( )dxxf
n

∫−
1 nεα += ( )0→+∞→ nn ε，其中 ； 

 ② ( )∑
=

n

k

kf
1

( )∫ +=
n

dxxf
1 nεα + ( )0→+∞→ nn ε，其中 ； 

 ③ ( )∑
=

n

k

kf
1

( )dxxf
n

∫−
1

( )1O= ( )∞→n ． 

推论 3.3 (级数的积分判别法)  ( )∑
∞

=1n

nf 收敛 ( )∫⇔
n

dxxf
1

收敛[10]． 

推论 3.4  ( )∑
∞

=1n

nf ( )∫
+∞

=
1

dxxf α+ ，其中 ( )10 f≤≤ α [10]． 
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推论 3.5  (级数的积分判别法)  ( )∑
∞

=1n

nf 收敛 ( )∫
+∞

⇔
1

dxxf 收敛[11]． 

附注： 
 ⑴ 由上面的结论知积分判别法是定理 3.3 的特殊情况． 
 ⑵ 这个定理也有明显的几何意义：假设在其面积存在的前提下，那么可以认为分别以

高 ( ) ( ) ( ),,...,2,1 nfff 宽为 1 的诸矩形面积之和 ( )∑
=

n

k

kf
1

1⋅ 在 ∞→n 与曲边梯形面积

( )∫
n

dxxf
1

在 ∞→n 时二之差位于区间 ( )[ ]1,0 f 之中，当 ( )∞→→ nan 0 时，曲边梯形面

积与矩形面积之和二者趋于相等[11]． 
 ⑶ 积分判别法按上述方法的处理并没有用广义积分与级数收敛的有关理论，而仅仅用

到了数列极限与定积分的有关理论．这样处理积分判别法不仅仅在证明上有点新意，而且更

重要的是得到了比级数的积分判别法的用途要广泛得多的一个定理． 

 ⑷ 不难发现将定理 3.3 中的条件改为： ( )xf 在 [ )+∞,1 严格递减， ( ) 0>xf ，

( ) ( )∑ ∫
=

−=
n

mk

n

mn dxxfxfa , n 充分大时，则： 

① ( ) ( ) <− ∫
+1m

m
dxxfmf na < ( )mf ( ) ( )∫

+
+−−

1
1

m

m
mfdxxf < ( )mf ； 

② ( ) ( ) <− ∫
+1m

m
dxxfmf lim nn

a
→∞

< ( )mf ； 

③ ( )∫
+1n

m
dxxf < ( )∑

=

n

mk

kf < ( )∫ +
n

m
dxxf ( )mf ； 

④ ( )∑
=

n

mk

kf ( )dxxf
n

m∫− ( )1O= ( )∞→n ； 

⑤ ( )∑
=

n

mk

kf 与 ( )dxxf
m∫
+∞

同时敛散[12]． 

4.3 对推广的积分判别法的应用 

例3.2[10]  试证
1

lim ln ln
n

n k

k n
→∞

=

−∑ 存在． 

证明 取 ( ) ∈= x
x

xf ,1 [ )+∞,1 ，不难验证 ( )xf 满足定理 3.3 的条件，且 

( )
1

1ln ,
n dx n f k

x k
= =∫ ， 

故由定理 3.3 知
1

1lim ln
n

n k

n
k→∞

=

−∑ 存在． 

注  一般文献中常将例 3.2 中的极限记作欧拉常数 ...577216.0, =CC ,至今不知道C

是有理数还是无理数，即
1

lim ln ln
n

n k

k n
→∞

=

−∑ C= [11]． 
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例 3.3  试证 nnC
n

ε++=++++ ln1...
3
1

2
11 ，其中当 ∞→n 时， Cn ,0→ε 为欧拉

常数． 

证明  取上例中的 ( )xf ，则 ( ) 11 =f ， =na ∑
=

n

k k1

1 nln− ．故由推论 3.2 和附注⑷知

lim ,nn
a α

→∞
= α 的范围为 ,12ln10 <<−< α 且 nnC

n
ε++=++++ ln1...

3
1

2
11 ，于是由

例 3.2 得知α C= ，由此例 3.3 得证． 

例 3.4  试证
1 1 1lim ...

1 2 2n n n n→∞
+ + +

+ +
2ln= ． 

证明  由上例知 nnC
n

ε++=++++ ln1...
3
1

2
11 ，则 

2
1 1 11 ... ln 2
2 3 2 nC n

n
ε+ + + + = + + ， 

两式相减得 

2
1 1 1... ln 2 ,

1 2 2 n nn n n
ε ε+ + + = + −

+ +
 

而 ( )2lim 0,n nn
ε ε

→∞
− = 故

1 1 1lim ...
1 2 2n n n n→∞

+ + +
+ +

2ln= ． 

例 3.5  试证∑
∞

=1

1
n

pn
在 10 ≤< p 时发散，在 1>p 时收敛． 

证明  设 ( ) px
xf 1

= ， [ )+∞∈ ,1x ，则 

( )11

ln , 1
1 1 , 1 .

1

n

pp

n p
dx

n px
p

−

=⎧
⎪= ⎨ − ≠⎪ −⎩

∫
当 时，

当 时
 

当 10 ≤< p 时，
1

lim
n

pn

dx
x→∞

= +∞∫ ；当 1>p 时，
1

1lim
1

n

pn

dx
x p→∞

=
−∫ ． 

故由定理 3.3 的附注（4）知本例成立． 

例 3.6[13]  试证 ,1,0 ≠> pp 且 

( )1
1

11
1

11
1

1

o
pnpk p

n

k
p ++

−
+

−
= −

=
∑ α ， 

其中 ( ) ( ) ( )∞→→<<−
−

− no
p

p 01,121
1

1 1 α ． 

证明  取 ( ) 1
pf x

x
= ，则

1

11
1

1 1 1 1
1 1 1

npn

p p

xdx
x p p n p

−

−= = +
− − −∫ ，根据推论 3.2 知本

例成立．  
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例 3.7  证明
( )2

1
ln p

n n n

∞

=
∑ 在 1>p 时收敛，在 10 ≤< p 时发散． 

证明  设 ( )
( )

( )1 2 ,
ln pf x x

x x
= ≥ 则 

( )
( )( )

( )

1

22

2

1 , 1
1 ln

ln
ln ln , 1.

p

p

pdx p x
x x

x p

+∞

+∞ −

+∞

⎧
⎪ ≠⎪ −= ⎨
⎪

=⎪⎩

∫
，

 

当 10 ≤< p 时，
( )2

lim
ln

u

pu

dx
x x→∞

= +∞∫ ；当 1>p 时，
( )2

lim
ln

u

pu

dx
x x→∞

=∫ 0．故由定理

3.3 的附注⑷知本例成立． 
综上，例 3.5 和例 3.7 在第二章中已经用柯西积分判别法证明了，但不能直接利用其证

明例 3.2、例 3.3、例 3.4 和例 3.6．由此可见，凡是利用级数的积分判别法证明的命题，都

可以用本章中的定理 3.3 来证明．反之，可由定理 3.3 证明的命题，则不一定能用级数的积

分判别法来证明．同时定理 3.3 对近似计算也有一定的价值．因为它能帮助我们估计收敛级

数的和或某些收敛的广义积分之值，有时纵然找不到极限的准确值，知道它所在的范围也是

很好的，这对数值逼近有一定的意义[14]． 

5. 结束语 
通过以上问题的讨论，我们清楚地看到在一定条件下，某些级数的敛散性问题可以转

化为无穷积分的敛散性问题，柯西积分法判别法建立起了级数与无穷积分的联系，为无穷级

数的敛散性判别提供了一个简便的方法．积分判别法的推广与推论比柯西积分判别法的用途

更为广泛，并且适用于近似计算． 
判断一个级数收敛可以为它和的逼近提供一个理论支持，在很多情况下，所求方程往往

得不到精确解，只能利用迭代的方法求出级数解，所以这个解是否收敛十分重要．在高等数

学中就是通过级数与广义积分在一定条件下的相互联系，使问题得到了转化，从而让我们更

好地研究函数的性质． 
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Integral Test for Resolving the Convergence and Divergence 

of Infinite Series 
Qiu Ye, Gao Zhan, Gao Yaru 
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Abstract 
This paper introduces the infinite series and the method for its convergence and divergence. In this 
paper new criterion of convergence and divergence for infinite series is given by means of the 
convergence and divergence of infinite integral. It establishes the link between infinite integral and 
infinite series. It provides an easy way for discriminating the convergence or divergence of infinite 
series. And on this basis, this article educes a new identification method for the convergence and 
divergence of infinite series, whose general term is a composite function. Finally, this paper gives the 
new proof and generalization of the integral test in Convergence Criterion of series of nonnegative 
terms on its basis, a batch of approximation formula is obtained. 
Keywords: generalized integrals;  Cauchy integral test;  infinite series;  convergence ； 
divergence. 
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