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摘要：文中研究了非线性临界 p-双调和抛物型方程的初边值问题。作者分别在次临界，临

界和超临界情形讨论了解的整体存在性和爆破性。本文结果表明问题(P)的解的存在与否强
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Abstract: In this paper the existence of global solutions to the nonlinear critical p-biharmonic 
parabolic equation with initial boundary value problem is considered. We get the existence of solution 
and blow-up of the problem (P) for the cases of subcritical,critical and supcritical. The results show that 
the existences of solutions depend strongly on the parameter λ and the exponent p.  
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0 引言 
自 Baras 和 Goldstein [1]研究了线性抛物型方程 
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以来，线性或非线性临界抛物型方程解的存在性就引起了人们研究的兴趣。例如，在文
[2]中 Azorero 和 Alonso 考虑了非线性临界 p -抛物型方程，后来 Dall’Aglio，Giachetti 和 Peral

将其推广到带权的非线性临界 p -抛物型方程[3]。 近，关于双调和抛物型方程 ( 2)p = ，也

有了一些研究[4-5]；关于 p -双调和椭圆型方程也已有一些结果[6]，但是对临界 p -双调和抛物

型方程的研究还未见到。 
本文的目的即是研究 p -双调和抛物型方程解的存在性。考虑如下形式的 p -双调和抛物

型方程的初边值问题： 
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其中
22 ( ),1 2, 5, , 0p

pu u u p N N R fλ−Δ ≡ Δ Δ Δ < < ≥ ∈ ≥ 满足适当的正则性假设，

Ω是
NR 中的一有界域且原点0∈Ω，∂Ω是一

2C 子流形，ν 是∂Ω的外法向量。 

本文组织如下：第 1 节介绍函数空间
2, ( )pW Ω ，

2,
0((0, ), ( ))p pL T W Ω ，以及 Rellich 不

等式及 佳常数 ,N pλ ；在第 2 节，我们考虑 , ,1 2N p p Nλ λ< < < 的情况，此时得到问题(P)

的整体解的存在性，即定理 2.1。第 3 节，我们处理情况 , ,1 2N p pλ λ> < < ，根据 p 的范

围来研究整体解的存在性，具体地说，就是 

1. 如果1 2 ( 4)p N N< < + ，则问题(P)有一有限能量解(见定理 3.1)； 

2. 如果2 ( 4) 2 ( 2)N N p N N+ ≤ < + ，则问题(P)在分布的意义下有解(见定理 3.2)； 

3. 如果 2 ( 2) 2N N p+ ≤ < ，则问题 (P)存在远离原点的解，即在分布意义下在

( \{0}) [0, ]TΩ × 中有解(见定理 3.3)。 

这些结果表明随着 p 值的增大，得到的解的正则性越差。 

第 4 节，研究 , , 2 2N p p Nλ λ> ≤ < 时解的瞬间完全爆破情况。为此, 我们利用分离变

量法以及通过使用源自于无穷远处的分歧结果来考虑相应的椭圆问题，此结果允许我们对抛

物问题建立一个适当的下解，由下解的爆破性可以得到问题(P)的解的爆破性。在第 5 节中，

我们考虑了 , ,1 2N p p Nλ λ= < < 时问题 (P)解的存在性。 后一节，我们研究了当

,(0, ),1 2N p pλ λ∈ < < 时解的有限消失性，即
* 0T∃ > ，当

*t T> 时，问题(P)的整体解u 恒

等于 0。 

1 预备知识 
本节给出一些预备知识。记空间 

2, ( ) { :pW u uΩ = 在Ω上是 2 次弱可微的，且 ( )pD u Lα ∈ Ω ，对满足 2α ≤ 的任意 }α ， 

其范数定义为
p pu u dx

Ω
= Δ∫ 。

2,
0 ( )pW Ω 表示 0 ( )C∞ Ω 在

2, ( )pW Ω 中的闭包。 

令
2,

0((0, ), ( )) : { ( , ) : (0, )p pL T W u x t TΩ = Ω× → 可测： 

2 ,
0

2,
0 ( )

( , ) ( )  . . (0, ),  ( , ) (0, )}p
p p

W
u t W a e t T u t L T

Ω
⋅ ∈ Ω ∈ ⋅ ∈ ， 

范数为 

( ) ( )2,
0

1 1

((0, ), ( )) 0 0
pp

p pT Tp p

L T W
u u dt u dxdt

Ω Ω
= = Δ∫ ∫ ∫ ， 

其共轭空间为
2,((0, ), ( ))p pL T W′ ′− Ω 。 
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现在介绍 Rellich 不等式。设 5N ≥ , 则对所有的 0 ( )u C∞∈ Ω ，有 

2
2

4 2 2

16
( 4)

u
dx u dx

N NxΩ Ω
≤ Δ

−∫ ∫ ， 

且不等式右端的常数是 佳常数[7]。后来，Davies 和 Hinz[8]等人给出对应一般 p 的二阶

Rellich 不等式, 更高阶的 Rellich 不等式也可见文献[9]。在此我们需要 p 的二阶 Rellich 不等

式[8]： 

引理 1.1. 设1 2,  ( 5)p N N< < ≥ ，则对所有的
2,

0 ( )pu W∈ Ω ，成立不等式 

, 2

p
p

N p p

u
dx u dx

x
λ

Ω Ω
≤ Δ∫ ∫ ，                      (1.1) 

其中
2

, ([( 2 )( 1) ] ) p
N p N p p N pλ = − − 是 佳常数。  

在下文，我们经常使用下面的比较引理： 
引理 1.2 考虑问题 

22
, ( ) ( , ) (0, ),

( ,0) ( ) ,

( , )( , ) ( )  0 ( , ) (0, ),

p
i t p i i i

i i

i
i i

u u c x u u x t

u x f x x

u x tu x t g t x t
ν

−⎧ + Δ = ∈Ω× ∞⎪
⎪
⎪ = ∈Ω⎨
⎪

∂⎪ = = ∈∂Ω× ∞⎪ ∂⎩

，

，

， ，

 

1, 2i = ，其中 ( ) 0c x > 有界。如果 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x g t g t≤ ≤， ，并且它们均为有界函

数，则 1 2u u≤ 。 

证明：由正则性， iu M< ， 1, 2i = ，以及根据 Lipschitz 条件，我们可以得到 

1 2 1 2

2
1 2 1 2{ } 0 { }
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

T p

u u u u
u x T u x T dx p u x t u x t dxdtα

≥ ≥
− + Δ −Δ∫ ∫ ∫  

1 2

2
1 20 { }

( ) ( , ) ( , )
T

u u
C M u x t u x t dxdt

≥
≤ −∫ ∫ ， 

其中 ( )pα 是一个仅与 p 有关的常数，由于试验函数 1 2( )u u +− 在抛物边界上为 0，因此

根据 Gronwall 引理，我们可以得到结论。证毕。 

而对于 p -双调和算子
2
puΔ ，我们有以下极大值原理： 

引理 1.3 设 4 0
0 ( ) ( )u C C∈ Ω Ω∩ 在有界域Ω中使得

2 0pu−Δ ≥ ，则 sup supu u
Ω ∂Ω

= 。 

证明与相应于 p -Laplacian 算子的极大值原理类似。 

2 情况 , ,1 2N p p Nλ λ< < < : 整体解的存在性 

在此情况下，我们有： 

定理 2.1. 设 2
, ,1 2, ( )N p p N f Lλ λ< < < ∈ Ω ，则问题(P)存在一个整体解u ，而且对

所有的 0T > ，有 
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2, 2
0((0, ), ( )) ((0, ), ( ))p pu L T W L T L∞∈ Ω Ω∩ ， 

对任意的 0ε > ， 
2 (( , ) )tu L ε∈ ∞ ×Ω 。 

证明见文[10]。 

3 情况 ,> ,1 2N p pλ λ < < : 解的存在性 

本节的存在性结果表明随着 p 值的增大，找到的解的正则性越差。当 , ,1N p pλ λ> < <  

2 ( 4)N N + 时，问题(P)有一有限能量解，即： 

定理 3.1. 如果
2

, ,1 2 ( 4) , ( )N p p N N f Lλ λ> < < + ∈ Ω ，则问题(P)存在一整体解u ， 

并使得
2, 2

0((0, ), ( )) ((0, ), ( ))p pu L T W L T L∞∈ Ω Ω∩ 。 

证明见文[10]。 

下面考虑情形 , , 2 ( 4) 2N p N N pλ λ> + ≤ < 。我们通过研究(P)中方程在全空间
NR 上

Cauchy 问题 

22
2 , ( , ) (0, ),

( ,0) ( ) ,

p N
t p p

N

u u u u x t R
x

u x f x x R

λ −⎧ + Δ = ∈ × ∞⎪
⎨
⎪ = ∈⎩ ，

 

的自相似解的存在性开始。 

3.1  NR 上 Cauchy 问题的自相似解 

寻找
NR 上上述Cauchy问题自相似解，即求问题(P)中方程形式为 ( , ) ( )S r t t f rα= 的解，

其中 r x= ，选择指数 1 (2 )pα = − ，将 ( , )S r t 代入(P)中方程则可以消去变量 t ，得到一

个关于 ( )f r 的常微分方程： 
4 2

2

2 2
(4)

2

1 1 1 1( 1)( 2)

1 1 1 1    ( 1) 2 2

p

p

N N N Nf p p f f f f f f f
r r r r

N N N Np f f f f f f
r r r r

α
−

−

− − − −⎛ ⎞⎛ ⎞′′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′+ − − + + + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛− − − −⎛ ⎞′′ ′ ′′′ ′′ ′′+ − + + − +⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝

   

 ( )2
22

3 3

112 ppNNf f r f f
r r

λ −−
⎞−−′ ′+ − =⎟
⎟
⎠

，                   (3.1) 

现在寻找 ( )f r 有如下形式的解： 

( ) ,     0, 0f r Ar Aδ δ−= > > 。                   (3.2) 

为此将(4.2)中的 ( )f r 代入(4.1)中，得到 

2
2

p
p

δ =
−

, 

且 A满足 
22 2 2 1{ ( 1) 2 ( 2 )( 2)(( 1) ( 2 ))}

ppA p N N p N pα λ δ δ δ δ δ δ δ δ
−− −= − − + − + − + − − − 。 
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将上式右端记为 ( )B λ ，即有
2 ( )pA B λ− = ，由此知，如果 ( )B λ 是正的，则(3.1)存在

形如(3.2)的解。显然，当λ充分大时， ( ) 0B λ > 。更确切地，我们有下面的引理： 

引理 3.1. 设1 2p< < , ,N pλ λ> ，则 ( ) 0B λ > 。 

证明: 对所有，记 

1
,

1( ) ( ( ) ( ))p N pB g Nλ λ λ
α

− = + − ， 

其中

2 1

,
4 4 2 4 4 2( )

2 2 2 2 2

p p

p N p
p p pg N N N N

p p p p p
λ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。

为此我们记

2 1

,
4 4 2 4 4 2( )

2 2 2 2 2

p p

p y p
p p pg y y y y

p p p p p
λ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，然

后证明对任意的实数 5y ≥ ，有 ( ) 0pg y ≥ 成立。事实上，固定 (1, 2)p∈ ，通过计算可知当

y =  

0 4 (2 )y p p= − 时， 0( ) 0pg y = ， 0( ) 0pg y′ = ， 0( ) 0pg y′′ > ，且 0y 为 小点，所以

对任意的实数 5y ≥ ，有 ( ) 0pg y ≥ 。从而知 ( ) 0pg N ≥ ，即对所有的 ,N pλ λ> ，有

1( ) 0B λ− > ，因此 ( ) 0B λ > 。引理得证。 

由此引理知对所有 ,N pλ λ> ，都存在自相似解
1 ( 2 )

2( , )
p

p

tS r t A
r

−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

3.2  , , 2 ( 4) 2N p N N pλ λ> + ≤ < ：问题(P)解的存在性 

当 2 ( 4) 2 ( 2)N N p N N+ ≤ < + 时，将自相似解
1 ( 2 )

2( , )
p

p

tS r t A
r

−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

看做问题(P)

的一个上解，则可在一个比
2, 2

0((0, ), ( )) ((0, ), ( ))p pL T W L T L∞Ω Ω∩ 弱的函数空间中得到一

个整体解(具体见下面定理 3.2)；但是当 2 ( 2) 2N N p+ ≤ < 时，由于对固定 0t > ，

2,
0( , ) ( )pS r t W∉ Ω ，只能将其在{ \{0}} (0, )Ω × +∞ 上看做问题(P)的上解，因此我们只能得

到一个远离原点的解。下面我们分别检验这些断言。 

首先我们将证明：对于问题(P)，当 , , 2 ( 4) 2 ( 2)N p N N p N Nλ λ> + ≤ < + 时，仍可

得到一个整体解。事实上，考虑自相似解 
1 (2 )

2( , ) ( )
p

p

tS r t A
rλ λ

−
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

关于时间 t 作一适当变换 0( , ) ( , )W x t S x t tλ= + ( 0 0t > ) 可知对 x∈Ω ，有

( ,0) ( )W x f x≥ ，以及对 ( , ) (0, )x t ∈∂Ω× ∞ ，
( , )( , ) 0   0W x tW x t
ν

∂
> =

∂
， ，则W 是一个上

解。考虑序列问题  
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( ) 2 ( ) ( 1) 1

( )

( )
( )

( )( ) , ( , ) (0, ),

( ), ,

0, ( , ) (0, ),

n n n p
t p n

n

n
n

u u W x u x t

u f x x

uu x t

λ

ν

− −⎧
+ Δ = ∈Ω× ∞⎪

⎪
⎪

= ∈Ω⎨
⎪
⎪ ∂

= = ∈∂Ω× ∞⎪ ∂⎩

 

其中 { }2( ) min , p
nW x n x −=  ( 1n ≥ )，设

0u 是问题 

(0) 2 (0)

(0)

(0)
(0)

0, ( , ) (0, ),

( ,0) ( ), ,

0, ( , ) (0, ),

t pu u x t

u x f x x

uu x t
ν

⎧
+ Δ = ∈Ω× ∞⎪

⎪
⎪

= ∈Ω⎨
⎪
⎪ ∂

= = ∈∂Ω× ∞⎪ ∂⎩

 

的解。在抛物边界 ( {0}) ( [0, ))pΓ = Ω× ∂Ω× ∞∪ 上，我们有 

(0) (0) 2 (0) 2( ) 0,    ( ) ( ) 0t p pu W u W u W+− = − + Δ −Δ ≤ 。 

对上述不等式用
(0)( )u W +− 作为试验函数可推得

(0)u W≤ 。用同样的方法，证得 
(0) (1) ( )nu u u W≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 。 

设1 ((2 ) 2 )q N p p≤ < − (由于 p 的假设，知这样的q 是存在的)，则
q
locW L∈ 。定义 

( )lim n

n
u u W

→∞
= ≤  (逐点)。 

由 Lebesgue 控制收敛定理有 
( )lim

qq qn
q qqn

u u W
→∞

= ≤ ， 

则在
qL 中收敛性成立。为了证明u 是在分布意义下的一个解，我们需要下面两个引理： 

引理 3.2. 设 ( ){ }n
nu ∈ 由上述定义所得，考虑 [0, ]TQ T= Ω× ，则有下面的估计： 

{ } 2( )( , ) ( , ) ( , , ) pm
Tx t Q u x t h C p m T h−∈ Δ > ≤ ，  0h > ， 

其中 2 ( 1) ,1 ((2 ) 2 )p pq q q N p p= + ≤ < − 。 

证明: 固定n，使得有
( )nu W≤ ，于是有 

{ }( )

0

1( , ) : ( , )
Tn q

T qx t Q u x t k W dxdt
k Ω

∈ > ≤ ∫ ∫ ，   0k > ， 

与 n无关。对 , 0k h > 考虑集合 

{ }( ) ( )( , ) ( , ) : ,
pn n

TA k h x t Q u k u h= ∈ > Δ > 。 

显然 ( , )h A k h→ 是非增的，而且因为 

( ,0) ( , , ) qA k C p N T k −≤ ， 

则有 
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0 0

1 1(0, ) (0, ) ( ,0) ( (0, ) ( , ))
l l

A l A s ds A k A s A k s ds
l l

≤ ≤ + −∫ ∫ 。 

但是 

{ }( ) ( )(0, ) ( , ) ( , ) : ,
pn n

TA s A k s x t Q u k u s− = ∈ ≤ Δ > ， 

在问题(P)方程中乘以
( )nu 的 k 阶截断，得到 

{ }( )

( )

0

1
n

T pn

u k
u dxdt M

k ≤
Δ ≤∫ ∫ 。 

因此 

0
( (0, ) ( , ))

l
A s A k s ds Mk− ≤∫ ， 

从而有 
1(0, ) ( , , ) qA l Mkl C p n T k− −≤ + 。 

关于 k 对上不等式右边取极小值，得
1 ( 1)qk Dl += 时取得 小值。取

pl h= ，则得 

{ }( ) ( ( 1))( , ) ( , ) (0, ) ( , , )n pq q
Tx t Q u x t h A h C p N T h− +∈ Δ > = ≤ ， 

结论得证。 
引理 3.3. 在引理 3.2 的假设下，有 

1). ( )nuΔ 依测度收敛于 uΔ ，且存在子列(仍记为
( ){ }nuΔ )几乎处处收敛于 uΔ ； 

2). 
2( ) ( )pn nu u

−
Δ Δ 在

1L 中收敛于
2pu u−Δ Δ 。 

证明: 1). 由 ( ){ }nu 在 ( )q
TL Q 中收敛，可设

( )nu 依测度收敛于u 。现在证明
( )nuΔ 是依测

度收敛的。为此只须证明
( ){ }nuΔ 依测度是一 Cauchy 列即可。对 0h > ，集合 

{ }( ) ( )( , ) : n m
Tx t Q u u h∈ Δ −Δ >  

是下列集合 

{ }
{ }
{ }

{ }

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,

( , ) ( , ) :

( , ) ( , ) :

( , ) ( , ) :

( , ) ( , ) : , , ,

m
T

n
T

n m
k T

n m n m n m
M k h

m M x t Q u M

n M x t Q u M

n m x t Q u u k

D n m x t u M u M u u h u u k

Γ = ∈ Δ >

Γ = ∈ Δ >

Λ = ∈ − >

= Δ < Δ < Δ −Δ > − <

 

的并集的一个子集，其中 , 0M k > 任意。从引理 3.2 我们可选择M 使得对所有n∈ 有

( , )n M εΓ ≤ 。而且如果 ,M Mξ η< < ， hξ η− > ，由单调性，可知存在某一 0μ > 有

2 2 , 0p pξ ξ η η ξ η μ− −− − ≥ > 。因此得到 

{ }( ) ( )

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
,

n m

T p pn n m m n m

u u k
u u u u u u dxdt

− −

− <
Δ Δ − Δ Δ Δ −Δ∫ ∫  
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1 1( ) ( )
( ) ( )

20

1

20

( )

2 ( , , , ) ,

p pn m
T n m

kp

pT

p

u u
T u u dxdt

x

Wk dxdt C p N T k
x

λ

λ λ

− −

Ω

−

Ω

⎛ ⎞−⎜ ⎟≤ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ =

∫ ∫

∫ ∫

 

其中
, ,

( )    ( )
, ,k

k
T R

k k
γ γ

γ γ
γ γ γ

⎧ <⎪= ∈⎨ ≥⎪⎩
。 

取 k 充分小，则有 

{ }( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

( , ) ( , ) :{ , , ,

                           , }

1                    ,

   

n m

n m n m
M k h

p pn n m m n m

T p pn n m m n m

u u k

D n m x t u M u M u u k

u u u u u u

u u u u u u dxdt

μ

μ

− −

− −

− <

≤ Δ < Δ < − <

Δ Δ − Δ Δ Δ −Δ >

≤ Δ Δ − Δ Δ Δ −Δ∫ ∫

                 ( , , , ) ,kC p N T λ ε
μ

≤ ≤

现在对 0, , ( , )kn m n n m ε≥ Λ ≤ (由 ( )nu 依测度收敛于u 得到)，所以
( )nuΔ 依测度收敛于某一

可测函数v，易得这一可测函数就是 uΔ 。由 Riesz 定理知，存在子列(仍记为
( ){ }nuΔ )是几

乎处处收敛的。 

2). 由引理 3.2，容易验证
2( ) ( )pn nu u

−
Δ Δ 在

rL ( 1)r > 中是有界的；定义 RΩ× 上的函

数 
2( ) ( ) ( ) ( ): ( , )

pn n n nu F x u u uφ
−

Δ → Δ = Δ Δ ， 

易知对几乎所有的 x∈Ω，F 是
( )nuΔ 的连续函数，且对所有取定的

( )nu RΔ ∈ ，F 对 x

是Ω上的可测函数，所以F 也Ω是上的可测函数，然后根据 1)，我们也有
2( ) ( )pn nu u

−
Δ Δ 几

乎处处收敛且依测度收敛于
2pu u−Δ Δ ，而且

2( ) ( ){ }
pn nu u
−

Δ Δ 有一致绝对连续积分，即如

果对每个 0ε > ，存在 0δ > 使得 ( )m E δ< ，则
2( ) ( )pn n

E
u u dx ε

−
Δ Δ <∫ ，因此由 Vitali

定理，知
2( ) ( )pn nu u

−
Δ Δ 在

1L 中收敛于
2pu u−Δ Δ 。 

于是有下面的结论： 

定理 3.2. 设 , , 2 ( 4) 2 ( 2) ,0 ( )N p N N p N N f Lλ λ ∞> + ≤ < + ≤ ∈ Ω ，则问题(P)在分

布意义下有一整体解 u ，而且 ((0, ), ( ))qu L T L∞∈ Ω 以及对每个 0t > ，有 ( , )u tΔ ⋅ 属于弱

2 ( )pL Ω 空间。 

注 3.1. 一般来说 2 ( 1)p pq q= + 不一定大于 1，当 2 1p > (依赖 ,p N )时，显然u 具有

更好的正则性。 

其次，考虑 , , 2 ( 2) 2N p N N pλ λ> + ≤ < 时问题(P)的解的存在性。由于对固定 0t > , 
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2,
0( , ) ( )pS r t W∉ Ω ，我们就只能将 ( , )S r t 在区域{ \{0}} (0, )Ω × +∞ 上看做问题(P)的上解。

因此类似于定理 3.2 的证明过程可得到一远离原点的解，即： 

定理 3.3. 设 , , 2 ( 2) 2,0 ( )N p N N p f Lλ λ ∞> + ≤ < ≤ ∈ Ω ，则问题(P)在分布意义下有

一远离原点的解u ，即此时 ( , ) { \{0}} (0, )x t ∈ Ω × +∞ 。 

4 情况 , , 2N p pλ λ> ≥ : 爆破 

Galaktionov[5]讨论了 2p = 时问题(P)的解的不存在性。本节将主要关注 ,2, N pp λ λ> >

的情况。对于问题(P)，我们作如下假设： 

(H1). ,2 2, N pN p λ λ> > > ； 

(H2). ( ), ( ) 0f L f x∞∈ Ω ≥ ，而且存在 , 0ρ δ > 使得对每个 (0)x Bρ∈ ，有 ( )f x δ> 。 

我们将证明问题(P)没有局部解。为此首先研究截断问题 

22( ) ( ) , ( , ) (0, ),

( ,0) ( ), ,

0, ( , ) (0, ),

p
n t p n n n n

n

n
n

u u W x u u x t

u x f x x

uu x t

λ

ν

−⎧ + Δ = ∈Ω× ∞⎪
⎪
⎪ = ∈Ω⎨
⎪

∂⎪ = = ∈∂Ω× ∞⎪ ∂⎩

          ( )nP  

其中
2( ) min{ ,1 }p

nW x n x= ，注意到对每一个固定的n， ( )nP 中的方程是非奇异的，

于是这时问题 ( )nP 至少在有限时间内有解(类似于文献[11])。 

根据分离变量法，寻找问题 ( )nP 具有形式为 ( , ) ( ) ( )x t T t X xΦ = 的下解，其中

( ) 0X x > 。此时将 ( , )x tΦ 代入 ( )nP 可得 

2 1

1
0

( ) , ,

0, ,

( ) ( ), (0) , 0,

p
p n

p

X W x X X x
XX x

T t T t T T t

λ μ

ν
μ

−

−

⎧Δ − = − ∈Ω
⎪ ∂⎪ = = ∈∂Ω⎨

∂⎪
′ = = >⎪⎩

 

其中 0T 为初值函数， 0μ > 待定。易得 

0
2 1 ( 2)

0

( )
[1 ( 2) ]p p

TT t
p T tμ − −=

− −
。 

注意到对 2
0

1
( 2) pp T

τ
μ −=

−
，有 lim ( )

t
T t

τ→
= ∞。 

下面研究椭圆问题 
2 1( ) , ,

0, .

p
p nX W x X X x

XX x

λ μ

ν

−⎧Δ − = − ∈Ω
⎪
⎨ ∂

= = ∈∂Ω⎪ ∂⎩

                    (4.1) 

定义 X Yη = ，其中 0η > ，令
2pλ μη −= ，问题(4.1)变为 
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2 1( ( ) ), ,

0, .

p
p nY W x Y Y x

YY x

λ

ν

−⎧Δ = − ∈Ω
⎪
⎨ ∂

= = ∈∂Ω⎪ ∂⎩

                    (4.2) 

我们需要下面的引理： 
引理 4.1. 问题 

2 1( ) , ,

0,

p
p nW x x

x

ϕ λ ϕ
ϕϕ
ν

−⎧Δ = ∈Ω
⎪
⎨ ∂

= = ∈∂Ω⎪ ∂⎩

                     (4.3) 

存在特征值序列，且第一特征值 1( )nλ 是非负的，关于n是递减的，并且 1 ,( ) N pnλ λ→ 。 

证明: 特征值序列的存在性证明类似于文[12]。根据Rayleigh商的定义易知序列 1( )nλ 是

非 负的， 而且关 于 n 是递 减的。现在来证明 1 ,( ) N pnλ λ→ ，用反证法：假设

1 ,lim ( ) N pn
nλ λ ρ

→∞
= + ，其中 0ρ > 。选择

2,
0 ( )pWφ ∈ Ω 使得 

,2 2

p

N ppp

dx

x dx

φ ρλ
φ
Ω

−

Ω

Δ
< +∫

∫
。 

但 n充分大时，有 

, 1 ,2( )
2 2( )

p p

N p N ppp p
n

dx dx
n

W x dx x dx

φ φρ ρλ λ λ
φ φ
Ω Ω

−

Ω Ω

Δ Δ
+ ≤ ≤ = < +∫ ∫

∫ ∫
， 

于是得出矛盾。 

引理 4.2. 如果 ,N pλ λ> ，则存在 0n 使得当 0n n> 时，问题(4.2)有一个正解 ( )Y x ，而且

存在常数 0nR > ，使得 ( )Y x 满足 nY R
∞
≥ 。 

证明: 因为 ,N pλ λ> ，所以由引理 4.1，存在 0n 使得当 0n n> 时， 1 ,( ) N pnλ λ λ> > 。而

1( )nλ 是问题(4.2)从无穷远处正解存在的唯一分歧点，所以(4.2)有一个正解 ( )Y x (类似于文

献[11])。 对此 ( )Y x ，存在常数 nR 使得 0nY R
∞
≥ > ，这是因为因为如果 Y ε

∞
< ，ε 充

分小，则 
2 2( 1) 0p
pY Y nλ ε −Δ ≤ − < ， 

则与极大值原理矛盾。 
于是我们有下面的结论： 

推论 4.1. 存在一个 0n 使得 0n n> 时，问题(4.1)有一个正解。 

证明: 只需考虑问题(4.2)的解Y 及令
1 2, pX Yη μ λη− −= = 即可。  

引理 4.3. 设u 是问题 ( )nP 的解，其中 1( ),0 ( )n f x Lλ λ ∞> < ∈ ，则存在一个与 f 有关

的时间 1 0T > 和问题 ( )nP 的一个下解 ( , )x tΦ 使得 ( , ) ( , )u x t x t≥ Φ ，且对每个 x∈Ω 有

lim ( , )
t T

x t
→

Φ = ∞。 

证明: 根据比较引理和分离变量法，我们可求得问题 ( )nP 的形式为 ( , ) ( ) ( )x t X x T tΦ =
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的下解(其中 ( )X x 为(5.1)的解)满足 ( ,0) ( ) (0) ( , )x X x T u x τΦ = ≤ ，其中 0τ > 。对于问题

(4.1)，存在一个常数 0( ) 0Tσ σ= > 满足 ( ) ( , ) 2X x u xσ τ≤ 。现在我们考虑 
2 1 ( 2)( ) ( , ) (1 ( 2) )p pT t T t p tσ σ μσ − − −≡ = − − ， 

因此根据比较引理知，问题 ( )nP 的解在时间 1 2

1
( 2) pT
p μσ −=
−

之前发生爆破。 

下面我们将证明问题(P)的解的瞬间爆破性。即： 
定理 4.1. 设(H1), (H2)成立，则问题(P)没有局部解，即对任意的 0ε > ，存在 ( ) 0r ε > 使

得对任意满足 ( ),x r tε ε≤ ≥ 的 ,x t 有 lim ( , )nn
u x t

→∞
= +∞，其中 ( , )nu x t 是问题 ( )nP 的解。 

证明: 给定 0ε > ，取
( ) 2
1

( 2) pp
μ

σε −>
−

，则函数 

2 1 ( 2)( ) ( , ) (1 ( 2) )p pT t T t p tσ σ μσ − − −≡ = − −  

在
2pt ε −= 之前爆破。设 { 1}B x= < ⊂ Ω，并取 0n 使得问题 

0

2 1( ) ,

0 ,

p
p nX W x X X x B

XX x B

λ μ

ν

−⎧Δ − = − ∈
⎪
⎨ ∂

= = ∈∂⎪ ∂⎩

 

有一正解 0X 。因此 0( ) ( )T t X x 是问题(P)中方程的解，它在
2pt ε −= 之前爆破。但不能

将它看做问题(P)的下解，因为它对初值没有控制。下面我们使用适当地伸缩来得到问题(P)
一个局部的下解。 

事实上，考虑 ( ) ( )( )0

1 2
0 0 ( )p

n nn n W n n x W x= ，定义 

( ) ( )( )1 ( 2) 1 2
0 0 0( ) p p

nZ x n n X n n x−= 。 

则 nZ 为问题 

( )

( )

1 22 1
0

1 2
0

( ) ,

0 ,

pp
p n n n n

pn
n

Z W x Z Z x n n
ZZ x n n

λ μ

ν

−⎧Δ = − <
⎪
⎨ ∂

= = =⎪ ∂⎩

                (4.4) 

的解。而且球的半径与 nZ
∞
都随着n →∞趋于 0，因此对给定的 , 0R η > ，我们可以

选择n充分大使得在球 RB 上 

( )1 2
0 ,   ( )p

nn n R Z x η< ≤                           (4.5) 

成立。于是函数 ( , ) ( ) ( )n nx t T t Z xΦ = 就是所求的局部下解。 

后，在球 ( )1 2
0

px n n< 中利用比较引理，即有 

( , ) ( , ) ( ) ( )n n nu x t x t T t Z x≥ Φ = ， 

由引理 4.3 知， ( ) ( )nT t Z x 在
2pt ε −= 之前爆破，因此 lim ( , )nn

u x t
→∞

= +∞，即得结果。 
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5 情况 , ,1 2N p p Nλ λ= < < ：解的存在性 

当 , ,1 2 ( 4)N p p N Nλ λ= < < + 时，与定理 3.1 类似，我们可以得到问题(P)在分布意

义下整体解的存在性。当 , , 2 ( 4) 2N p N N p Nλ λ= + ≤ < 时，则与第 3 节的讨论类似，也

能在分布意义下得到问题(P)的解，不过这时我们需用一个稳态函数(即与时间无关的函

数) ( )x c x θφ =  (
2

2

2 ( 2 ) ( 1) ( 2)
2 4

N N p N p N
p

θ − − − −
= − − + )来取代自相似解 ( , )S x t 。

事实上，对任意的实数c R∈ ，这个函数 ( )xφ  (对 0x ≠ )是问题 
22 1

,
pp

p N p xφ λ φ −−Δ =  

的解。然后取c充分大，使得 fφ ≥ 。注意到对任意q p< ，有
2,q

locWφ ∈ ，但
2, p

locWφ ∉ 。

也就是说，我们不能对截断问题的一序列解
( ){ }n

nu ∈ 在
2,

0 ( )pW Ω 中取极限；因此，我们使

用与 3.1 节(见引理 3.2 和 3.3)中一样的收敛性结果，关于截断问题的一序列解
( ){ }n

nu ∈ 在

2, 1
0 ( )pW − Ω 中取极限， 后也能在分布意义下得到问题(P)的解。即有下面的定理： 

定理 5.1. 设1 2,0 ( )p N f L∞< < ≤ ∈ Ω , 则问题 

2,2
2 ( , ) (0, ),

( ,0) ( ) ,

0 ( , ) (0, ),

pN p
t p pu u u u x t

x

u x f x x

uu x t

λ

ν

−⎧
+ Δ = ∈Ω× ∞⎪

⎪
⎪
⎪ = ∈Ω⎨
⎪
⎪ ∂⎪ = = ∈∂Ω× ∞
⎪ ∂⎩

，

，

，

 

在分布意义下有一整体解u 。 

6 情况 , ,1 2N p pλ λ< < < ：解的消失性质 

在这一节我们将试图着解释问题(P)在 , ,1 2N p pλ λ< < < 时的解在有限时间内消失的

情况。 
定理 6.1. 假设 

2
,2 ( 4) 2, , ( )N pN N p f Lλ λ+ ≤ < < ∈ Ω ， 

则存在一个常数 

2

2* *
( )

( , , , ) ( , , , ) p

L
T T N p c N p fλ λ −

Ω
= Ω ≤ Ω  

使得定理 2.1 中得到问题(P)的解对
*t T≥ 满足 

( , ) 0u t⋅ ≡ 。                                  (6.1) 

证明: 对问题(P)中的方程, 取定理 2.1 中问题(P)的解u 为试验函数，则有 

2

p
p

t p

u
u u dx u dx dx

x
λ

Ω Ω Ω
⋅ + Δ =∫ ∫ ∫ ， 



 http://www.paper.edu.cn 

- 13 - 

中国科技论文在线

根据 Rellich 不等式有 

,

1 0p
t

N p

u u dx u dxλ
λΩ Ω

⎛ ⎞
⋅ + − Δ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ， 

再根据 Sobolev 嵌入定理，我们得到 
*

*

, ,

1 1 0
p p

p
t

N p N p

u u dx u dx
S

λ
λΩ Ω

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ + − ≤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ ， 

其中 ,N pS 和
*

p 分别是嵌入常数和 Sobolev 共轭指数。即 

*
*

2

, ,

1 1( ) 1 0
2

p p
p

N p N p

d u t dx u dx
dt S

λ
λΩ Ω

⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ − ≤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ 。 

由关于 p 的假设，根据 Hölder 不等式，得到 
*

* 2
2 ( )

p
pu t dx c u dx

Ω Ω
⎡ ⎤≤ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ， 

其中 ( , , )c c N p= Ω 是一正常数。于是 
2

2 2( ) ( ) 0
pd u t dx c u t dx

dt Ω Ω
⎡ ⎤+ ≤⎣ ⎦∫ ∫ ， 

因此设 
2( ) ( )t u t dxϕ

Ω
= ∫ , 

则可以得到 
2( ) [ ( )] 0pt c tϕ ϕ′ + ≤ ， 

其中 0c > 。因为 2p < ，这蕴含了 

( )2 (2 )(2 ) 2( ) [ (0)]
ppt ctϕ ϕ

−−

+
≤ − ， 

因此证明了结论。 

定理 6.1 考虑2 ( 4) 2N N p+ ≤ < 的情况，而当1 2 ( 4)p N N< < + 时，有下列定理： 

定理 6.2 假设 

,
1 (2 ) 2 ( 1)1 2 ( 4)  0 min 1

2 2

p

N p
N p N pp N N

p p p
λ λ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞− −⎪ ⎪< < + < < −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
， ， ， 

以及 
(2 )
2

N p
pf dx
−

Ω
< ∞∫ 。 

如果在定理 2.1 中得到问题(P)的解u 满足 

2 2 2 1( 2)( 2)
p

p p pu u u u
p

ββ − − −⎛ ⎞−
− Δ Δ ≥ ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

其中 2β ≥ ，则存在一常数 

( 2 )
2

2** **

( )
( , , , ) ( , , , ) N

p
p

p

L
T T N p c N p fλ λ

−

−

Ω

= Ω ≤ Ω  
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使得这样的解，对
**t T≥ 有 

( , ) 0u t⋅ ≡ 。                                (6.2) 

证明: 由于 (2 ) 2 2N p p− > ，所以
2 ( )f L∈ Ω 。从而定理 2.1 的结论成立。在问题(P)

中以
2u uβ −

为试验函数。 我们得到 

2

(2 )
2 2 4

2

1 ( ) ( 1)

        ( 1)( 2) .

p

p
p

p

d u t dx u u dx
dt

u
u u u u udx dx

x

ββ

β
β

β
β

β β λ

−

Ω Ω

− −
− −

Ω Ω

+ − Δ

+ − − Δ Δ ∇ =

∫ ∫

∫ ∫
 

由 

(2 )

(2 ) (2 )2 2 2(2 ) 2   

pp
p

p p
p p

p p

u dx

p u u u u u dx
p p

β

β ββ β

− −

Ω

− − − −
− −

Ω

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞− − −
= Δ + ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

2 2 2(2 ) 2 ,
p p

p p pp p u u dx u u dx
p p

β ββ β− − −

Ω Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − −⎜ ⎟≤ ⋅ Δ + ∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

又因为
2 2 2 1( 2)( 2)

p
p p pu u u u

p
ββ − − −⎛ ⎞−

− Δ Δ ≥ ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以有 

(2 ) pp
pu dx

β − −

Ω

⎛ ⎞Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  

( )2 2 2 4(2 ) ( 2)
p

p pp p u u dx u u u u udx
p

β ββ β− − −

Ω Ω

⎛ ⎞− −
≤ ⋅ Δ + − Δ Δ ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ， 

用
(2 )p
pu

β − −

代替(1.1)中的u ，就有 

(2 ) (2 )
1
,2

p pp
p

N pp

u
dx u dx

x

β β

λ
− −

− −
−

Ω Ω

⎛ ⎞≤ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ， 

因此，我们得到 

(2 )

1
1 ( ) 0

pp
p

d u t dx c u dx
dt

β
β

β

− −

Ω Ω

⎛ ⎞+ Δ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ， 

其中 
2

1
( 1) 0

( (2 )) ( 1)( 2 )

pp
p pc

p p N p N p
β λ

β
⎛ ⎞⎛ ⎞−

= − >⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。 

由 Sobolev 嵌入定理，得到 
*

*[ (2 )]
1

,

1 ( ) 0
p p

p p
p

N p

cd u t dx u dx
dt S

β
β

β

− −

Ω Ω

⎡ ⎤
+ ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ 。               (6.3) 
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选择 

(2 )
2

N p
p

β −
= ， 

则(6.3)式就变为 
*

1

,

1 ( ) 0
p p

N p

cd u t dx u dx
dt S

ββ

β Ω Ω
⎡ ⎤+ ≤⎣ ⎦∫ ∫ 。 

如果定义 

( ) ( )t u t dxβϕ
Ω

= ∫ ， 

则得到 
*

2( ) [ ( )] 0p pt c tϕ ϕ′ + ≤ ， 

其中 2 2 ( , , ) 0c c N p= Ω > 。因为
*p p< ，这蕴含了 

( ) (2 )(2 )( ) [ (0)]
N pp Nt ctϕ ϕ
+

≤ − 。 

因此对于这样的解u ，当对
**t T≥ 时仍然有 ( , ) 0u t⋅ ≡ 。 
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