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摘要：由于单种群饲养收获模型中未考虑到种群的年龄结构，即不同年龄结构的物种的繁殖

率和死亡率都有明显的不同，因此，有必要研究基于按年龄分组的合理的种群分配方案。本

文就是在这样的背景下，提出了两种种群稳定收获模型的解法，并且对相应的模型进行了求

解和检验。 
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Population steady harvest model based on age grouping and 

population increasing model 
WANG Tao, TANG Jin 15 

(Computer Science & Technology School,Anhui University, HeFei 230601) 
Abstract: As single population harvest model doesn't consider population's age structure,different 
age structure's species' breed rate and dead rate have obvious difference,so it is necessary to 
discuss reasonable distribute project based on age structure. This paper is just under this 
background and then present two different population steady harvest model. At last,we solve the 20 
model and test the model. 
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0 引言 
由于在研究涉及天然牧场、畜牧场等养殖业的可持续发展的一种合理的稳定收获模型—25 

—单种群饲养收获模型中未考虑到种群的年龄结构，即不同年龄结构的动物的繁殖率和死亡

率都有明显的不同，以及对不同年龄层次结构的捕捞率不同都将导致种群的捕获模型呈现出

不稳定性。因此，有必要研究基于按年龄分组的合理的种群分配方案。所以，本文就是在这

样的前提下，提出了两种基于年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模型，并对相应的模

型进行了求解和检验。 30 

1 模型假设和符号说明 

1.1  模型假设 

本文在综合考虑影响种群稳定收获的因素后，提出了下面三条模型假设。 
1）、假设对同一年龄组的动物来说，其繁殖率、死亡率、存活率以及捕获率均相等。 

2）、各时段同一年龄的收获系数不变，即 )(khi 和 )(kxi (在捕捞之后)与 k 无关。 35 

3）、所考虑的环境相对封闭，种群的初始分布已知。 
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1.2  模型符号说明 

1.2.1 模型一：基于矩阵求解法的年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模型 

时段：与年龄的离散化对应，时间离散为时段，并且时间的间隔与年龄区间的间隔相等； 
n   ：种群按年龄大小等间隔（比如间隔为 5 岁或 10 岁等）分组的最大分组数或称年40 

龄组数； 

)(kxi ： k 时段第 i 年龄组的种群数量， nik ,,2,1,,2,1,0 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= ； 

)0(ix ：初始时段第 i 年龄组的种群数量； 

ib ： 第 i 年龄组每个(雌性)个体在 1 个时段内的平均繁殖数（即繁殖率）； 

id ：第 i 年龄组 1 个时段内死亡数与总数之比，或称死亡率； 45 

is ：存活率，其等于 id-1 ，,其中 is 不全为零，否则没有一个雌性可以活过第 i 年； 

)(kx ：
T

n kxkxkxkx )](,),(),([)( 21 ⋅⋅⋅= ,表示 k 时段种群按年龄组的分布向量； 

)(khi ：对时段 k 第 i 年龄组种群的收获系数； 

H ：以 ih 为对角元素的分布向量。 

1.2.2 模型二：基于微分方程求解法的年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模型 50 

mr ：种群中的最高年龄； 

),( trp ：种群密度函数，即对很小的 dr ， ),( trp 表示时刻 t 在年龄区间 ],[ drrr + 内

的种群数； 
),( tru ：在时刻 t 年龄为 r 的种群的死亡率； 

),( trs ：在时刻 t 年龄为 r 的种群的出生率； 55 

),( trh ：在时刻 t 年龄为 r 的种群的被捕获率。 

2 模型的建立与求解 

2.1  模型一：基于矩阵求解法的年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模型 

2.1.1 种群增长模型 

1） 1+k 时段第 1 年龄组种群数量是k 时段各年龄组繁殖数量之和，也就是第k 时段各60 
年龄组种群的组数分别乘以其相应的繁殖率的和，即： 

)()1(
1

1 kxbkx i

n

i
i ⋅=+ ∑

=

                                     （1） 

2） 1+k 时段第 1+i 年龄组的种群数量是第 k 时段第 i 年龄组存活下来的数量，也就是

第 i 年龄组的种群数量乘以其对应的存活率 is 即可，即： 

)()1(1 kxskx iii ⋅=++                                      （2） 65 

3）根据繁殖率 ib 与存活率 is 可构造 Leslie 矩阵（简称 L 矩阵），如下： 



 http://www.paper.edu.cn 

- 3 - 

中国科技论文在线

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−

000

000
000

1

2

1

121

n

nn

s

s
s

bbbb

L

L

MMMMM

L

L

L

                           （3） 

则  T
n kxkxkxkx )]1(,),1(),1([)1( 21 +⋅⋅⋅++=+ ； 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−

=⋅⋅⋅⋅=⋅

)(

)(
)(
)(

0100

0020
0001

121

)](,),(),([)( 3

2

1

21

kx

kx
kx
kx

sn

s
s

bnbnbb

kxkxkxLkxL

n

T
n

M

L

MMMMM

L

L

L

 

T
nn

n

i
ii kxskxkskxkskxb )](,),()(),()(,)([ 112211

1
−−

=

⋅⋅⋅= ∑             （4） 70 

根据(1)、(2)、(4)式可知： ⋅⋅⋅=⋅=+ 2,1,0)()1( kkxLkx                 （5） 

所以，当矩阵 L 和年龄组的初始分布向量 )0(x 已知时，便可预测任意 k 时段种群年龄 

组分布为： 

⋅⋅⋅=⋅= 2,1)0()( kxLkx k                                           （6） 

2.1.2 种群稳定收获模型 75 

所谓稳定收获[1,2,3,4]是指，各个时段同一年龄组的收获量不变。那么，为了达到最优稳

定收获，则应满足：时段k 第 i 年龄组的种群增长量就是这个时段的收获量，也就是满足： 

⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅=−− ,2,1;,2,1,)()()1()( knikxkhkxkx iiii                       （7） 

1）由种群增长模型知： ⋅⋅⋅=⋅=+ 2,1,0)()1( kkxLkx  , 

再根据(7)式 ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅=−− 2,1;,2,1)()()1()( knikxkhkxkx ii  80 

可得： T
nn kxkxkxkxkxkx )]()1(,),()1(),()1([ 2211 −+⋅⋅⋅−+−+  

= ⋅⋅⋅=++⋅⋅⋅++++ ,2,1,0)]1()1(,),1()1(),1()1([ 2211 kkxkhkxkhkxkh T
nn

       （8） 

而： T
nn kxkxkxkxkxkx )]()1(,),()1(),()1([ 2211 −+⋅⋅⋅−+−+  

= ⋅⋅⋅=−⋅=−+ ,2,1,0)()()()1( kkxkxLkxkx ，                           （9） 

而： T
nn kxkhkxkhkxkh )]1()1(,),1()1(),1()1([ 2211 ++⋅⋅⋅++++  85 
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由式(8)、(9)、(10)，可得： 

⋅⋅⋅=⋅⋅
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∴ xLHxxL ⋅⋅=−⋅  
所以，稳定收获模型可表示为： xLHxxL ⋅⋅=−⋅                            （11） 90 
2）由以上分析知：稳定收获模型可表示为： xLHxxL ⋅⋅=−⋅    ∴ xxLHL =⋅⋅− )( ； 
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所以，上述矩阵的特征方程为： 

0))1()1)(1()1()(1( 1211321
2

122
1

11 =⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−−+⋅⋅⋅+−+−− −−−
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nnnn
nnn sssshhhbshbbh λλλ  

当 0≠λ 时，上述特征方程可变形为： 95 
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用 nλ 除上式两边并记等式两边函数为： )(λq ,则： 
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当 0>λ 时， )(λq 是单调减少的，并且 0→λ +时， ∞→)(λq ，而 +∞→λ 时，

0)( →λq ，即上述矩阵有唯一的正特征根并且为单根，很明显，其特征根为 1=λ ； 100 

∴ 1)]1()1)(1()1()[-1( 3212121211 =−⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+−+ − nnn hhhsssbhsbbh  

由于 1=λ ，所以，可以直接由下列方程求出对应的特征向量 *x ： 
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若令 11 =x ,则由式(15)，解得对应特征值 1 的上述矩阵的特征向量为： 
T

nn hhhssshsx )]1()1)(1(,),1(,1[ 3212121
* −⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= −  105 

因此，可得出稳定收获的充分必要条件是： ih 满足： 

1)]1()1)(1()1()[1( 321212121 =−⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+−+− − nnni hhhsssbhsbbh     （16） 

并且， *cxx = ( c 是大于零的常数），其中， 
T

nn hhhssshsx )]1()1)(1(,),1(,1[ 3212121
* −⋅⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅−= −              （17） 

所以，只要知道矩阵 L 以及初始种群个年龄组中的种群数量，代入种群增长模型公式(6),110 
便可解得各时段不同年龄层次的种群分布；然后将种群分布代入式(7)，便可得到不同时段

对不同年龄层次种群的捕获率，可根据该捕获率进形捕获种群中各年龄组的种群，这样的捕

获便是稳定的收获情况了！同时，还要进行稳定性分析，将所得到的捕获率以及开始时的 L
矩阵代入式(16)和(17)进行稳定收获检验，如满足公式(16)和(17)，则表明最后可以得到稳定

收获情况！否则，最终得不到稳定收获的情形！ 115 
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2.2  模型二：基于微分方程求解法的年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模

型 

首先，考察时刻 t ，年龄在 ),[ drrr + 内的种群到时刻 dtt + 的情况，他们中活着的种群

将处于年龄区间为 ),[ dtdrrdtr +++ ，而在dt 时间内死亡的种群数为 drdttrptru ),(),( ，

被捕获的种群数为 drdttrptrh ),(),( ，故有： 120 

drdttrptrhdrdttrptrudttdtrpdrtrp ),(),(),(),(),(),( +=++−     （18） 

上式(18)可近似地写作( dtdr = )，所以，上式又可以写为： 
dttrpdttrpdrdttrpdttdrrp )],(),([)],(),([ −+++−++  

drdttrptrhdrdttrptru ),(),(),(),( −−=                             （19） 

由上式(19)可以得出 ),( trp 满足的偏微分方程[4]是： 125 

),(),(),(),(// trptrhtrptrutprp −−=∂∂+∂∂                        （20） 

其中， ),( tru 和 ),( trh 为已知函数，这个一阶偏微分方程有两个定解条件： 

初始条件： )0,()0,( 0 rprp =  

单位时间内出生的新的种群数，或叫出生率为： drtrstrptp
r

∫= m

0
),(),(),0(  

所以，种群稳定收获的偏微分方程及定解条件为： 130 
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     （21） 

所以，限于死亡率与时间无关（ )(),( rutru = ）解得上述方程组(21)的解为： 
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),( （22） 

注：对角线 tr = 把平面 otr 分为两部分，在 rt < 区域， ),( trp 由初始种群密度

)0,(0 trp − 和死亡率 ),( tru 以及被捕获率 ),( trh 决定；在 rt > 区域，则由未来生育状况135 

∫ −−
mr drtrrstrrp

0 0 ),(),( 和死亡率以及被捕获率 ),( trh 决定。 

所以，根据式(22)可以得出种群被捕获率方程应该为： 
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                   （23） 

所以，只要知道初始的种群的种群密度函数 ),( trp 、死亡率 ),( tru 、出生率 ),( trs ，

代入上式(23）便可以计算出种群的被捕获率方程。按照此方程中的曲线的值对不同年龄层140 
次结构的种群进行捕获，将会是稳定收获的另一种求解方法了！ 

3 模型检验 
我们在调查了天然牧场、畜牧场等养殖业的相关情况后，确定了对于某种物种不同年龄

段 i 的种群的初始种群数量 )0(ix ，以及相应的繁殖率 ib 和死亡率
id ，其相应的数值如下表
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1 所示： 145 
 

表 1 初始信息表 

 1 2 3 4 5 

)0(ix  1000 900 800 700 600 

ib  0 1.5 1 0 0 

id  0.02 0.04 0.07 0.1 0 

 

然后我们根据本文提出的基于矩阵求解法的按年龄分组和种群增长模型的种群稳定收

获模型进行求解，得到了在不同时间段k 对于不同年龄段 i 的物种的现有种群个数 X 和相应150 
的最优捕获率H ，其相应的三维点图结果如下图 1 和 2 所示，三维曲面图如图 3 和 4 所示。

同时，我们根据资料，分析出了另一种种群的种群密度函数 ),( trp 、死亡率 ),( tru 、出生

率 ),( trs 。其相应的表达式如下： 

trtrstrtrutrtrp 05.002.0),(;03.005.0),(;05.003.0),( −=−=+= （24） 

然后，我们使用基于微分方程求解法的按年龄分组和种群增长模型的种群稳定收获模型155 
进行求解，根据公式（23），可以计算出相应的种群的被捕获率方程为如公式（25），利用

该公式可以计算出捕获率。 
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  图 2 三维点图现有种群数                          图 2 三维点图最优收获率 160 

 

  
图 3 三维曲面图现有种群数                   图 4 三维曲面图最优收获率 
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4 模型检验 165 

本文在单种群饲养收获模型的基础上，考虑了年龄结构和种群增长模型，最终提出了两

种种群稳定收获的模型，消除了由于过度捕捞年龄结构较小的种群或过度捕捞年龄结构较高

的种群，从而破坏了种群的可持续发展。最后，对论文中提出的模型进行了求解和检验。实

验结果表明，模型效果较好，具有一定的使用价值。 
 170 
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