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摘要： 本文将经典的逻辑斯蒂有限增长模型改进为具有幂律型增长因子的形式， 并讨论了

模型所描述的有限增长特性。本文研究结果表明，幂律指数α的值对于某特定的生物种群（如

人口、酵母菌）的总数量 有着重要的影响。某特定的生物种群（如人口、酵母菌）的总

数是幂律指数α的减函数。 
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1． 引言 

20世纪末，世界人口已经达到 60亿已上， 到 2050年世界人口估计将达到 100亿， 届

时这些人口的六分之一将生活在发达国家。人口增长问题不仅仅是简单的人口数量问题，更重

要的是人口的迅速增长会对人类的福利造成影响，对经济发展造成影响[1]。 

自 18世纪末马尔萨斯发表了著名的著作《人口原理》，人口的增长问题越来越引起人们的

重视。在仅考虑出生率和死亡率两个因素情况下，设 时刻人口总数为 ，设 t时刻人口

总数为  马尔萨斯有限增长模型描述为如下简单微分方程

0t )( 0tp

)(tp [2-7] 

kp
dt
dp

=                                     （1） 

的解。其中 为人口增长比例因子（k>0）. 方程（1）的解为 ， 它预测人口

数量随时间按指数增长。当人口数量不大时，马氏模型从一定程度上反映了人口增长规律， 但

当人口数量较大时，马氏模型出现较大偏差。19 世纪末， 丹麦生物数学家 Pierre-Francois 

Verhulst 将方程（1）改写为  

k )(
0

0)( ttkeptp −=

ppMr
dt
dp )( −= ，                           （2） 0>r

其中M假定为人口（酵母菌）的最大值。 
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   方程（2）称为逻辑斯蒂有限增长模型， 其解为 
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多年来， 逻辑斯蒂有限增长模型被认为具有相当简单生命史的生物种群模型，如有限空间的

培养物中生产的酵母菌，亦可以用于经济学中关于新产品生产量的预测。 

    事实上，人口增长要受到多种因素的影响。仅就出生率和死亡率来讲，出生率受到婴儿死

亡率，人们对于避孕的态度及措施，对于堕胎的态度及怀孕期间的健康护理等。死亡率受到卫

生设施与公共卫生状况，战争、污染、原料水平、饮食习惯、心理压力和焦虑等的影响等。影

响到一个地区人口增长的其他因素还有人口迁移，生存空间的限制，可用水资源及传染病等。

显然，要考虑到更多因素时应该用更复杂的模型来描述。 

 

2． 改进的逻辑斯蒂模型 

一般来讲，人口增长比例因子参数应该为（ ）的函数，k . 幂律型模

型广泛出现在很多自然科学研究和工程实际问题中，本文中我们将方程（1）中的比例因子参

数改写为 ，（r, M, >0 为常数）, 则得到如下改进的微分方程数学模型： 

pM − )( pMf −=

α)( pMrk −= α

ppMr
dt
dp α)( −= ，                     （4） 0>r

当  时即为经典的逻辑斯蒂有限增长模型。当α 时可以用来描述一些更

复杂的有限增长情况。 

1=α 1,0 ≠> α

对于α的某些特殊情况可以求出方程（4）的解析解，例如当 ，3时，其解析解情

况可分析讨论如下： 

2=α

当α 时，方程（4）两边分离变量并积分得 2=
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当α 时，方程（4）两边分离变量积分并利用条件  ， 得 3= 0tt = 0pp =

 2 
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当 t  时， 由（6）或（7）均可看出 。 ∞→ Mtp →)(

 下面讨论对增长率情况，由方程（4）两边求二阶导数得到 
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于是得到  

α+
=

1
Mp                                      (8) 

上式表明当人口数量 达到)(tp
α+1

M
 时， 增长率

dt
dp
达到其最大值， 人口增长最快，然后

再逐渐递减到零。 

文[2]（p303-305）中曾利用培养物中酵母菌增长的数据来检验经典的逻辑斯蒂方程

（α =1），估计出细菌极限数量为 ， 此时，系数 ，下面图 1 给出了

逻辑斯蒂方程的计算结果和酵母菌在培养物中生长实验的逻辑斯蒂曲线

665≈M 000827.0≈r
[2]。 
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Fig.1 酵母菌在培养物中生长的逻辑斯蒂曲线 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

当 时，为了和文[2]结果进行对比，本文利用酵母菌模型系数 ， 对

于不同的幂律指数α，数值求解微分方程（4）， 得到有限增长模型（4）描述的增长规律， 如

图 2-3所示。 

Mp < 000827.0≈r
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Fig.2 The profiles of P(t) for =0.8 and 0.9, r=0.000827 α
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Fig.3 The profiles of P(t) for =1.5 and 2.0, r=0.000827 α

 

  由图 2-3 可以看出，幂律指数α的值对于某特定的生物种群（如人口、酵母菌）的总数

量 有着重要的影响。在同样比例因子系数 r条件下，某特定的生物种群（如人口、酵母

菌）的总数是幂律指数α的减函数。当种群数量较大时，需要用具有较小幂律指数α值的模

型来描述，反之亦然。 
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3． 结论 

本文将经典的逻辑斯蒂有限增长模型改进为具有幂律型增长因子的更一般形式。 对于某些

特定的幂律指数α值求出了问题的解析解，并利用数值方法对于α的一般值给出了问题的数

值解。本文研究结果表明，幂律指数α的值对于某特定的生物种群（如人口、酵母菌）的总

数量 有着重要的影响，生物种群（如人口、酵母菌）的总数是幂律指数α的减函数。当

种群数量较大时，需要用具有较小幂律指数α值的模型来描述，反之亦然。 
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Abstract. The classical logistic equation is generalized to a new model with power law exponent to 

the rate of growth of the population and the solutions are both analytically and numerically 

presented. The results indicated that the population is affected strongly by the power law exponent 

and the associated characteristics of growth of the population are discussed.  
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