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摘要：本文利用上下解方法及 Schauder 不动点定理，从流体边界层理论中一些非线性奇异

边值问题出发，分别研究了两类具有代表性的非奇异边值问题，并给出了相应的解的存在唯

一性定理及证明。 
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Abstract: In this paper, two types of nonlinear singular boundary value problems are studied . These 
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the Schauder fixed point theorem, the existence of two solutions uniqueness theorem and proof are 
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1 引言 
奇异边值问题在自然科学，应用技术科学的许多问题的研究中均有应用，如空气动力学

中的边界层理论 [1]和半球形岩石壳的扰动问题[2]等。而在流体边界层理论中， 很多层流边

界层控制方程都可转化为对常微分方程奇异边值问题正解的研究。在对不可压缩流体绕流半

无限长平板的层流边界层问题的研究中，Callegari 和 Friedman[3],Callegari 和 Nachman[4]分别

研究了奇异边值问题 

( ) ( ) 0, 0 1

(0) 0, (1) 0

p xg x g x x
p

g g

⎧ ′′ + = < <⎪
⎨
⎪ ′ = =⎩

，其中 p=1 对应于牛顿流体。p>1 对应于非牛顿流体。 

并确立了问题正解的存在性和唯一性。 
程建刚[5]研究了以上边值问题的推广形式 

( ) ( , ( )) 0, (0,1);
(0) 0, (1) 0.

y t g t y t t
y g b

′′ + = ∈⎧
⎨ ′ = = ≥⎩

 

 Zheng liancun, Su Xiaohong, Zhang Xinxin[6]在研究幂律流体边界层时也推导出类似的

边界层方程。 
刘文斌[7]教授将此类边值问题一般化，研究了奇异边值问题 
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( , ) 0, (0,1);
( (0), (0) 0, (1) 0.
x f t x t

h x x x
′′ + = ∈⎧

⎨ ′ = =⎩
 

的正解存在性。 
受到上述工作的启发，本文讨论如下更具有一般形式的非线性奇异边值问题： 

（Ⅰ）  
( , ) 0,

(0) 0, (1) (1) 0.
x f t x

x x cxλ
′′ + =⎧

⎨ ′ ′= < + =⎩
 

（Ⅱ）  
( , ) 0,

( (0), (0)) 0, (1) (1) 0.
x f t x

h x x x cx
′′ + =⎧

⎨ ′ ′= + =⎩
 

其中， 0c ≥ 。 

为行文方便，给出如下假设：恒设 ( , )f t x ：[0,1]× ( )0, R+∞ → 连续，且关于 x 单调

不增。 

2 主要结果及证明 

2.1  SBVP( )2.1
λν
解的唯一性定理 

首先考察 SBVP 

( , ) 0,
(0) 0, (1) (1) 0.

x f t x
x x cxλ ν

′′ + =⎧
⎨ ′ ′= < + = >⎩

                     ( )2.1
λν

 

其中 0c ≥ 。 

引理 2.1  SBVP ( )2.1
λν

有唯一解 ( )x tλν 。 

证明：先证解的存在性。作变换 T： 

( )
1

0

( ) ( , ) ( , ( ))Tx t l t H t s f s x s ds= + ∫ ，                   （2.2） 

其中 
( ) (1 )l t t c vλ λ= − + +  

 

1 ,0 1
( , )

1 ,0 1
t c s t

H t s
s c t s

− + ≤ ≤ ≤⎧
= ⎨ − + ≤ ≤ ≤⎩

 

根据对 ( , )f t x 的假设，易见 ( ) (1 )Tx t t c vλ λ≥ − + +
Δ

= ( )tω ，且当 x(t) ( )tω≥ 时， 
1

0

( ) ( ) ( , ) ( , ( ))Tx t t H t s f s s dsω ω≤ + ∫
Δ

= ( )tϖ 。 

若记 { ( ) [0,1] : ( ) ( ) ( )}x t C t x t tω ϖΩ = ∈ ≤ ≤ ，则 T 是Ω→Ω上的完全连续算子。由

Schauder 不动点定理知映射（2.2）有不动点 ( )x tλν ，且此为边值问题 (2.1)λν 的一个解。 

再证解的唯一性。用反证法。假设 SBVP (2.1)λν 有两个不同解 1( )x t 和 2 ( )x t ，不妨设

1( )x t > 2 ( )x t ， [0,1)t∈ ，则由对 
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2 1 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))x t x t x t x t x t f t x t x t f t x t′′ ′′− = − ， 

两边积分得到 

[ ]
1 1

2 1 1 2 1 2 2 1
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))x t x t x t x t dt x t f t x t x t f t x t dt⎡ ⎤′′ ′′− = −
⎣ ⎦∫ ∫ 。 

由于 f 单调不增，易得右式≥ 0；而左式 

1 1 2 1
2 1 1 2 1 20 0

[ (1) (1)]( ) ( ) ( ) ( ) [ (0) (0)] 0v x xx t x t x t x t x x
c

λ−′ ′= − = + − <
 

此时，左式<0 与右式≥ 0 矛盾。唯一性得证。 

引理 2.2  SBVP（2.1 ) vλ 的解 ( )vx tλ 关于 v 单调不减，关于λ单调不增。 

 证明：关于 v 的单调性可仿引理 2.1 的唯一性证明。关于λ的单调性，用反证法，设 

1 2λ λ> 则有 ( ) ( )
1 2v vx t x tλ λ> ， [0,1)t∈ 。由 ( , )f t x 的单调性可知，在[0,1)上 

1 1 2 2
( ) ( , ) ( , ) ( )v vx t f t x f t x x tλν λ λ λ υ
′′ ′′= − ≥ − = 。 

对此不等式两边从 t 到 1 积分，整理，得到 

1 2 1 2 2
( ) ( ) (1) (1) ( )x t x t x x x tλν λ ν λν λ ν λ ν
′ ′ ′ ′ ′≤ + − ≤ 。 

特别地，当 0t = 时有 1 2λ λ≤ ，此与假设矛盾。 

2.2 两个定理的给出及证明 

定理 2.1  SBVP 

( , ) 0,
(0) 0, (1) (1) 0.

x f t x
x x cxλ

′′ + =⎧
⎨ ′ ′= < + =⎩

                  (2.1.a) 

存在唯一解。即当 0ν = 时，SBVP 0(2.1)λ 存在唯一解 0 ( )x tλ 。 
证明： 易于验证，对于任意的 0λ < ，解序列{ ( )}x tλν 关于 v 在[0,1]上一致收敛。事

实上，任取 1ν ， 2ν ，不妨设 1 20 ν ν< < ，由引理 2.2 可得 

2 1 2 1

1

2 1 2 1
0

0 ( ) ( ) ( , ) ( , ( )) ( , ( ))x t x t H t s f s x s f s x s dsλν λν λν λνν ν ν ν⎡ ⎤< − = − + − ≤ −⎣ ⎦∫ （2.1.b） 

从而存在
0
( )x tλ ∈ [0,1]C ，使得于[0,1]上

0
0

( ) ( )limx t x tλν λ
ν→

=
一致

。对等式 

1

0

( ) (1 ) ( , ) ( , ( ))x t t c H t s f s x s dsλν λνλ ν λ= + − + + ∫  

取极限 0ν +→ ，得到 
1

0 0
0

( ) (1 ) ( , ) ( , ( ))x t t c H t s f s x s dsλ λλ λ= − + + ∫ ， 

即 0 ( )x tλ 是 SBVP 0(2.1)λ 唯一解。 

引理 2.3  SBVP 
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( , ) 0,
(0) 0, (1) (1) 0.

x f t x
x x cxα β

′′ + =⎧
⎨ ′= ≥ + = ≥⎩

                        (2.3)αβ      

有唯一正解 ( )x tαβ 。特别地，当 0α β= = 时，SBVP 00(3.4) 有唯一正解 00 ( )x t 。 

证明：同引理 2.1。 
定理 2.2 设 
（1）存在

2( ), ( ) [0,1] (0,1),0 ( ) ( ), [0,1], ( ), ( )t t C C t t t t tω ω ω ω ω ω∈ ∩ ≤ ≤ ∈ 在 0，1 点

的导数或者存在，或者分别有 (0) , (1) , (0) , (1)ω ω ω ω′ ′ ′ ′= +∞ = −∞ = −∞ = +∞，并且使得 

( ) ( , ( )) 0, ( ) ( , ( )) 0, (0,1)t f t t t f t t tω ω ω ω′′ ′′+ ≤ + ≥ ∈ 。 

（2） 2( , ) ( )h x y C R∈ ,关于 y 单调不减，且当 (0), (0)ω ω′ ′ 有限时， ( (0), (0)) 0h ω ω′ ≥ ，

( (0), (0)) 0h ω ω′ ≤ ；当 (0), (0)ω ω′ ′ 无限时， ( (0), (0))h ω ω′ = +∞， ( (0), (0))h ω ω′ = −∞，

于是，当 (1) (1) (1) (1)c cω ω β ω ω′′+ ≤ ≤ + 时，奇异方程 

( , ) 0, 0 1x f t x t′′ + = < <                              (2.2.a) 

有满足非线性边值条件 

( (0), (0)) 0, (1) (1)h x x x cx β′ ′= + =                     (2.2.b) 

的解 ( )x t ，且在[0,1]上满足不等式 ( ) ( ) ( )t x t tω ω≤ ≤ 。 

证明：由引理 2.3 知，对于任意 , 0α β ≥ ，边值问题 (2.3)αβ 的解 ( )x tαβ 存在。下面证

明当 (0) (0)ω α ω≤ ≤ ， (1) (1) (1) (1)c cω ω β ω ω′′+ ≤ ≤ + 时， ( )x tαβ 在[0,1]上满足不等式

( ) ( ) ( )t x t tαβω ω≤ ≤ 。 

反设右边不等式不成立，则存在 [ ]1 2[ , ] 0,1t t ⊂ ，使得 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( ),x t t x t tαβ αβω ω= = 且

1 2( ) ( ), ( , )x t t t t tαβ ω> ∈ ，作函数 ( ) ( ) ( )m t t tω ρ= − ，其中 ( )tρ 满足条件 

, min( , ) ( ) 0tρ ρ δ ε ρ′′ ′= − ≤ ≤ ， [ ]1 2 1 2, , ( ) 0, ( , ), 0t t t t t t tρ δ′∈ > ∈ > 充分小，ε 满

足 

1, 2

max
2 [ ( ) ( )].

[ ]
x t t

t t t αβε ω= −
∈

 

显然 1 2( ) ( ), ( , )m t t t t tω≥ ∈ ，且存在 0 1 2( , )t t t∈ 使得 

0 0( ) ( )x t m tαβ − = 0 0
1, 2

max
[ ( ) ( )] 0, ( ) ( ) 0.

[ ]
x t t x t m t

t t t αβ αβω ′′ ′′− > − ≤
∈

 

由于当 1 2( , )t t t∈ 时， 

( ) ( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( ))m t t t f t t t f t m tω ρ ω ρ′′ ′′ ′′ ′= − ≤ − − < −  
所以 

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) 0x t m t f t x t f t m tαβ αβ′′ ′′− > − + ≥ ， 
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矛盾。同理可证 ( ) ( ), (0 1)t x t tαβω ≤ ≤ ≤ 成立。 

下面证明，存在 0 (0), (0)α ω ω⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦，使得
0

( )x tα β 满足条件(2.2.b)。 

如果 (0) (0)ω ω α= = ，则 (0) (0) (0)xαβω ω′ ′′ ≤ ≤ ，所以 

0 ( (0), (0)) ( (0), (0)) ( (0), (0)) 0h h x x hαβ αβω ω ω ω′′ ′≤ ≤ ≤ ≤  

即 ( (0), (0)) 0h x xαβ αβ
′ = ， 从 而 ( )x tαβ 就 是 (2.2.a)(2.2.b) 的 解 ， 以 下 不 妨 设

(0) (0)ω ω< 。反设所证结论不成立，则存在 0 0ε > ，对于任意 (0), (0)α ω ω⎡ ⎤′∈ ⎣ ⎦，有               

0( (0), (0))h x xαβ αβ ε′ ≥ 。 

定义集合 0( ) : ( (0), (0))S x t h x xαβ αβ αβ ε⎧ ⎫′= ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

。由条件（2）知，当 (0)α ω= 时，

0( (0), (0))h x xαβ αβ ε′ ≥ ，而当 (0)α ω= 时， 0( (0), (0))h x xαβ αβ ε′ ≤ − ，所以 S 非空，若记

{ }0 sup : ( )x t Sαβα α= ∈ ，则 0(0) (0)ω α ω≤ ≤ ，且由微分方程解的连续性，当 (0)ω′ = +∞

时，上不等式之左端为严格不等式，再注意到 ( ), ( )x t x tαβ αβ
′

关于α 的单调性，记 S 中解元

素的一致极限为 0 ( )x t ，则 0 ( )x t 是方程（2.2.a）的解，且满足 

0 0 0 0 0 0 0(0) , (1) (1) , ( (0), (0))x x cx h x xα β ε′ ′= + = ≥     ，        (2.2.c) 

又因为 0 (0)α ω< ，取充分大的 N,使得 0 1 / (0)Nα ω+ ≤ 。令 0 1/ ,n n n Nα α= + > ，

则 

[ ]( ) ( ), 0,1nx t x t tα β αβ≥ ∈ ，且存在 [ ]0 ( ) 0,1x t C∈ ，使得 

0
lim

( ) ( )nx t x t
n

α β
→∞ =

一致
。 

显然， 0 ( )x t 是 ( )2.3
αβ

的一个解，且由 0( (0), (0))n nh x xα β α β ε′ ≤ − 得到 

0 0 0( (0), (0))h x x ε′ ≤ − 。又因为 ( )2.3
αβ

的解的唯一性，所以 [ ]00 ( ) ( ), 0,1x t x t t≡ ∈ ，

进而 0 0 0( (0), (0))h x x ε′ ≤ − ，此与（2.2.c）矛盾，定理证毕 。                             
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